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  Teil I: GEB


  Einleitung: Ein musiko-logisches Opfer. Das Buch beginnt mit der Geschichte von Bachs Musikalischem Opfer. Bach besuchte überraschend Friedrich den Großen und wurde gebeten, über ein vom König vorgelegtes Thema zu improvisieren. Seine Improvisationen bildeten die Grundlage dieses großen Werks. Das Musikalische Opfer und seine Geschichte bilden ein Thema, über das ich im ganzen Buch improvisiere und damit eine Art „Metamusikalisches Opfer“ schaffe. Ich bespreche Selbstbezüglichkeit und das Zusammenspiel verschiedener Ebenen bei Bach; das führt zu einer Erörterung paralleler Ideen in Eschers Zeichnungen und dann zu Gödels Satz. Als Hintergrund dafür gebe ich eine kurze Darstellung der Geschichte der Logik und der Paradoxien. Das bringt uns zum mechanischen folgerichtigen Denken, zum Computer und zur Debatte darüber, ob „Artifizielle Intelligenz“ (AI) möglich ist. Am Schluß erkläre ich, wie das Buch entstand — insbesondere meine Überlegungen zu den Dialogen.


  Dreistimmige Invention. Bach schrieb fünfzehn dreistimmige Inventionen. In diesem dreistimmigen Dialog „erfindet“ Zeno die Schildkröte und Achilles — die wichtigsten fiktiven Protagonisten der Dialoge — wie er das ja auch tatsächlich getan hat, um seine Paradoxien der Bewegung zu illustrieren. Ganz kurz, einfach als ein Vorgeschmack der nachfolgenden Dialoge gedacht.


  Kapitel I: Das MU-Rätsel. Ein einfaches formales System (das MIU-System) wird vorgestellt; dem Leser wird dringend empfohlen, ein Rätsel zu lösen, um sich so mit formalen Systemen im allgemeinen vertraut zu machen. Verschiedene grundlegende Begriffe werden eingeführt: Zeichenkette, SATZ, Axiom, Folgerungsregel, Ableitung, formales System, Entscheidungsverfahren, Arbeiten innerhalb und außerhalb des Systems.


  Zweistimmige Invention. Bach schrieb auch fünfzehn zweistimmige Inventionen. Diesen zweistimmigen Dialog habe nicht ich verfaßt, sondern Lewis Carroll im Jahre 1895. Carroll borgte sich Achilles und die Schildkröte von Zeno aus, und ich meinerseits borgte sie von Carroll. Zur Debatte stehen die Beziehungen zwischen folgerichtigem Denken, folgerichtigem Denken über folgerichtiges Denken, folgerichtigem Denken über folgerichtiges Denken über folgerichtiges Denken usw. In einem gewissen Sinn ist dies zu Zenos Paradoxien über die Unmöglichkeit der Bewegung parallel und zeigt anscheinend unter der Verwendung einer unendlichen Regression, daß folgerichtiges Denken unmöglich ist. Eine schöne Paradoxie. Wir werden in diesem Buch öfters darauf zurückkommen.


  Kapitel II: Bedeutung und Form in der Mathematik. Ein neues formales System (das pg-System), sogar noch einfacher als das MIU-System aus Kapitel I, wird präsentiert. Zunächst anscheinend ohne Bedeutung, zeigt sich plötzlich, daß seine Symbole dank der Form der SÄTZE, in denen sie auftreten, doch eine Bedeutung besitzen. Diese Enthüllung ist die erste wichtige Einsicht in das Wesen der Bedeutung — nämlich eine tiefliegende Verbindung mit Isomorphie. Dann werden verschiedene, die Bedeutung betreffende Probleme besprochen, wie Wahrheit, Beweis, Symbolmanipulation und der schwer zu fassende Begriff „Form“.


  Sonate für Achilles solo. Ein Dialog, der Bachs Sonaten für Violine solo imitiert. Achilles ist in diesem Fall der einzige Sprecher, weil es sich um eine Niederschrift nur einer Seite eines Telefongesprächs handelt; am anderen Ende der Leitung sitzt Herr Schildkröte. Ihre Unterhaltung dreht sich um die Begriffe „Figur“ und „Hintergrund“ in verschiedenen Zusammenhängen — z. B. Eschers Kunst. Der Dialog selbst ist ein Beispiel für diese Unterscheidung, da Achilles' Stimme eine „Figur“ bildet und die von Herrn Schildkröte — implizit in der des Achilles — einen „Hintergrund“.


  Kapitel III: Figur und Hintergrund. Der Unterschied zwischen Figur und Hintergrund wird mit dem zwischen SÄTZEN und Nicht-SÄTZEN in formalen Systemen verglichen. Die Frage: „Enthält eine Figur stets die gleiche Information wie der Hintergrund?“ führt zu der Unterscheidung zwischen rekursiv-aufzählbaren und rekursiven Mengen.


  Contrakrostipunktus. Dieser Dialog ist grundlegend für das Buch, weil er eine Anzahl von Paraphrasen von Gödels selbstbezüglicher Konstruktion und seines Unvollständigkeitssatzes enthält. Eine der Paraphrasen besagt: „Für jeden Plattenspieler gibt es eine Schallplatte, die dieser nicht spielen kann.“ Die Überschrift ist eine Kreuzung zwischen dem Wort „akrostisch“ und dem ursprünglich lateinischen „Contrapunktus“, mit dem Bach jene vielen Fugen und Kanons kennzeichnete, aus denen die Kunst der Fuge sich zusammensetzt. Die Kunst der Fuge wird ausdrücklich erwähnt. Der Dialog selbst birgt einige akrostische Tricks.


  Kapitel IV: Widerspruchsfreiheit, Vollständigkeit und Geometrie. Der vorhergehende Dialog wird erklärt, soweit es in diesem Stadium möglich ist. Das bringt uns zurück zur Frage, wie und wann Symbole in einem formalen System Bedeutung annehmen. Die Geschichte der euklidschen und der nichteuklidschen Geometrie wird als Illustration für den schwer zu fassenden Begriff „undefinierter Term“ dargestellt. Das führt zu Überlegungen über die Widerspruchsfreiheit verschiedener und möglicherweise „rivalisierender“ Geometrien. Die Diskussion klärt den Begriff des undefinierten Terms, und seine Beziehung zu Wahrnehmungs- und Denkprozessen wird erwogen.


  Kleines harmonisches Labyrinth. Dieses beruht auf einem Bachschen Orgelstück, das den gleichen Titel trägt. Es ist eine spielerische Einführung in den Begriff der rekursiven, d. h. verschachtelten Strukturen und enthält Geschichten innerhalb von Geschichten. Die Rahmengeschichte endet nicht, wie man erwarten würde, sondern bleibt offen; der Leser bleibt also im Ungewissen. Eine der geschachtelten Geschichten betrifft die Modulation In der Musik, besonders ein Stück für Orgel, das in der falschen Tonart endet, so daß der Hörer im Ungewissen bleibt.


  Kapitel V: Rekursive Strukturen und Prozesse. Die Idee der Rekursion wird in vielen verschiedenen Zusammenhängen präsentiert: musikalische Muster, sprachliche Muster, geometrische Strukturen, mathematische Funktionen, physikalische Theorien, Computerprogramme und anderes.


  Kanon durch intervallische Augmentation. Achilles und Herr Schildkröte versuchen, die Frage zu lösen: „Was enthält mehr Information — eine Platte oder das Grammophon, das sie spielt?“ Diese seltsame Frage ergibt sich daraus, daß Herr Schildkröte eine einzige Platte beschreibt, die, wenn man sie auf verschiedenen Grammophonen spielt, zwei ganz verschiedene Melodien erzeugt: B-A-C-H und C-A-G-E. Die beiden Melodien erweisen sich aber in einem sonderbaren Sinn als „gleich“.


  Kapitel VI: Wo die Bedeutung sitzt. Eine umfassende Diskussion, wie Bedeutung zwischen verschlüsselter Botschaft, Entschlüssler und Empfänger aufgeteilt ist. Beispiele: DNS-Stränge, unentzifferte Inschriften auf antiken Tafeln und Schallplatten, die durchs All fliegen. Es wird eine Beziehung zwischen Intelligenz und „absoluter“ Bedeutung postuliert.


  Chromatische Phantasie und Fehde. Ein Dialog, der abgesehen vom Titel kaum eine Ähnlichkeit mit Bachs Chromatische Phantasie und Fuge aufweist. Er handelt von der richtigen Art, Sätze so zu manipulieren, daß der Wahrheitsgehalt erhalten bleibt — und insbesondere von der Frage, ob es Regeln für den Gebrauch des Wortes „und“ gibt. Dieser Dialog hat viel mit dem von Lewis Carroll gemeinsam.


  Kapitel VII: Die Aussagenlogik. Es wird vorgeschlagen, wie man Wörter wie „und“ vermittels formaler Regeln in den Griff bekommen kann. Noch einmal tauchen die Ideen der Isomorphie und der automatischen Bedeutungsannahme von Symbolen in solch einem System auf. Alle Beispiele in diesem Kapitel sind übrigens „Zentenzen“ — Sentenzen aus Zen-Kōans. Dies geschieht mit Absicht und mit etwas hinterhältigem Lächeln, da Zen-Kōans absichtlich unlogische Geschichten sind.


  Krebs-Kanon. Ein Dialog, der auf einer Komposition gleichen Titels aus dem Musikalischen Opfer beruht. Beide heißen so, weil Krebse angeblich rückwärts gehen. In diesem Dialog tritt Herr Krebs zum ersten Mal auf. Hinsichtlich der formalen Kunstgriffe und des Spiels mit verschiedenen Ebenen handelt es sich um den vielleicht dichtesten Dialog des Buches. Gödel, Escher und Bach sind in diesem ganz kurzen Dialog eng miteinander verwoben.


  Kapitel VIII: Theoria Numerorum Typographica. Eine Erweiterung der Aussagenlogik namens „TNT“ wird präsentiert. In TNT kann zahlentheoretisches Schlußfolgern durch starre Symbolinterpretation bewerkstelligt werden. Unterschiede zwischen formalem Schlußfolgern und menschlichem Denken werden erörtert.


  Ein Mu-Opfer. Der Dialog läßt verschiedene neue Themen in diesem Buch erkennen. Er scheint sich mit Zen-Buddhismus und Kōans zu befassen, ist aber in Wirklichkeit eine nur notdürftig verhüllte Diskussion über Wahrheit und Unwahrheit von Zeichenketten in der Zahlentheorie, über ihre Eigenschaft, SATZ oder Nicht-SATZ zu sein. Es finden sich flüchtige Hinweise auf die Molekularbiologie, besonders den genetischen Code. Außer im Titel und beim Spielen selbstbezüglicher Spiele besteht keine enge Affinität zum Musikalischen Opfer.


  Kapitel IX: Mumon und Gödel. Ich versuche, über die seltsamen Vorstellungen des Zen-Buddhismus zu sprechen. Die Zentralgestalt ist der Mönch Mumon, der berühmte Kommentare zu vielen Kōans geschrieben hat. In einem gewissen Sinne haben die Zen-Vorstellungen eine metaphorische Ähnlichkeit zu gewissen zeitgenössischen Ideen in der Philosophie der Mathematik. Nach dieser „Zennerei“ wird Gödels grundlegende Idee der Gödelnummern eingeführt, und ich gebe eine erste Übersicht über Gödels Satz.


  Teil II: EGB


  Präludium und... Dieser Dialog attachiert sich an den folgenden. Beide basieren auf Präludien und Fugen aus Bachs Wohltemperiertem Klavier. Achilles und Herr Schildkröte bringen dem Krebs ein Geschenk. Dieser hat gerade einen Gast, Herrn Dr. Ameisenbär. Das Geschenk entpuppt sich als eine Schallplattenaufnahme des Wohltemperierten Klaviers, sie wird unverzüglich aufgelegt. Während sie dem Präludium zuhören, diskutieren sie die Struktur von Präludien und Fugen, und das führt zu Achilles' Frage, wie man denn eine Fuge hören solle, als Ganzes oder als Summe ihrer Teile. Das ist die Debatte zwischen Holismus und Reduktionismus, die bald in der ... emsigen Fuge aufgenommen werden wird.


  Kapitel X: Beschreibungsebenen und Computersysteme. Es werden verschiedene Ebenen besprochen, von denen aus man Bilder, Schachbretter und Computer betrachten kann. Die letzteren werden eingehend untersucht. Dabei müssen Maschinensprache, Assemblersprache, Compilersprachen, Betriebssysteme usw. beschrieben werden. Dann wenden wir uns zusammengesetzten Systemen anderer Art zu: Mannschaften im Sport, Atomkernen, Atomen, dem Wetter usw. Die Frage stellt sich, wieviele Zwischenstufen es gibt, ja ob es überhaupt welche gibt.


  .... emsige Fuge. Eine Nachahmung einer musikalischen Fuge: Jede Stimme fällt mit der gleichen Aussage ein. Das Thema — Holismus contra Reduktionismus — wird mit einem rekursiven Bild eingeführt, das aus Wörtern besteht, die aus kleineren Wörtern bestehen usw. Die Wörter, die auf den vier Stufen dieses seltsamen Bildes erscheinen, sind „Holismus“, „REDUKTIONISMUS“ und „MU“. Das Gespräch wendet sich Dr. Ameisenbärs Freundin zu, nämlich Tante Colonia, einer vernunftbegabten Ameisenkolonie. Diskutiert werden die verschiedenen Ebenen ihrer Denkprozesse. In den Dialog sind zahlreiche fugale Tricks eingebaut. Ein Wink an den Leser: parallele Tricks kommen auch in der Fuge auf der Platte vor, der die vier zuhören. Am Ende der ... emsigen Fuge stellen sich wieder, erheblich transformiert, Themen aus dem Präludium ein.


  Kapitel XI: Gehirn und Denken. Das Thema dieses Kapitels lautet: „Wie können Gedanken durch die Hardware des Gehirns getragen werden?“ Es enthält zuerst einen Überblick über die Grobstruktur und die Feinstruktur des Gehirns. Dann wird der Zusammenhang zwischen Begriffen und der Aktivität der Neuronen einigermaßen eingehend erörtert.


  Englisch-französisch-deutsche Suite. Ein Zwischenspiel, bestehend aus Lewis Carrolls Nonsense-Gedicht „Jabberwocky“ und zwei Übersetzungen, die eine ins Französische und die andere ins Deutsche, beide aus dem letzten Jahrhundert.


  Kapitel XII: Geist und Denken. Das vorhergehende Gedicht wirft die zwingende Frage auf, ob Sprachen, ja sogar Hirne aufeinander abgebildet werden können. Wie ist Kommunikation zwischen zwei separaten physischen Gehirnen möglich? Was ist allen menschlichen Hirnen gemeinsam? Um einer Antwort näherzukommen, wird eine geographische Analogie vorgelegt. Die Frage stellt sich: „Kann ein Außenstehender in irgendeinem objektiven Sinn ein Gehirn verstehen?“


  Aria mit verschiedenen Veränderungen. Ein Dialog, dessen Form auf Bachs Goldberg-Variationen beruht und dessen Inhalt mit zahlentheoretischen Problemen wie etwa Goldbachs Vermutung verwandt ist. Der Hauptzweck dieses Zwitters ist, zu zeigen, wie die Feinheiten der Zahlentheorie auf die Tatsache zurückzuführen sind, daß es viele verschiedene Variationen über das Thema des Durchsuchens eines unendlichen Raums gibt. Einige führen zu unendlichen Suchprozessen, andere zu endlichen, und wieder andere sind dazwischen in der Schwebe.


  Kapitel XIII: BlooP und FlooP und GlooP. Dies sind die Namen von drei Computersprachen. BlooP-Programme können nur voraussagbar endliche Suchprozesse ausführen, während FlooP-Programme nicht voraussagbar endliche und sogar unendliche Suchprozesse ausführen können. Der Zweck dieses Kapitels ist die Veranschaulichung der Begriffe der primitiv rekursiven und allgemein rekursiven Funktionen in der Zahlentheorie, denn sie sind für Gödels Beweis unerläßlich.


  Die „Air“ in G. Ein Dialog, in dem Gödels selbstbezügliche Konstruktion in Wörtern widergespiegelt ist. Der Gedanke geht auf W. V. O. Quine zurück. Der Dialog dient als Prototyp für das nächste Kapitel.


  Kapitel XIV: Über formal unentscheidbare Sätze von TNT und verwandten Systemen. Der Titel dieses Kapitels ist eine Abwandlung der Überschrift von Gödels Aufsatz aus dem Jahr 1931, in dem der Unvollständigkeitssatz erstmals veröffentlicht wurde. Die beiden Teile von Gödels Beweis werden sorgfältig durchgegangen. Gezeigt wird, wie die Annahme, TNT sei widerspruchsfrei, den Schluß erzwingt, daß TNT (oder jedes ähnliche System) unvollständig ist. Beziehungen zur euklidischen und nichteuklidischen Geometrie werden besprochen. Implikationen für die Philosophie der Mathematik werden umsichtig erörtert.


  Geburtstagskantatatata. Achilles kann den schlauen und skeptischen Herrn Schildkröte nicht davon überzeugen, daß heute sein (Achilles') Geburtstag ist. Seine wiederholten, aber erfolglosen Versuche weisen auf die Wiederholbarkeit von Gödels Beweisführung hin.


  Kapitel XV: Aus dem System hinausspringen. Gezeigt wird die Wiederholbarkeit von Gödels Beweisführung, wobei impliziert wird, daß TNT nicht nur unvollständig, sondern „seinem Wesen nach unvollständig“ ist. Das ziemlich berüchtigte Argument von J. R. Lucas, wonach Gödels Satz zeige, daß das menschliche Denken in keinem Sinne des Wortes „mechanisch“ sein könne, wird gewogen und für zu leicht befunden.


  Erbauliche Gedanken eines Tabakrauchers. Ein Dialog, der viele Motive berührt, wobei der Akzent auf Selbstreproduktion und Selbstreferenz liegt. Fernsehkameras, die Fernsehschirme filmen, und Viren sowie andere subzellulare Wesen, die sich selbst zusammensetzen, sind einige der verwendeten Beispiele. Der Titel stammt von einem Gedicht von J. S. Bach, das auf eigenartige Weise hier auftaucht.


  Kapitel XVI: Selbst-Ref und Selbst-Rep. Das Kapitel handelt vom Zusammenhang zwischen Selbstbezüglichkeit in ihren verschiedenen Erscheinungsformen und selbstreproduzierenden Einheiten (z. B. Computerprogramme oder DNS-Moleküle). Diskutiert werden die Beziehungen zwischen einer selbstreproduzierenden Einheit und Jenen ihr gegenüber externen Mechanismen, die die erste bei der Reproduktion ihrer selbst leiten — vor allem die Verschwommenheit dieser Unterscheidung. Das zentrale Thema dieses Kapitels ist, wie sich Information zwischen verschiedenen Ebenen solcher Systeme bewegt.


  Dd. Magnifikrebs. Der Titel ist ein Wortspiel mit Bachs Magnificat D-Dur. Die Geschichte handelt von Herrn Krebs, der scheinbar die magische Begabung besitzt, zwischen wahren und falschen zahlentheoretischen Aussagen zu unterscheiden, indem er sie als musikalische Stücke liest, sie auf der Flöte spielt und feststellt, ob sie „schön“ sind oder nicht.


  Kapitel XVII: Church, Turing, Tarski und andere. Der fiktive Krebs des vorhergehenden Dialogs wird durch verschiedene wirkliche Menschen mit erstaunlichen mathematischen Fähigkeiten ersetzt. Die Church-Turing-These, welche geistige Tätigkeit mit mechanischem Rechnen in Verbindung bringt, wird in verschiedenen Fassungen verschiedener Stärke präsentiert. Alle werden analysiert, besonders im Hinblick auf ihre Implikationen bezüglich des Problems, menschliches Denken mechanisch zu simulieren oder einer Maschine die Fähigkeit einzuprogrammieren, Schönheit zu empfinden oder zu schaffen. Die Verbindung zwischen Gehirntätigkeit und mechanischem Rechnen bringt einige andere Themen mit sich: das Halte-Problem von Turing und Tarskis Wahrheitssatz.


  SHRDLU bleibet meine Freude. Dieser Dialog ist einem Aufsatz von Terry Winograd über sein SHRDLU-Programm entnommen; es wurden lediglich einige Namen geändert. In diesem Dialog kommuniziert ein Programm in recht eindrucksvoller Umgangssprache mit einem Menschen über die sogenannte „Klötzchenwelt“. Das Computerprogramm scheint wirkliches Verständnis zu zeigen — in seiner begrenzten Welt. Der Titel des Dialogs beruht auf Jesus bleibet meine Freude, einem Satz von Bachs Kantate 147.


  Kapitel XVIII: Artifizielle Intelligenz: Rückblicke. Eröffnet wird dieses Kapitel mit einer Diskussion des berühmten „Turing-Tests“ — einem Vorschlag des berühmten Pioniers der Informatik, Alan Turing, für eine Methode, um das Vorhandensein oder das Nichtvorhandensein von „Denken“ in einer Maschine nachzuweisen. Von da gehen wir weiter zu einer gedrängten Geschichte der Artifiziellen Intelligenz. Dazu gehören Programme, die — bis zu einem gewissen Grad — Spiele spielen, SÄTZE beweisen, Musik komponieren, mathematische Aufgaben lösen und natürliche Sprachen (z. B. Englisch) gebrauchen können.


  Contrafaktus. Handelt davon, wie wir unbewußt unser Denken so organisieren, daß wir uns fortwährend hypothetische Varianten der wirklichen Welt vorstellen können. Und auch von abweichenden Varianten dieser Fähigkeit, wie sie ein neuer Mitspieler besitzt, Herr Ai, ein großer Liebhaber von Pommes frites und ein leidenschaftlicher Hasser von Contrafaktischem.


  Kapitel XIX: Artifizielle Intelligenz: Aussichten. Der vorhergehende Dialog löst eine Diskussion aus, wie Wissen in Schichten von Zusammenhängen repräsentiert wird. Das führt zu der modernen AI-Vorstellung der „Rahmen“. Eine rahmenähnliche Methode für die Manipulation einer Anzahl von visuellen Rätseln wird um der Anschaulichkeit willen vorgelegt. Dann wird die tiefgreifende Frage der Wechselwirkung von Begriffen im allgemeinen besprochen, und das führt zu einigen Spekulationen über Kreativität. Das Kapitel endet mit einer Anzahl persönlicher Fragen und Spekulationen über AI und den Geist im allgemeinen.


  Ai-Kanon. Ein Kanon, der einen Kanon von Bach nachahmt und in dem eine Stimme die gleiche Melodie wie eine andere spielt, nur auf dem Kopf stehend und doppelt so langsam, während eine dritte Stimme frei ist. Hier spricht Herr Ai dieselben Sätze wie Herr Schildkröte — nur verneint (in großzügiger Bedeutung des Worts) und doppelt so langsam, während Achilles frei ist.


  Kapitel XX: Seltsame Schleifen oder Verwickelte Hierarchien. Eine große Zusammenschau vieler der Ideen über hierarchische Systeme und Selbstbezüglichkeit. Handelt von dem Wirrwarr, der entsteht, wenn Systeme auf sich selber zurückgreifen, z. B. Wissenschaft, die Wissenschaft erforscht, eine Regierung, die die Übeltaten der Regierung prüft, Kunst, die den Regeln der Kunst Gewalt antut, und schließlich Menschen, die über ihr eigenes Gehirn und ihren Geist nachdenken. Hat Gödels Satz irgend etwas über diesen letzten „Wirrwarr“ zu sagen? Haben der freie Wille und das Bewußtsein mit Gödels Satz zu tun? Das Kapitel schließt damit, daß Gödel, Escher und Bach wieder zusammengebracht werden.


  Ricercar zu sechs Stimmen. Dieser Dialog ist ein überbordendes Spiel mit vielen von den Ideen, welche dieses Buch durchdringen. Er ist eine Neuinszenierung der Geschichte des Musikalischen Opfers, mit der das Buch begann; gleichzeitig ist er eine „Übersetzung“ in Worte des komplexesten Stücks im Musikalischen Opfer: des Ricercar zu sechs Stimmen. Diese Dualität gibt dem Dialog mehr Bedeutungsebenen als jedem anderen in diesem Buch. Friedrich der Große wird durch Herrn Krebs ersetzt, Klaviere durch Computer usw. Es gibt viele Überraschungen. Der Dialog handelt von Problemen des Geistes, Bewußtseins, freien Willens, Artifizieller Intelligenz, des Turing-Tests usw., welche früher eingeführt worden sind. Er endet mit einem impliziten Hinweis auf den Anfang und macht aus dem Buch auf diese Weise eine große selbstbezügliche Schleife, die zugleich Bachs Musik, Eschers Zeichnungen und Gödels Satz symbolisiert.
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  Der Anfang der Genesis, in altem Hebräisch.
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  Abb. 1. Johann Sebastian Bach, 1748. Nach einem Gemälde von Elias Gottlieb Haußmann.


  Einleitung:

  Ein musiko-logisches Opfer


  Autor:


  FRIEDRICH DER GROSSE, König von Preußen, kam 1740 an die Macht. Die Geschichtsbücher sprechen hauptsächlich von seiner militärischen Begabung, aber er nahm auch regen Anteil am Geistesleben seiner Zeit. Im Europa des 18. Jahrhunderts war sein Hof in Potsdam eines der großen geistigen Zentren. Der berühmte Mathematiker Leonhard Euler lebte dort fünfundzwanzig Jahre lang, und viele andere Mathematiker, Naturwissenschaftler und Philosophen kamen nach Potsdam — so Voltaire und Lamettrie —, die hier einige ihrer einflußreichsten Werke verfaßten.


  Doch die eigentliche Liebe Friedrichs galt der Musik. Er war ein leidenschaftlicher Flötenspieler und Komponist. Noch heute werden einige seiner Stücke gelegentlich gespielt. Friedrich war einer der ersten Förderer der Künste, der die Vorzüge des vor kurzem aufgekommenen „piano-forte“ („Leise-Laut“) erkannte. Das Piano war in der ersten Hälfte des 18. Jahrhunderts als eine Weiterentwicklung des Cembalos entstanden. Das Problem des Cembalos war, daß man es nur mit ziemlich gleichmäßiger Lautstärke spielen konnte — es war nicht möglich, eine Note lauter als die andere anzuschlagen. Das „Leise-Laut“ löste, wie schon der Name sagt, dieses Problem. Von Italien aus, wo Bartolommeo Cristofori das erste „Leise-Laut“ gebaut hatte, fand es große Verbreitung. Gottfried Silbermann, der bedeutendste Orgelbauer seiner Zeit, bemühte sich, ein „vollkommenes“ Pianoforte zu bauen. Friedrich der Große war ohne Zweifel sein bedeutendster Förderer — es wird berichtet, daß er nicht weniger als fünfzehn Silbermann-Pianos besaß.


  Bach


  Friedrich bewunderte nicht nur Klaviere, sondern auch einen Organisten und Komponisten namens J. S. Bach. Die Kompositionen dieses Bach waren einigermaßen berüchtigt. Die einen nannten sie „schwülstig und verworren“, die anderen sahen in ihnen unvergleichliche Meisterwerke. Niemand jedoch bestritt Bachs Fähigkeit, auf der Orgel zu improvisieren. Damals mußte ein Organist nicht nur vom Blatt spielen, sondern auch extemporieren können, und Bach war für seine außergewöhnliche Kunst der Improvisation berühmt. (Einige köstliche Anekdoten darüber finden sich in H. T. David und A. Mendel, The Bach Reader.)


  Im Jahre 1747 war Bach zweiundsechzig Jahre alt und sein Ruhm wie auch einer seiner Söhne, waren bis nach Potsdam gedrungen; Carl Philipp Emanuel Bach war Kapellmeister an Friedrichs Hof. Seit Jahren hatte der König durch zarte Winke Philipp Emanuel zu verstehen gegeben, wie sehr es ihn freuen würde, wenn der alte Bach ihn besuchte; doch dieser Wunsch war nie in Erfüllung gegangen. Friedrich war besonders daran gelegen, daß Bach seine neuen Silbermann-Klaviere ausprobierte, die, wie Friedrich richtig voraussah, die große Neuentwicklung in der Musik darstellten.


  Friedrich pflegte an seinem Hof Abendkonzerte mit Kammermusik zu veranstalten, wobei er den Flöten-Solopart oft selbst übernahm. Wir geben hier ein Gemälde Adolph von Menzels wieder, der im 19. Jahrhundert eine Reihe von Gemälden aus dem Leben Friedrichs schuf. Am Cembalo sitzt C. P. E. Bach, und die Figur ganz rechts ist Joachim Quantz, des Königs Flötenlehrer, der einzige, der das Spiel des Königs tadeln durfte. An einem Mai-Abend des Jahres 1747 stellte sich ein unerwarteter Gast ein. Johann Nikolaus Forkel, einer der frühesten Biographen Bachs, berichtet das folgende:


  Eines Abends wurde ihm, als er eben seine Flöte zurecht machte, und seine Musiker schon versammelt waren, durch einen Offizier der geschriebene Rapport von angekommenen Fremden gebracht. Mit der Flöte in der Hand übersah er das Papier, drehte sich aber sogleich gegen die versammelten Capellisten und sagte mit einer Art von Unruhe: Meine Herren, der alte Bach ist gekommen! Die Flöte wurde hierauf weggelegt, und der alte Bach, der in der Wohnung seines Sohnes abgetreten war, sogleich auf das Schloß beordert. Wilh. Friedemann, der seinen Vater begleitete, hat mir diese Geschichte erzählt, und ich muß sagen, daß ich noch heute mit Vergnügen an die Art denke, wie er sie mir erzählt hat. Es wurden in jener Zeit noch etwas weitläufige Complimente gemacht. Die erste Erscheinung Joh. Seb. Bachs vor einem so großen Könige, der ihm nicht einmahl Zeit ließ, sein Reisekleid mit einem schwarzen Cantor-Rock zu verwechseln, mußte also nothwendig mit vielen Entschuldigungen verknüpft seyn. Ich will die Art dieser Entschuldigungen hier nicht anführen, sondern bloß bemerken, daß sie in Wilh. Friedemanns Munde ein förmlicher Dialog zwischen dem König und dem Entschuldiger waren.


  Aber was wichtiger als dieß alles ist, der König gab für diesen Abend sein Flötenkonzert auf, nöthigte aber den damahls schon sogenannten alten Bach, seine in mehrern Zimmern des Schlosses herumstehende Silbermannische Fortepiano zu probiren. [Hier fügt Forkel die folgende Fußnote ein: „Die Pianoforte's des Freyberger Silbermann gefielen dem König so sehr, daß er sich vornahm, sie alle aufkaufen zu lassen. Er brachte ihrer 15 zusammen. Jetzt sollen sie alle als unbrauchbar in verschiedenen Winkeln des Königl. Schlosses umher stehen.“] Die Capellisten gingen von Zimmer zu Zimmer mit, und Bach mußte überall probiren und fantasiren. Nachdem er einige Zeit probirt und fantasirt hatte, bat er sich vom König ein Fugenthema aus, um es sogleich ohne alle Vorbereitung auszuführen. Der König bewunderte die gelehrte Art, mit welcher sein Thema so aus dem Stegreif durchgeführt wurde, und äußerte nun, vermuthlich um zu sehen, wie weit eine solche Kunst getrieben werden könne, den Wunsch, auch eine Fuge mit 6 obligaten Stimmen zu hören. Weil aber nicht jedes Thema zu einer solchen Vollstimmigkeit geeignet ist, so wählte sich Bach selbst eines dazu, und führte es sogleich zur größten Verwunderung aller Anwesenden auf eine eben so prachtvolle und gelehrte Art aus, wie er vorher mit dem Thema des Königs gethan hatte. Auch seine Orgelkunst wollte der König kennen lernen. Bach wurde daher an den folgenden Tagen
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  Abb. 2. Flötenkonzert in Sanssouci, von Adolph von Menzel (1852).


  von ihm eben so zu allen in Potsdam befindlichen Orgeln geführt, wie er vorher zu allen Silbermannischen Fortepianos geführt worden war. Nach seiner Zurückkunft nach Leipzig arbeitete er das vom König erhaltene Thema 3 und 6stimmig aus, fügte verschiedene kanonische Kunststücke darüber hinzu, ließ es unter dem Titel: „Musikalisches Opfer“, in Kupfer stechen, und dedicirte es dem Erfinder desselben. 1
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  Abb. 3. Das Königliche Thema.


  Als Bach dem König ein Exemplar des Musikalischen Opfers schickte, fügte er einen Begleitbrief bei, der, wenn wegen nichts anderem, seines Stils wegen von Interesse ist — ziemlich unterwürfig und schmeichlerisch. In unseren Ohren klingt er eher komisch. Vielleicht läßt er auch etwas wie eine Entschuldigung Bachs für sein Aussehen durchscheinen: 2


  Allergnädigster König,


  Ew. Majestät weyhe hiermit in tiefster Unterthänigkeit ein Musicalisches Opfer, dessen edelster Theil von Deroselben hoher Hand selbst herrühret. Mit einem ehrfurchtsvollen Vergnügen erinnere ich mich annoch der ganz besondern Königlichen Gnade, da vor einiger Zeit, bey meiner Anwesenheit in Potsdam, Ew. Majestät selbst, ein Thema zu einer Fuge auf dem Clavier mir vorzuspielen geruheten, und zugleich allergnädigst auferlegten, solches alsbald in Deroselben höchsten Gegenwart auszuführen. Ew. Majestät Befehl zu gehorsamen, war meine unterthänigste Schuldigkeit. Ich bemerkte aber gar bald, daß wegen Mangels nöthiger Vorbereitung, die Ausführung nicht also gerathen wollte, als es ein so treffliches Thema erforderte. Ich fassete demnach den Entschluß, und machte mich sogleich anheischig, dieses recht Königliche Thema vollkommener auszuarbeiten, und sodann der Welt bekannt zu machen. Dieser Vorsatz ist nunmehro nach Vermögen bewerkstelliget worden, und er hat keine andere als nur diese untadelhafte Absicht, den Ruhm eines Monarchen, ob gleich nur in einem kleinen Puncte, zu verherrlichen, dessen Größe und Stärke, gleich wie in allen Kriegs- und Friedens-Wissenschaften, also auch besonders in der Musik, jedermann bewundern und verehren muß. Ich erkühne mich dieses unterthänigste Bitten hinzuzufügen:


  Ew. Majestät geruhen gegenwärtige wenige Arbeit mit einer gnädigen Aufnahme zu würdigen, und Deroselben allerhöchste Königliche Gnade noch fernerweit zu gönnen


  Ew. Majestät


  
    
      	
        Leipzig den 7. Julii 1747.

      

      	
        Ew. Majestät

      

      	
        allerunterthänigst gehorsamstem Knechte,

      
    


    
      	

      	

      	
        dem Verfasser.

      
    

  


  Etwa siebenundzwanzig Jahre später, d. h. vierundzwanzig Jahre nach Bachs Tod, führte der Baron Gottfried van Swieten — dem übrigens Forkel seine Bach-Biographie gewidmet hatte, und dem Beethoven seine Erste Symphonie widmete — ein Gespräch mit König Friedrich, über das er wie folgt berichtet:


  Er [Friedrich] sprach mit mir auch unter anderen Dingen über Musik und über einen großen Orgelspieler namens Bach, der eine zeitlang in Berlin geweilt hatte. Dieser Künstler [Wilhelm Friedemann Bach] besitzt ein außerordentliches Talent, eine tiefgreifende Kenntnis der Harmonik und eine Kraft in der Ausführung, wie ich sie nie gehört oder mir vorgestellt hatte, während diejenigen, die seinen Vater kannten, sagen, daß er sogar noch bedeutender sei. Der König teilt diese Meinung, und um es mir zu beweisen, sang er laut ein chromatisches Fugenthema, welches er jenem alten Bach gegeben hatte; und dieser hatte auf der Stelle daraus eine Fuge mit vier Stimmen, dann mit fünf Stimmen und schließlich mit acht Stimmen gemacht. 3


  Natürlich können wir nicht mehr feststellen, ob es Friedrich der Große oder Baron van Swieten war, der dieser Begebenheit überlebensgroße Dimensionen verlieh. Doch zeigt das Gespräch, wie stark die Bach-Legende unterdessen geworden war. Um einen Begriff davon zu geben, wie außerordentlich eine sechsstimmige Fuge ist: im gesamten Wohltemperierten Klavier von Bach, das achtundvierzig Präludien und Fugen enthält, sind nur zwei fünfstimmig, keine jedoch sechsstimmig! Die Improvisation einer sechsstimmigen Fuge ist vielleicht mit dem Spielen — und Gewinnen — von sechzig simultan blind gespielten Schachpartien zu vergleichen. Eine achtstimmige Fuge zu improvisieren übersteigt die menschlichen Fähigkeiten.


  Auf dem Vorsatzblatt des Exemplars, das Bach an Friedrich sandte, stand die folgende Inschrift:
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  Abb. 4.


  („Auf Geheiß des Königs, die Melodie und der Rest durch kanonische Kunst aufgelöst.“) Hier spielt Bach mit dem Wort „kanonisch“, das nicht nur „mit Kanons“, sondern auch „auf die bestmögliche Art und Weise“ bedeutet. Die Anfangsbuchstaben der Widmung ergeben


  RICERCAR


  — ein italienisches Wort, das "suchen“ bedeutet. Tatsächlich gibt es im Musikalischen Opfer viel zu suchen. Es besteht aus einer dreistimmigen Fuge, einer sechsstimmigen Fuge, zehn Kanons und einer Triosonate. Musikforscher sind zum Schluß gekommen, daß die dreistimmige Fuge im wesentlichen mit der identisch sein muß, die Bach für Friedrich den Großen improvisierte. Die sechsstimmige Fuge ist eine der komplexesten Schöpfungen Bachs, und das Thema ist natürlich das Königliche Thema. Dieses Thema (siehe Abb. 3) ist äußerst komplex, rhythmisch unregelmäßig und äußerst chromatisch (d. h. es ist mit zahlreichen Halbtonschritten durchsetzt, die nicht zu der Tonart gehören, in der es verfaßt ist). Eine darauf basierende annehmbare Fuge auch nur für zwei Stimmen zu schreiben, wäre für einen durchschnittlichen Komponisten keineswegs eine leichte Aufgabe.


  Beide Fugen sind mit „Ricercar“ und nicht mit „Fuga“ überschrieben. Dies ist eine andere Bedeutung des Wortes; „Ricercar“ war der ursprüngliche Name der heute „Fuge“ genannten musikalischen Form. Zu Bachs Zeiten war das Wort „Fuge“ (oder, lateinisch und italienisch, fuga) allgemein üblich, aber der Ausdruck „Ricercar“ blieb bestehen und bezeichnete jetzt eine gehobene Form der Fuge, für das Ohr des Durchschnittsmenschen vielleicht von zu großer intellektueller Strenge. In ähnlicher Weise bedeutet das Wort „recherché“ eigentlich „erlesen“, hat aber (im Englischen) Obertöne derselben Art, nämlich des Esoterischen und des intellektuellen Raffinements.


  Die Triosonate bietet eine willkommene Erholung von der Strenge der Fuge und des Kanons; sie ist sehr melodisch und lieblich, beinahe ein Tanz. Aber auch sie basiert weitgehend auf dem Königlichen Thema, so chromatisch und streng dieses auch sein mag. Es grenzt ans Wunderbare, daß Bach solch ein Thema für ein gefälliges Zwischenspiel verwenden konnte.


  Die zehn Kanons im Musikalischen Opfer gehören zu den ingeniösesten Kanons, die Bach jemals komponiert hat. Indessen hat Bach sie aber merkwürdigerweise nie völlig ausgeführt, und zwar absichtlich. Sie wurden König Friedrich als Rätsel dargeboten. Es war damals ein beliebtes musikalisches Spiel, ein einzelnes Thema zusammen mit mehr oder weniger kniffligen Winken vorzulegen, und den auf dem Thema basierenden Kanon von jemand anders „entdecken“ zu lassen. Um zu verstehen, wie so etwas möglich ist, muß man etwas über Kanons wissen.


  Kanon und Fuge


  Das Grundprinzip des Kanons besteht darin, daß man ein einziges Thema gegen dieses selbst spielt. Das geschieht in der Weise, daß die verschiedenen mitwirkenden Stimmen „Kopien“ des Themas spielen. Das kann man jedoch auf viele verschiedene Arten tun. Der einfachste Kanon ist der Rundgesang, wie zum Beispiel Bruder Jakob oder Wachet auf ... usw. Hier erklingt das Thema in der ersten Stimme und nach einem bestimmten Intervall eine „Kopie“ davon in genau der gleichen Tonart. Nach dem gleichen Intervall fällt die dritte Stimme mit demselben Thema ein, usw. Die meisten Themen harmonisieren nicht auf diese Weise mit sich selbst. Damit ein Thema in einem Kanon verwendet werden kann, muß jede seiner Noten in doppelter (oder drei- oder vierfacher) Weise verwertet werden können: sie muß zunächst einen Teil der Melodie bilden, und sodann muß sie ein Teil der Harmonisierung dieser Melodie werden. Bei drei kanonischen Stimmen z. B. fungiert jede Note des Themas harmonisch auf zwei verschiedene Arten, und außerdem noch melodisch. So hat also jede Note in einem Kanon mehr als eine musikalische Bedeutung; das Ohr des Zuhörers und sein Gehirn finden die richtige Bedeutung automatisch, indem sie den Zusammenhang berücksichtigen.


  Es gibt natürlich noch kompliziertere Arten des Kanons. Die erste Steigerung der Komplexität besteht darin, daß die „Kopien“ des Themas nicht nur zeitlich, sondern auch in der Tonhöhe verschoben werden. So singt etwa die erste Stimme ein Thema, das mit C beginnt, und die zweite Stimme, die sich mit der ersten überschneidet, singt dasselbe Thema, setzt aber auf der Oberquinte, bei G, ein. Eine dritte Stimme, noch einmal eine Quinte höher — bei D — könnte sich mit den ersten beiden überschneiden usw. Die nächste Komplexitätsstufe ist die, daß das Tempo der verschiedenen Stimmen nicht dasselbe ist. So kann etwa die zweite Stimme doppelt so schnell oder halb so schnell wie die erste singen. Das erste nennt man Diminution (Verkleinerung), das zweite Augmentation (Vergrößerung) (da das Thema zu schrumpfen, bzw. sich auszudehnen scheint).


  Wir sind aber noch nicht am Ende! Die nächste Komplexitätsstufe in der Konstruktion eines Kanons ist die Umkehrung des Themas, was bedeutet, eine Melodie herzustellen, die nach unten geht, wo immer das ursprüngliche Thema nach oben geht, und zwar um genau gleich viele Halbtöne. Das ist eine recht sonderbare Transformation, aber wer viele solche Umkehrungen gehört hat, findet sie allmählich ganz natürlich. Bach liebte die Umkehrungen besonders; sie finden sich häufig in seinen Werken, auch im Musikalischen Opfer. (Ein einfaches Beispiel einer Umkehrung ist Good King Wenceslas [vgl. Abb. 4a]. Singt man das Original und seine Umkehrung zusammen, und zwar mit einer Oktave Abstand und einer Verschiebung um zwei Schläge, ergibt sich ein hübscher Kanon.) Die schwierigste „Kopie“ ist die rückläufige, in der das Thema von hinten nach vorn gespielt wird. Ein Kanon, der sich dieses Kunstgriffs bedient, heißt Krebskanon, weil er an die besondere Art der Fortbewegung des Krebses erinnert. Bach nahm ins Musikalische Opfer, wie nicht anders zu erwarten, einen Krebskanon auf. Man beachte, daß jede Art der „Kopie“ alle im ursprünglichen Thema enthaltene Information in dem Sinne bewahrt, daß das Thema von jeder beliebigen Kopie aus rekonstruiert werden kann. Eine solche informationsbewahrende Transformation nennt man oft Isomorphie, und wir werden in diesem Buch häufig mit Isomorphien zu tun haben.


  Manchmal ist es wünschenswert, die Strenge der kanonischen Form etwas zu lockern, etwa indem man geringfügige Abweichungen von einer genauen Kopie um einer flüssigeren Harmonie willen zuläßt. Es gibt auch Kanons mit „freien“ Stimmen, also solche, die vom Thema des Kanons keinen Gebrauch machen, sondern die einfach auf angenehme Weise mit den Stimmen, die miteinander den Kanon bilden, harmonieren.


  Jeder der Kanons im Musikalischen Opfer beruht auf einer anderen Variation des Königlichen Themas, und von allen soeben beschriebenen Mitteln, Kanons zu komplizieren, hat Bach erschöpfend Gebrauch gemacht und sie sogar gelegentlich kombiniert.


  


  [image: Abb. 4a.]


  Abb. 4a. Good King Wenceslas. Kanon durch Umkehrung von Scott E. Kim.


  So nennt er einen dreistimmigen Kanon „Canon per Augmentationem, contrario Motu“, die mittlere Stimme ist frei (sie singt das Königliche Thema), während die beiden anderen kanonisch mittels Augmentation und Umkehrung über und unter ihr tanzen. Ein anderer trägt einfach die kryptische Bezeichnung „Quaerendo invenietis“ („Suchet, so werdet ihr finden“). Alle Kanonrätsel sind gelöst worden. Johann Philipp Kirnberger, ein Schüler Bachs, hat die Lösungen angegeben. Man fragt sich aber dennoch, ob es nicht noch andere zu entdecken gibt!


  Ich muß auch noch kurz erklären, was eine Fuge ist. Sie ist dem Kanon ähnlich, indem sie gewöhnlich auf einem Thema basiert, das von verschiedenen Stimmen und in verschiedenen Tonarten, gelegentlich auch in verschiedenen Tempi oder umgekehrt oder rückwärts gespielt wird. Doch die Fuge ist weit weniger starr als der Kanon, und infolgedessen bietet sie mehr Spielraum für emotionalen und künstlerischen Ausdruck. Eine Fuge läßt sich an ihrem Anfang erkennen: eine einzelne Stimme, die das Thema singt. Danach fällt eine zweite Stimme ein, entweder auf der Oberquinte oder auf der Unterquarte. Unterdessen geht die erste Stimme weiter und singt das „Gegenthema“: ein Nebenthema, das so gewählt ist, daß es rhythmische, harmonische und melodische Kontraste zum Hauptthema bildet. Jede Stimme fällt im Turnus ein und wird häufig vom Gegenthema in einer anderen Stimme begleitet, während die übrigen Stimmen das tun, was dem Komponisten an phantasievollen Dingen eben einfällt. Wenn alle Stimmen „angekommen“ sind, gibt es keine Regeln mehr. Zwar gibt es gewisse festliegende Dinge, die getan werden können, sie liegen aber doch nicht so fest, daß man eine Fuge einfach nach einer Formel komponieren könnte. Die zwei Fugen im Musikalischen Opfer sind hervorragende Beispiele von Fugen, die niemals nach einer Formel hätten komponiert werden können. In ihnen steckt weit mehr als bloße Fugalität.


  Alles in allem stellt das Musikalische Opfer eine von Bachs höchsten Leistungen auf dem Gebiet des Kontrapunkts dar. Es ist an sich eine große intellektuelle Fuge, in der viele Einfälle und Formen miteinander verwoben und spielerische Doppelbedeutungen sowie subtile Anspielungen überaus häufig sind. Und es ist eine wundervolle Schöpfung des menschlichen Geistes, an der wir uns immer wieder erfreuen können. (Das ganze Werk hat H. T. David in seinem Buch J. S. Bach's Musical Offering sehr schön beschrieben.)


  Ein Endlos Reduplizierter Canon


  Von den Kanons im Musikalischen Opfer ist einer ganz besonders ungewöhnlich. Er ist einfach mit „Canon per Tonos“ überschrieben und dreistimmig. Die oberste Stimme singt eine Variation des Königlichen Themas, während unter ihr zwei Stimmen eine kanonische Harmonisierung ergeben, die auf einem zweiten Thema basieren. Die untere dieser beiden Stimmen singt ihr Thema in c-Moll (der Tonart des ganzen Kanons), und die obere Stimme dieses Paares singt das gleiche Thema, in der Tonhöhe um ein Intervall einer Quinte nach oben verschoben. Was diesen Kanon jedoch von allen andern unterscheidet, ist, daß er, wenn er zu Ende ist — oder vielmehr zu Ende zu sein scheint — nicht mehr in der Tonart c-Moll, sondern nunmehr in d-Moll ist.


  Irgendwie hat Bach es fertiggebracht, vor den Augen des Hörers zu modulieren, d. h. von einer Tonart zur andern überzuwechseln. Und der Kanon ist so konstruiert, daß dieses „Ende“ sich reibungslos wieder an den Anfang anschließt; so kann man also den Prozeß wiederholen und nach E-Dur gelangen, um wiederum an den Anfang anzuknüpfen. Sukzessive Modulationen führen das Ohr in immer weiter entfernte Gebiete der Tonalität, so daß man nach einigen Modulationen erwarten würde, sich hoffnungslos weit von der Ausgangstonart entfernt zu befinden. Und doch ist, wie durch Magie, nach genau sechs solchen Modulationen die ursprüngliche Tonart von c-Moll wieder erreicht! Alle Stimmen sind genau eine Oktave höher, als sie zu Beginn waren, und an diesem Punkt kann das Stück auf musikalisch sinnvolle Weise abgebrochen werden. Wie man sich vorstellen kann, war das Bachs Absicht, aber er fand ohne Zweifel auch an der Implikation Gefallen, daß sich dieser Prozeß ad infinitum fortsetzen läßt, und vielleicht hat er deshalb an den Rand geschrieben: „Wie die Modulation steigt, so möge es auch der Ruhm des Königs tun.“ Um zu betonen, daß dieser Kanon in die Unendlichkeit verweist, nenne ich ihn den „Endlos Reduplizierten Canon“.


  Mit diesem Kanon gibt uns Bach unser erstes Beispiel einer Seltsamen Schleife. Dieses Phänomen tritt immer dann ein, wenn wir uns durch die Stufen eines hierarchischen Systems nach oben (oder nach unten) bewegen und uns dann unerwartet wieder genau an unserem Ausgangspunkt befinden. (Im vorliegenden Fall ist das System das der Tonarten in der Musik.) Manchmal gebrauche ich den Ausdruck Verwickelte Hierarchie zur Beschreibung eines Systems, in dem eine Seltsame Schleife vorkommt. Im Verlauf unserer Betrachtungen wird das Thema der Seltsamen Schleife immer wieder auftauchen. Mitunter wird es verborgen sein, mitunter offen zutage liegen; mitunter wird es aufrecht, dann wieder auf dem Kopf stehen oder rückläufig sein. Mein Rat an den Leser lautet: „Quaerendo invenietis.“


  Escher


  Meiner Ansicht nach hat niemand den Begriff der Seltsamen Schleife visuell schöner und überzeugender dargestellt als der holländische Künstler M. C. Escher, der von 1898 bis 1972 gelebt hat. Escher hat einige der geistig anregendsten Bilder aller Zeiten geschaffen. Manche von ihnen haben ihren Ursprung im Paradoxen, der optischen Täuschung oder der Doppeldeutigkeit. Zu den ersten Bewunderern von Eschers Bildern gehörten Mathematiker, und das ist nicht verwunderlich, da die Werke oft auf mathematischen Prinzipien der Symmetrie oder der regelmäßigen Flächenaufteilung beruhen ... Ein typisches Bild von Escher jedoch enthält weit mehr als nur Symmetrien oder regelmäßige Flächenaufteilungen; oft liegt ihnen eine Idee zugrunde, die dann künstlerisch verarbeitet wird. Und insbesondere die Seltsame Schleife ist eins der am häufigsten wiederkehrenden Motive. Man werfe zum Beispiel einen Blick auf die Lithographie Wasserfall (Abb. 5), und vergleiche die in sechs Stufen endlos fallende Schleife mit der in sechs Stufen endlos ansteigenden Schleife des „Canon per Tonos“. Die Ähnlichkeit in der Auffassung ist bemerkenswert. Bach und Escher spielen ein einziges Thema in zwei verschiedenen „Tonarten“ durch: Musik und bildende Kunst.
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  Abb. 5. Wasserfall, von M. C. Escher (Lithographie, 1961).


  Escher stellte Seltsame Schleifen auf verschiedene Weise her, und man kann sie nach der Enge der Schleife anordnen. Die Lithographie Treppauf, Treppab (Abb. 6), in der Mönche unaufhörlich in Schleifen einherstapfen, ist die lockerste Version, da sie so vieler Einzelschritte bedarf, bevor sie wieder am Ausgangspunkt ankommen. Enger ist die Schleife in Wasserfall, die, wie bereits bemerkt, nur sechs Einzelschritte braucht.
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  Abb. 6. Treppauf, Treppab, von M. C. Escher (Lithographie, 1960).
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  Abb. 7. Hand mit spiegelnder Kugel. Selbstporträt in Konvexspiegel, von M. C. Escher (Lithographie, 1935).


  Man könnte den Begriff des einzelnen Schrittes für mehrdeutig halten; könnte man nicht z. B. Treppauf, Treppab genausogut als aus vier Stufen (Treppen) anstatt aus 45 (Treppenstufen) bestehend auffassen? Tatsächlich ist einige Unsicherheit bei der Zählung der Ebenen nicht nur Eschers Bildern, sondern überhaupt vielstufigen hierarchischen Systemen inhärent. Wir werden unser Verständnis dieser Unsicherheit später vertiefen. Lassen wir uns aber jetzt nicht ablenken! Indem wir unsere Schleife zuziehen,
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  Abb. 8. Metamorphose II, von M C. Escher (Holzschnitt 19,2 x 389,5 cm, 1939/40).


  kommen wir zu dem bemerkenswerten Bild Zeichnen (Abb. 135), auf dem jede der beiden Hände die andere zeichnet: eine zweistufige Seltsame Schleife. Und schließlich wird die engste aller Schleifen in Bildgalerie (Abb. 142) dargestellt, dem Bild eines Bildes, das sich selbst enthält. Oder ist es das Bild einer Galerie, die sich selbst enthält? Oder einer Stadt, die sich selbst enthält? Oder eines jungen Mannes, der sich selbst enthält? (Übrigens hat nicht Escher die optische Täuschung erfunden, die Treppauf, Treppab und Wasserfall zugrunde liegt, sondern der englische Mathematiker Roger Penrose im Jahre 1958. Indessen tritt das Motiv der Seltsamen Schleife bereits 1948 in Eschers Werk auf, dem Jahr, in dem er Zeichnen schuf. Bildgalerie datiert von 1956.)


  Der Begriff der Seltsamen Schleife impliziert den der Unendlichkeit; denn was ist eine Schleife anderes als eine Methode, einen endlosen Vorgang mit Mitteln der Endlichkeit darzustellen? Und in vielen von Eschers Bildern spielt die Unendlichkeit eine große Rolle. Kopien eines einzelnen Themas fügen sich oft ineinander und bilden so visuelle Analogien zu Bachs Kanon. Verschiedene derartige Muster sind in Eschers berühmtem Bild Metamorphose II (Abb. 8) zu erkennen, nicht unähnlich dem „Endlos Reduplizierten Canon“: Man wandert weiter und weiter vom Ausgangspunkt und ist plötzlich wieder an ihm angelangt. In den wie gekachelt wirkenden Flächen der Metamorphose II und anderen Bildern finden sich bereits Andeutungen der Unendlichkeit. Doch in anderen Zeichnungen Eschers tauchen noch viel umfassendere Visionen der Unendlichkeit auf. In einigen kann ein einzelnes Motiv auf verschiedenen Wirklichkeitsstufen auftreten. Z. B. läßt sich eine Ebene des Bildes klar als Phantasie oder Imagination erkennen, die andere als Wirklichkeit. Diese beiden Ebenen können die einzigen sein, die explizit dargestellt werden. Aber das bloße Vorhandensein dieser beiden Ebenen lädt den Betrachter ein, sich selbst als Teil einer weiteren Ebene zu verstehen; und wenn er diesen Schritt tut, wird er unwillkürlich in Eschers implizite Folge von Ebenen verwickelt, in der es für jede einzelne immer eine darüberliegende von noch größerer „Wirklichkeit“ und ebenso eine darunterliegende, noch „imaginärere“ gibt. Das ist an sich schon höchst verblüffend. Was jedoch geschieht, wenn die Folge von Ebenen nicht linear verläuft, sondern eine Schleife bildet? Was ist dann Wirklichkeit und was ist Phantasie? Eschers Genie liegt darin, daß er Dutzende von halb realen, halb mythischen Welten nicht nur ausheckte, sondern auch tatsächlich darstellen konnte, Welten voll von Seltsamen Schleifen, in die einzutreten er den Betrachter einlädt.


  Gödel


  In den Beispielen von Seltsamen Schleifen bei Bach und bei Escher besteht zwischen dem Endlichen und dem Unendlichen ein Konflikt, und daraus ergibt sich ein starkes Gefühl des Paradoxen. Intuitiv ahnt man, daß hier etwas Mathematisches im Spiel ist. Und tatsächlich hat man in unserem Jahrhundert eine mathematische Entsprechung dazu gefunden — und das mit gewaltigen Auswirkungen. Und genau wie die Schleifen Bachs und Eschers an sehr einfache und uralte Vorstellungen appellieren — eine Tonleiter, eine Treppe —,
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  Abb. 9. Kurt Gödel.


  so hat K. Gödels Entdeckung einer Seltsamen Schleife in mathematischen Systemen Ihren Ursprung in einfachen und alten Vorstellungen. In seiner absolut reinsten Fassung stellt Gödels Entdeckung die Übersetzung einer uralten philosophischen Paradoxie in die Sprache der Mathematik dar. Es handelt sich um die sogenannte Epimenides- oder Lügner-Paradoxie. Epimenides war ein Kreter, der einen unsterblichen Satz aussprach: „Alle Kreter sind Lügner.“ Eine verschärfte Version dieser Aussage lautet einfach: „Ich lüge“ oder: „Diese Aussage ist falsch.“ Wenn ich von der Epimenides-Paradoxie rede, meine ich im allgemeinen diese letztere Fassung. Es ist dies eine Feststellung, die der gemeinhin vorgenommenen Einteilung von Sätzen in „richtige“ und „falsche“ brutal Gewalt antut. Denn wenn man sie versuchsweise als wahr betrachtet, geht der Schuß sofort nach hinten los und läßt einen sie für falsch halten. Wenn man aber entschieden hat, daß sie falsch sei, bringt einen ein ähnlicher Rohrkrepierer dazu, sie für wahr zu halten. Der Leser möge es versuchen.


  Die Epimenides-Paradoxie ist eine einstufige Seltsame Schleife — wie Eschers Bildgalerie. Was aber hat das mit Mathematik zu tun? Das eben ist Gödels Entdeckung. Seine Idee war es, mathematisches Denken zur Erforschung des mathematischen Denkens selbst zu verwenden. Dieser Einfall, die Mathematik „introspektiv“ zu machen, erwies sich als ungeheuer fruchtbar, und seine vielleicht weitestreichende Folge war die, die Gödel fand: den nach ihm benannten Unvollständigkeitssatz. Was dieser Satz enthält und wie er bewiesen wird, sind zwei verschiedene Dinge. In diesem Buch werden wir beide recht ausführlich behandeln. Der Satz läßt sich mit einer Perle vergleichen, und die Beweismethode mit einer Auster. Man schätzt die Perle wegen ihres Glanzes und ihrer Einfachheit; die Auster ist ein komplexes Lebewesen, dessen Organe dieses geheimnisvolle einfache Kleinod hervorbringen.


  Gödels Satz erscheint als Behauptung VI in seiner 1931 erschienenen Arbeit „Über formal unentscheidbare Sätze der Principia Mathematica und verwandter Systeme I.“ Er lautet:


  Zu jeder ω-widerspruchsfreien rekursiven Klasse ҝ von Formeln gibt es rekursive Klassenzeichen r, so daß weder vGen r noch Neg (vGen r) zu Flg (ҝ) gehört (wobei v die freie Variable aus r ist).


  Oder, einfacher gesagt:


  Alle widerspruchsfreien axiomatischen Formulierungen der

  Zahlentheorie enthalten unentscheidbare Aussagen.


  Das ist die Perle.


  Es ist schwierig, in dieser Perle die Seltsame Schleife zu sehen. Das rührt daher, daß die Seltsame Schleife in der Auster — dem Beweis — verborgen liegt. Der Beweis von Gödels Unvollständigkeitssatz beruht darauf, daß man einen selbstbezüglichen mathematischen Satz niederschreibt, so wie die Epimenides-Paradoxie eine selbstbezügliche sprachliche Aussage ist. Während es aber sehr einfach ist, in der Sprache über die Sprache zu reden, ist es keineswegs leicht einzusehen, wie eine Aussage über Zahlen über sich selber sprechen kann. Es bedurfte tatsächlich schon eines Genies, um allein die Idee der selbstbezüglichen Aussage mit der Zahlentheorie in Verbindung zu bringen. Als Gödel den Einfall hatte, daß sich eine solche Aussage herstellen ließe, hatte er die wichtigste Hürde übersprungen. Geschaffen wurde diese Aussage dann, indem Gödel diesen einen schönen Intuitionsfunken ausarbeitete.


  Wir werden in späteren Kapiteln Gödels Konstruktion sehr sorgfältig untersuchen, doch um den Leser nicht völlig im dunkeln zu lassen, will ich hier mit ein paar Strichen den Kern der Idee darstellen, in der Hoffnung, daß das, was der Leser sieht, bei ihm Ideen auslöst. Zunächst muß aber die Schwierigkeit ganz klar dargestellt werden. Mathematische Aussagen — konzentrieren wir uns auf die Zahlentheorie — betreffen die Eigenschaften ganzer Zahlen. Ganze Zahlen sind nicht Aussagen, und auch ihre Eigenschaften sind es nicht. Eine Aussage der Zahlentheorie sagt nichts aus über eine Aussage der Zahlentheorie; sie ist bloß eine Aussage der Zahlentheorie. Das ist das Problem; aber Gödel sah, daß hier mehr verborgen lag, als man auf den ersten Blick annehmen konnte.


  Gödel erkannte, daß eine zahlentheoretische Aussage etwas über eine zahlentheoretische Aussage (möglicherweise sogar sich selbst) aussagen kann, wenn man nur irgendwie bewirken könnte, daß Zahlen Aussagen repräsentieren. Mit andern Worten: das Kernstück seiner Konstruktion ist die Vorstellung von einem Code. Im Gödel-Code, den man gewöhnlich als „Gödel-Numerierung“ oder „Gödelisierung“ bezeichnet, stehen die Zahlen für Symbole und Symbolfolgen. Auf diese Weise erhält jede Aussage der Zahlentheorie — eine Folge spezialisierter Symbole — eine Gödel-Nummer, etwa wie eine Telephon- oder Autonummer, mit der er bezeichnet werden kann. Und dieser Kunstgriff des Codierens macht es möglich, daß man zahlentheoretische Sätze auf zwei verschiedenen Ebenen verstehen kann: als zahlentheoretische Aussagen und auch als Aussagen über zahlentheoretische Aussagen.


  Nachdem Gödel dieses Codierungsschema erfunden hatte, mußte er eine Prozedur ausarbeiten, um die Paradoxie des Epimenides in ein zahlentheoretisches System zu befördern. Was er letzten Endes von Epimenides transplantierte, lautete nicht: „Diese zahlentheoretische Aussage ist falsch“, sondern „Für diese zahlentheoretische Aussage gibt es keinen Beweis“. Das kann große Verwirrung stiften, weil man ganz allgemein von dem Begriff „Beweis“ nur vage Vorstellungen hat. Eigentlich bildet Gödels Werk nur einen Teil der lange andauernden Bemühungen der Mathematiker, sich darüber klar zu werden, was Beweise sind. Wichtig ist, festzuhalten, daß Beweise innerhalb fester Systeme von Aussagen operieren. In Gödels Fall ist das feste System zahlentheoretischer Schlüsse, auf die sich das Wort „Beweis“ bezieht, das der Principia Mathematica (P.M.), eines gigantischen Werks von Bertrand Russell und Alfred North Whitehead, das von 1910 bis 1913 veröffentlicht wurde. Deswegen sollte der Gödel-Satz G in seiner umgangssprachlichen Fassung genauer lauten:


  Für diesen Satz der Zahlentheorie

  gibt es im System der Principia Mathematica keinerlei Beweis.


  Übrigens ist dieser Gödel-Satz G nicht Gödels Satz — so wenig wie der Satz des Epimenides die Feststellung ist: „Die Aussage des Epimenides ist eine Paradoxie.“ Wir können nun sagen, was die Entdeckung von G bewirkt. Während die Aussage des Epimenides eine Paradoxie mit sich bringt, da sie weder falsch noch richtig ist, ist der Gödel-Satz G (innerhalb P.M.) unbeweisbar, aber wahr. Die grandiose Schlußfolgerung? Daß das System der Principia Mathematica „unvollständig“ ist — es gibt wahre zahlentheoretische Aussagen, für deren Beweis ihre Methoden zu schwach sind.


  Wenn nun aber Principia Mathematica das erste Opfer dieses Schlags war, so war es gewiß nicht das letzte! Die Wendung „und verwandter Systeme“ im Titel von Gödels Abhandlung ist bedeutungsvoll; denn hätte Gödels Satz einfach auf einen Mangel im Werk Russells und Whiteheads hingewiesen, dann hätte das andere dazu anspornen können, P.M. zu verbessern, um Gödels Satz überlisten zu können. Das aber war nicht möglich. Gödels Beweis galt für jedes axiomatische System, das den Anspruch erhob, die Ziele zu erreichen, die Russell und Whitehead sich gesteckt hatten. Und eine einzige grundsätzliche Methode funktionierte für jedes einzelne System. Kurz, Gödel zeigte, daß Beweisbarkeit ein schwächerer Begriff ist als Wahrheit, unabhängig davon, um welches axiomatische System es sich handelt.


  Deshalb elektrisierte Gödels Satz die Logiker, Mathematiker und die an den Grundlagen der Mathematik interessierten Philosophen, denn er zeigte, daß kein festes System, so kompliziert es auch sei, die Komplexität der ganzen Zahlen: 0, 1, 2, 3, ... repräsentieren kann. Vielleicht sind moderne Leser darüber nicht so verdutzt wie die von 1931, da unsere Kultur inzwischen den Gödelschen Satz zusammen mit den revolutionären Vorstellungen der Relativität und der Quantenmechanik absorbiert hat und deren Botschaft, die der Philosophie eine andere Orientierung gab, das Publikum erreichte, auch wenn sie durch mehrere Schichten der Interpretation (und im allgemeinen Verwirrung) abgeschirmt wurde. Heute erwartet man allgemein „limitative“ Ergebnisse; aber 1931 kam das wie ein Blitz aus heiterem Himmel.


  Mathematische Logik — eine Übersicht


  Will man Gödels Satz richtig einschätzen, muß man sich über seinen Kontext klar sein. Deshalb will ich jetzt versuchen, die Geschichte der mathematischen Logik vor 1931 zusammenzufassen — eine unmögliche Aufgabe. (Gute historische Darstellungen findet man bei Nagel und Newman, Kneebone und DeLong.) Das Ganze begann mit dem Versuch, die Denkprozesse beim folgerichtigen Denken zu mechanisieren. Nun hat man oft behauptet, daß folgerichtiges Denken diejenige Fähigkeit ist, die uns von allen anderen Lebewesen unterscheidet; so kommt es uns zunächst einmal etwas paradox vor, das zu mechanisieren, was von allem das Menschlichste ist. Aber sogar die alten Griechen wußten, daß folgerichtiges Denken ein strukturierter Vorgang ist und wenigstens zum Teil von angebbaren Gesetzen beherrscht wird. Aristoteles brachte die Syllogismen in ein System; Euklid kodifizierte die Geometrie; dann aber mußten viele Jahrhunderte vergehen, bis sich in der Erforschung des auf Axiomen beruhenden Denkens ein Fortschritt einstellte.


  Eine der wichtigsten mathematischen Entdeckungen des neunzehnten Jahrhunderts war die, daß es verschiedene, gleichermaßen "gültige“ Geometrien gibt, wobei mit einer „Geometrie“ eine Theorie der Eigenschaften abstrakter Punkte und Geraden gemeint ist. Lange Zeit hatte man angenommen, daß Geometrie das sei, was Euklid kodifiziert hatte, und daß, wenn sich auch in seiner Darstellung kleine Makel finden könnten, diese unerheblich wären und jeder wirkliche Fortschritt in der Geometrie durch den weiteren Ausbau von Euklids System erzielt werde. Diese Vorstellung wurde zertrümmert, als verschiedene Mathematiker fast gleichzeitig die nichteuklidische Geometrie entdeckten — eine Entdeckung, die die Zunft der Mathematiker schockierte, weil sie die Vorstellung, die Mathematik erforsche die wirkliche Welt, zutiefst in Frage stellte. Wie konnte es verschiedene Arten von „Punkten“ und „Geraden“ in einer einzigen Wirklichkeit geben? Heute liegt die Lösung des Dilemmas sogar für Nichtmathematiker auf der Hand, aber damals wirkte es verheerend auf die Mathematik.


  Im Verlauf des neunzehnten Jahrhunderts gingen die englischen Logiker George Boole und Augustus De Morgan dann mit der Kodifizierung streng deduktiver Denkmuster weit über Aristoteles hinaus. Boole betitelte sein Buch sogar „The Laws of Thought“ („Die Gesetze des Denkens“) — gewiß eine Übertreibung, aber dennoch ein wichtiger Beitrag. Lewis Carroll, der Verfasser von „Alice im Wunderland“, war von mechanisierten Methoden folgerichtigen Denkens fasziniert und erfand zahlreiche Rätsel, die mit deren Hilfe gelöst werden konnten. Gottlob Frege in Jena und Giuseppe Peano in Turin arbeiteten an einer Kombination von formalem folgerichtigem Denken und der Erforschung von Mengen und Zahlen. David Hilbert in Göttingen arbeitete an einer strengeren Formalisierung der Geometrie als der Euklids. Alle diese Bemühungen hatten die Klärung der Frage zum Ziel, was man unter „Beweis“ zu verstehen hat.


  Unterdessen fanden in der klassischen Mathematik interessante Entwicklungen statt. Eine Theorie von verschiedenen Unendlichkeitsstufen, die Mengenlehre, wurde von Georg Cantor in den achtziger Jahren entwickelt. Diese Theorie war fruchtbar und schön, aber unanschaulich. Es dauerte nicht lange, bis eine Vielzahl von mengentheoretischen Paradoxien ans Tageslicht kam. Die Situation war äußerst beunruhigend, denn gerade in dem Augenblick, in dem die Mathematik sich von einer Gruppe von Paradoxien zu erholen schien — denen, die sich auf die Grenztheorien in der Differentialrechnung bezogen — trat eine ganz neue Gruppe auf, die noch schlimmer aussah!


  Am berühmtesten ist Russells Paradoxie. Die meisten Mengen sind offensichtlich nicht Elemente ihrer selbst — zum Beispiel ist die Menge der Walrosse nicht ein Walroß, die Menge, die nur Jeanne d'Arc enthält, nicht Jeanne d'Arc (eine Menge ist keine Person) — usw. In dieser Hinsicht sind die meisten Mengen eher „nicht der Rede wert“. Indessen enthalten gewisse „sich selbst verschluckende“ Mengen sich selbst als Element, so etwa die Menge aller Mengen, oder die Menge aller Dinge außer Jeanne d'Arc usw. Es ist klar, daß jede Menge entweder „nicht der Rede wert“ oder „sich selbst verschluckend“ ist, keine Menge kann beides sein. Nun hindert uns nichts daran, R zu erfinden — die Menge aller nicht der Rede werten Mengen. Zunächst könnte R eine Erfindung sein, die nicht der Rede wert ist — aber diese Auffassung muß korrigiert werden, wenn man sich fragt: „Ist R selber eine Nicht-der-Rede-wert-Menge oder eine sich selbst verschluckende?“ Man wird feststellen, daß die Antwort lautet: „R ist weder eine Nicht-der-Rede-wert-Menge noch selbstverschluckend, denn beide Alternativen führen zu einer Paradoxie.“ Der Leser möge es versuchen!


  Wenn aber R weder nicht der Rede wert noch selbstverschluckend ist, was ist es dann? Zu allermindest „pathologisch“. Aber niemand gab sich mit ausweichenden Antworten dieser Art zufrieden, und somit begann man, tiefer in die Fundamente der Mengenlehre einzudringen. Die entscheidende Frage schien zu lauten: „Was stimmt bei diesem anschaulichen Begriff der ‚Menge' nicht? Können wir eine strenge Mengentheorie errichten, die eng mit unserer Anschauung übereinstimmt, aber die Paradoxien vermeidet?“ Wie in der Zahlentheorie und der Geometrie liegt das Problem darin, die Intuition mit formalisierten oder axiomatisierten folgerichtigen Denksystemen in Einklang zu bringen.


  Eine verblüffende Variante von Russells Paradoxie ist „Grellings Paradoxie“, das Adjektive anstatt Mengen verwendet. Man teile die Adjektive der deutschen Sprache in zwei Kategorien ein: die, die sich selbst beschreiben wie „dreisilbig“, „unannehmlichkeitsvoll“, „exquisit“, und die, die es nicht tun, wie „eßbar“, „unvollständig“ und „zweisilbig“. Wenn wir nun „nicht-selbstbeschreibend“ als ein Eigenschaftswort gelten lassen, in welche Klasse gehört es? Wenn es fragwürdig erscheint, solche mit Bindestrichen zusammengefügten Worte zuzulassen, können wir zwei Ausdrücke verwenden, die eigens für diese Paradoxie erfunden wurden: autologisch (selbstbeschreibend) und heterologisch (nicht selbstbeschreibend). Die Frage lautet dann: „Ist ,heterologisch‘ heterologisch?“ Der Leser versuche es!


  In diesen Paradoxien steckt anscheinend immer der gleiche Haken: Selbstbezüglichkeit oder „Seltsame-Schleifen-Bildung“. Wenn man sich also das Ziel setzt, alle Paradoxien zu eliminieren, warum versucht man nicht, Selbstbezüglichkeit und alles, was dazu führen könnte, zu eliminieren? Das ist nicht so leicht wie es scheint, denn unter Umständen ist es schwierig, festzustellen, wo Selbstbezüglichkeit auftritt. Sie kann sich über eine ganze Seltsame Schleife mit verschiedenen Schritten ausbreiten wie in der „erweiterten“ Fassung des Epimenides, die an Eschers Zeichnen erinnert:


  
    
      	
        Der folgende Satz ist falsch.

      
    


    
      	
        Der vorhergehende Satz ist richtig.

      
    

  


  Zusammen haben diese Sätze die gleiche Wirkung wie die ursprüngliche Paradoxie des Epimenides; jeder für sich ist aber harmlos und sogar möglicherweise nützlich. Die „Schuld“ für diese Seltsame Schleife kann nicht einem der beiden Sätze zugeschrieben werden, sondern nur der Art, wie sie gegenseitig aufeinander verweisen. Gleichermaßen ist jeder lokale Einzelteil von Treppauf, Treppab durchaus legitim, erst die Art und Weise, wie sich die Teile zu einem globalen Ganzen zusammenfügen, schafft etwas Unmögliches. Da es direkte und indirekte Möglichkeiten gibt, Selbstbezüglichkeit herzustellen, muß man ausfindig machen, wie man beide Arten gleichzeitig eliminieren kann — wenn man in der Selbstbezüglichkeit die Wurzel allen Übels sieht.


  Seltsame Schleifen eliminieren


  Russell und Whitehead waren dieser Ansicht, und demgemäß stellt Principia Mathematica ein Mammutunternehmen zur Ausmerzung von Seltsamen Schleifen aus der Logik, der Mengenlehre und der Zahlentheorie dar. Sie gingen im wesentlichen von der folgenden Überlegung aus: Eine Menge des untersten „Typs“ kann als Elemente nur „Objekte“ enthalten, und keine Mengen. Eine Menge des nächsthöheren „Typs“ kann nur Objekte oder Mengen des niedrigsten Typs enthalten. Im allgemeinen kann eine Menge eines gegebenen Typs nur Mengen eines niedrigeren Typs oder Objekte enthalten. Jede Menge gehört einem spezifischen Typ an. Es war klar, daß keine Menge sich selbst enthalten konnte, weil sie dann einem höheren Typ als ihrem eigenen angehören müßte. In einem solchen System konnten nur Mengen existieren, die „nicht der Rede wert“ sind; übrigens wird R — die Menge aller Nicht-der-Rede-wert-Mengen — gar nicht mehr als eine Menge betrachtet, da sie keinem endlichen Typ angehört. Offensichtlich befreit also die Theorie der Typen, die man auch die „Theorie der Abschaffung von Seltsamen Schleifen“ nennen könnte, die Mengenlehre mit Erfolg von ihren Paradoxien, aber nur auf Kosten einer künstlich erscheinenden Hierarchie und durch das Verbot gewisser Arten von Mengen, wie die Menge aller Nicht-der-Rede-wert-Mengen. So aber stellen wir uns Mengen nicht anschaulich vor.


  Die Theorie der Typen wurde mit Russells Paradoxie fertig — nicht aber mit der des Epimenides und der Grellings. Für Forscher, deren Interesse nicht über die Mengenlehre hinausging, reichte das vollkommen, aber denjenigen, die ganz allgemein an der Ausmerzung von Paradoxien interessiert waren, schien eine ähnliche „Hierarchisierung“ notwendig, die verbot, daß sich eine Schleife innerhalb der Sprache bildete. In einer solchen Hierarchie stünde zuunterst eine Objektsprache. In ihr kann man nur über einen spezifischen Bereich reden, nicht aber über Aspekte der Objektsprache selbst (z. B. grammatische Regeln oder spezifische, in dieser Sprache ausgedrückte Sätze). Zu diesem Zweck gibt es eine Metasprache. Jedem, der eine Fremdsprache lernt, ist die Erfahrung zweier Sprachebenen vertraut. Als nächstes gäbe es eine Metametasprache, um über die Metasprache zu diskutieren usw. Nötig wäre, daß jeder Satz einer genau bestimmbaren Stufe dieser Hierarchie angehört. Wenn man keine Stufe fände, in die sich eine bestimmte Äußerung einfügte, dann wäre diese Äußerung somit als bedeutungsleer zu betrachten, und man könnte sie vergessen.


  Wir können versuchen, die oben wiedergegebene zweistufige Epimenides-Schleife zu analysieren. Der erste Satz muß, da er vom zweiten spricht, auf einer höheren Stufe als dieser sein. Aber aus den gleichen Gründen muß der zweite Satz auf einer höheren Stufe als der erste sein. Da dies unmöglich ist, sind die beiden Sätze „bedeutungsleer“. Genauer: solche Sätze können in einem auf einer strikten Hierarchie der Sprache beruhenden System gar nicht formuliert werden. Das verhütet von vornherein alle Versionen der Epimenides- und der Grelling-Paradoxie. (Welcher Sprachebene könnte „heterologisch“ angehören?)


  Nun scheint in der Mengenlehre, die es ja mit Abstraktionen zu tun hat, die wir nicht fortwährend benutzen, eine Gliederung in Schichten wie bei der Theorie der Typen annehmbar, wenn auch ein bißchen seltsam. Aber wenn wir mit Sprache zu tun haben, einem Phänomen, das unser ganzes Leben durchdringt, dann erscheint eine derartige Schichtung absurd. Wir sehen uns beim Sprechen über verschiedene Dinge nicht eine linguistische Hierarchie hinauf- und hinunterhüpfen. Ein recht alltäglicher Satz wie „In diesem Buch kritisiere ich die Theorie der Typen“ wäre in dem von uns besprochenen System doppelt untersagt. Erstens erwähnt er „dieses Buch“ — und das könnte nur in einem ,,Meta-Buch“ geschehen, und zweitens erwähnt er mich — also jemand, von dem zu sprechen mir überhaupt verboten sein sollte! Dieses Beispiel zeigt, wie albern die Theorie der Typen erscheint, wenn man sie in einen alltäglichen Zusammenhang überträgt. Das Heilmittel, das sie gegen Paradoxien anwendet — vollständige Ausmerzung von Selbstbezüglichkeit in jeglicher Form — hieße, mit Kanonen auf Spatzen zu schießen, da so viele durchaus gute Konstruktionen als bedeutungsleer gebrandmarkt werden. Das Eigenschaftswort „bedeutungsleer“ müßte übrigens auf alle Diskussionen der Theorie linguistischer Typen angewendet werden (auch auf die in diesem Abschnitt durchgeführte Diskussion!), denn sie könnten offenbar auf keiner Stufe durchgeführt werden — weder der der Objektsprache, noch der der Metasprache, noch der der Metametasprache usw. So wäre also gerade der Akt des Diskutierens der Theorie der krasseste Verstoß gegen sie, der möglich ist.


  Man könnte nun solche Theorien verteidigen, indem man sagte, daß sie auf formale Sprachen angewendet werden sollten und nicht auf die gewöhnliche informelle Alltagssprache. Das mag richtig sein, aber es zeigt, daß solche Theorien äußerst akademisch sind und wenig über Paradoxien aussagen, außer wenn diese in speziellen maßgeschneiderten Systemen auftauchen. Außerdem betont das Bestreben, Paradoxien um jeden Preis auszumerzen, insbesondere wenn es die Erschaffung von hochartifiziellen Formalismen bedingt, zu sehr eine biedere Widerspruchsfreiheit, und zu wenig das Verschrobene und Bizarre, das das Leben und die Mathematik erst interessant macht. Natürlich ist es wichtig zu versuchen, die Widerspruchsfreiheit aufrechtzuerhalten; wenn diese Anstrengung einen aber in eine bestürzend häßliche Theorie hineinzwingt, dann weiß man, daß etwas nicht stimmt.


  Derartige Probleme der mathematischen Grundlagenforschung führten dazu, daß man sich zu Beginn dieses Jahrhunderts lebhaft für die Kodifizierung menschlicher Denkweisen zu interessieren begann. Bei Mathematikern und Philosophen kamen ernsthafte Zweifel auf, ob selbst die konkretesten Theorien, wie z. B. die Erforschung der Ganzen Zahlen (Zahlentheorie), auf sicheren Grundlagen ruhten. Wenn Paradoxien mit solcher Leichtigkeit in der Mengenlehre auftauchen konnten — eine Theorie, deren Grundgedanke, nämlich der einer Menge, sicherlich durch seine Anschaulichkeit besticht —, könnten sie dann nicht auch in andern Bereichen der Mathematik vorhanden sein? Eine andere damit zusammenhängende Sorge war, daß logische Paradoxien wie die des Epimenides sich als der Mathematik innewohnend entpuppen und damit die gesamte Mathematik in Zweifel ziehen könnten. Das beunruhigte besonders diejenigen — und es gab ihrer viele —, die fest daran glaubten, daß die Mathematik ganz einfach ein Teil der Logik, oder umgekehrt, daß Logik ganz einfach ein Teil der Mathematik sei. Eben diese Frage: „Sind Logik und Mathematik bloß verschieden oder voneinander unabhängig?“ — war die Quelle zahlreicher Kontroversen.


  Die Erforschung der Mathematik selbst wurde als Metamathematik oder gelegentlich auch Metalogik bekannt, da Mathematik und Logik so eng miteinander verknüpft sind. Die dringlichste und vorrangige Aufgabe der Metamathematiker war die, die wahre Natur mathematischer Beweisführung zu bestimmen. Was ist ein zulässiges Verfahren, und was ein unzulässiges? Da das mathematische Denken immer in einer „natürlichen Sprache“ vor sich ging — z. B. auf Französisch oder Latein oder in irgendeiner anderen Sprache für normale Kommunikation —, gab es immer eine große Zahl möglicher Doppeldeutigkeiten. Wörter haben für verschiedene Menschen verschiedene Bedeutungen, rufen verschiedene bildliche Vorstellungen hervor usw. Es erschien vernünftig und sogar wichtig, eine einzige einheitliche Notation aufzustellen, mit der alle mathematische Arbeit geleistet werden konnte und vermöge derer zwei beliebige Mathematiker einen Streit darüber schlichten konnten, ob ein vorgeschlagener Beweis gültig oder ungültig sei. Das würde eine vollständige Kodifizierung aller allgemein akzeptierten Methoden logischen Denkens, zumindest soweit sie sich auf Mathematik bezogen, erfordern.


  Widerspruchsfreiheit, Vollständigkeit, Hilberts Programm


  Das war das Ziel der Principia Mathematica, die die gesamte Mathematik, wohlgemerkt ohne Kontradiktionen (!), aus der Logik abzuleiten sich anheischig machten. Man bewunderte sie allgemein, aber niemand war sicher, daß 1. wirklich die gesamte Mathematik in der von Russell und Whitehead umrissenen Methode enthalten war oder daß 2. die angegebenen Methoden auch nur in sich selbst widerspruchsfrei waren. War es absolut klar, daß irgendwelche Mathematiker, die die Methoden von Russell und Whitehead anwandten, niemals zu widersprüchlichen Ergebnissen kommen konnten?


  Diese Frage quälte insbesondere den berühmten deutschen Mathematiker (und Metamathematiker) David Hilbert, der der Zunft der Mathematiker (und Metamathematiker) auf der ganzen Welt die folgende Herausforderung präsentierte: streng zu beweisen — vielleicht unter Anwendung eben der von Russell und Whitehead angewandten Methoden —, daß das in Principia Mathematica definierte System sowohl widerspruchsfrei als auch vollständig sei (d. h., daß jeder wahre Satz der Zahlentheorie sich innerhalb des von P.M. abgesteckten Rahmens ableiten läßt). Das war eine gewaltige Herausforderung, und man konnte sie kritisieren, weil sie irgendwie zirkulär war. Wie kann man seine Beweismethoden auf der Grundlage eben dieser Beweismethoden rechtfertigen? Es ist, als wollte man sich an den eigenen Haaren aus dem Sumpf ziehen. (Wir kommen anscheinend von diesen Seltsamen Schleifen nicht weg!)


  Hilbert war sich dieses Dilemmas natürlich sehr wohl bewußt, und deshalb gab er der Hoffnung Ausdruck, daß ein Beweis der Widerspruchsfreiheit und der Vollständigkeit gefunden werden könne, der nur auf „finitistischen“ Folgerungsmethoden beruhte. Das war eine kleine Anzahl von Methoden, die üblicherweise von Mathematikern akzeptiert wurden. Auf diese Weise, hoffte Hilbert, könne sich die Mathematik zum Teil an den eigenen Haaren aus dem Sumpf ziehen: Man könnte die Gesamtheit mathematischer Methoden als verläßlich ausweisen, indem man lediglich eine geringere Anzahl von Methoden anwende. Dieses Ziel mag ziemlich esoterisch erscheinen, aber es hat während der ersten dreißig Jahre dieses Jahrhunderts viele der bedeutendsten Mathematiker der Welt beschäftigt.


  Im einunddreißigsten Jahr jedoch veröffentlichte Gödel seine Arbeit, die in gewisser Weise Hilberts Programm völlig zerstörte. Sie zeigte nicht nur, daß es in dem axiomatischen System, das Russell und Whitehead vorgeschlagen hatten, nicht zu reparierende „Löcher“ gab, sondern allgemeiner, daß überhaupt kein axiomatisches System welcher Art auch immer alle Wahrheiten der Zahlentheorie produzieren kann, außer wenn es in sich widerspruchsvoll ist! Und schließlich erwies sich die Hoffnung, die Widerspruchsfreiheit eines Systems wie dem der P.M. zu beweisen, als eitel: Wenn ein solcher Beweis unter ausschließlicher Verwendung von innerhalb der P.M. verwendeten Methoden gefunden werden konnte, dann — und dies ist eine der verblüffendsten Folgen von Gödels Arbeit — wäre P.M. selbst widerspruchsvoll!


  Die letzte Ironie ist die, daß der Beweis von Gödels Unvollständigkeitssatz es nötig machte, das Paradox des Epimenides geradezu ins Herz der Principia Mathematica hineinzutragen, eine Festung, die angeblich gegen den Angriff von Seltsamen Schleifen gefeit war! Obgleich Gödels Seltsame Schleife Principia Mathematica nicht vernichtete, machte sie dieses Werk für die Mathematiker sehr viel uninteressanter, denn sie zeigte, daß die ursprüngliche Zielsetzung von Russell und Whitehead illusorisch war.


  Babbage, Computer, Artifizielle Intelligenz ...


  Als Gödels Arbeit erschien, stand man unmittelbar vor der Entwicklung elektronischer Digitalcomputer. Nun war die Idee mechanischer Rechenmaschinen keineswegs neu. Im siebzehnten Jahrhundert hatten Pascal und Leibniz Maschinen entworfen, um feststehende Operationen (Addition und Multiplikation) ausführen zu können. Diese Maschinen hatten jedoch kein Gedächtnis und waren nicht — im heutigen Jargon programmierbar.


  Der erste, der die ungeheuren Möglichkeiten maschinellen Rechnens erkannte, war der Londoner Charles Babbage (1792-1871). Als Original, das beinahe den Nachgelassenen Aufzeichnungen des Pickwick-Klubs entsprungen sein könnte, war Babbage zu Lebzeiten vor allem wegen seiner heftigen Feldzüge gegen die Belästigungen in Londons Straßen, besonders durch Leierkastenmänner, berühmt. Diese Scheusale, immer dazu aufgelegt, ihm auf den Nerven herumzutrampeln, brachten ihm zu jeder Tages- und Nachtzeit Ständchen dar, und dann pflegte er sie wütend die Straße hinunterzujagen. Heute erkennen wir in Babbage einen Mann, der seiner Zeit hundert Jahre voraus war, nicht nur als Erfinder der grundlegenden Prinzipien des modernen Computers, sondern auch als einer der ersten, die akustische Umweltverschmutzung bekämpften.


  Seine erste Maschine, die „Difference Engine“, konnte vermöge der „Differenz-Methode“ verschiedenartige mathematische Tabellen erzeugen. Bevor jedoch ein Modell der „D.E.“ gebaut worden war, war Babbage von einer weit revolutionäreren Idee besessen: seiner „Analytical Engine“. Ziemlich unbescheiden schrieb er: „Der Weg, auf dem ich zu ihr gelangte, war wahrscheinlich der verworrenste und verwickeltste, der jemals den menschlichen Geist beschäftigt hat.“ 4 Ungleich jeder früher entworfenen Maschine, sollte die A.E. sowohl einen „Speicher“ (Gedächtnis) wie auch eine „Mühle“ (eine kalkulierende und Entscheidungen fällende Einheit) enthalten. Diese Einheiten sollten aus Tausenden von kunstvoll verzahnten Zylindern bestehen, die in unglaublich komplexer Weise ineinandergriffen. Babbage stellte sich Zahlen vor, die unter der Kontrolle eines auf Lochkarten eingestanzten Programms in die Mühle hinein und wieder aus ihr heraus wirbelten. Die Idee, Lochkarten zu verwenden, gab Babbage der Jacquard-Webstuhl, ein von Karten kontrollierter Webstuhl, der erstaunlich komplizierte Muster hervorbrachte. Babbages brillante, aber unglückliche gräfliche Freundin, Lady Ada Lovelace (Lord Byrons Tochter), sagte poetisch: „Die ,Analytical Engine' webt algebraische Muster wie der Jacquard-Webstuhl Blumen und Blätter.“ Leider ist ihr Gebrauch des Präsens irreführend, weil nie eine A.E. gebaut wurde, und Babbage starb als bitter enttäuschter Mann.


  Lady Lovelace war sich nicht weniger als Babbage sehr wohl der Tatsache bewußt, daß mit der Erfindung der Analytical Engine die Menschheit mit der mechanisierten Intelligenz flirtete, besonders wenn die Maschine imstande sein sollte, „sich in den eigenen Schwanz zu beißen“ (so beschrieb Babbage die Seltsame Schleife, die entsteht, wenn eine Maschine eingreift und ihr eigenes Programm ändert. In einer Denkschrift aus dem Jahre 1842 5 schrieb Ada Lovelace, die A.E. könne vielleicht „andere Dinge außer Zahlen bearbeiten“. Während Babbage davon träumte, einen Schach- oder „Tick-Tack"-Automaten zu konstruieren, schlug sie vor, daß diese Maschine, wenn man Tonhöhen und Harmonien auf die sich drehenden Zylinder übertrage, „umfangreiche und auf wissenschaftliche Weise erzeugte Musikstücke jeder Komplexität und Länge komponieren könnte“. Aber fast im selben Atemzug warnt sie, daß „die Analytical Engine nicht den Anspruch erhebt, irgendetwas zuschaffen. Sie kann das tun, was immer wir ihr zu befehlen wissen.“ Wenn sie auch die großen Möglichkeiten künstlichen Rechnens sehr wohl verstand, war Lady Lovelace skeptisch, was die künstliche Schaffung von Intelligenz betrifft. Konnte ihr scharfer Verstand sich jedoch träumen lassen, was für Möglichkeiten sich mit der Zähmung der Elektrizität ergaben?


  In unserem Jahrhundert war die Zeit für den Computer reif, einen Computer, von dem Pascal, Leibniz, Babbage und Lady Lovelace sich nichts hätten träumen lassen. In den Dreißiger- und Vierzigerjahren wurden die ersten „bombastischen elektronischen Gehirne“ entworfen und gebaut. Sie wirkten als Katalysatoren für den Zusammenschluß dreier bisher verschiedenartiger Bereiche: der Theorie des axiomatischen Schließens, des Studiums mechanischer Berechnung und der Psychologie der Intelligenz.


  In denselben Jahren entwickelte sich die Theorie der Computer sprunghaft. Sie war eng mit der Metamathematik verknüpft. So findet Gödels Satz seine von Alan Turing entdeckte Entsprechung in der Computertheorie. Sie zeigt, daß sogar im mächtigsten Computer, den man sich vorstellen kann, nicht zu vermeidende „Löcher“ sind. Ironischerweise wurden gerade, als diese etwas unheimlichen Grenzen ausgelotet wurden, Computer gebaut, deren Kräfte zu wachsen und immer weiter über das Vorstellungsvermögen der Hersteller hinauszuwachsen schienen. Babbage, der einmal erklärte, daß er gerne auf den Rest seines Lebens verzichten wolle, wenn er in fünfhundert Jahren auf die Erde zurückkommen und eine dreitägige Führung durch die Wissenschaft des neuen Zeitalters mitmachen könne, wäre wahrscheinlich schon hundert Jahre nach seinem Tod sprachlos gewesen — sowohl wegen den neuen Maschinen als auch wegen ihrer unerwarteten Beschränkungen.


  In den Fünfzigerjahren schien es nur noch ein Katzensprung bis zur mechanisierten Intelligenz zu sein; und doch erhob sich hinter jeder überwundenen Schranke immer wieder eine andere, die die Schaffung einer wirklichen Denkmaschine verhinderte. Gab es für dieses mysteriöse Zurückweichen des Ziels einen tiefliegenden Grund?


  Niemand weiß, wo die Grenze zwischen nichtintelligentem Verhalten und intelligentem Verhalten liegt; wahrscheinlich ist es sogar töricht zu sagen, daß eine scharf gezogene Grenze existiert. Aber sicherlich sind die folgenden Eigenschaften wesentliche Voraussetzungen für Intelligenz:


  
    
      	
        —

      

      	
        sehr flexibel auf die jeweilige Situation reagieren;

      
    


    
      	
        —

      

      	
        günstige Umstände ausnützen;

      
    


    
      	
        —

      

      	
        aus mehrdeutigen oder kontradiktorischen Botschaften klug werden;

      
    


    
      	
        —

      

      	
        die relative Wichtigkeit verschiedener Elemente in einer Situation erkennen;

      
    


    
      	
        —

      

      	
        trotz trennender Unterschiede Ähnlichkeiten zwischen Situationen finden;

      
    


    
      	
        —

      

      	
        trotz Ähnlichkeiten, die sie zu verbinden scheinen, zwischen Situationen unterscheiden können;

      
    


    
      	
        —

      

      	
        neue Begriffe herstellen, indem man alte Begriffe auf neuartige Weise zusammenfügt;

      
    


    
      	
        —

      

      	
        Ideen haben, die neuartig sind.

      
    

  


  Hier stößt man anscheinend auf eine Paradoxie. Computer sind ihrer Natur nach die unbeweglichsten, wunschlosesten, regeltreuesten Tiere. So schnell sie auch arbeiten mögen, sind sie dennoch der Inbegriff des Nicht-bewußt-seins: wie kann man also intelligentes Verhalten programmieren? Ist das nicht die eklatanteste Contradictio in adjecto? Eines der Hauptthemen dieses Buches ist, daß hier überhaupt keine Kontradiktion vorliegt. Eines der Hauptziele dieses Buches ist es, jeden Leser dazu zu bringen, dieser scheinbaren Kontradiktion frontal zu begegnen, ihn zu genießen, hin- und herzuwenden, ihn auseinanderzunehmen, sich in ihm zu wälzen, so daß er am Ende mit neuen Einsichten in die anscheinend unüberbrückbare Kluft zwischen formal und informell, beseelt und unbeseelt, beweglich und unbeweglich aus der Lektüre hervorgeht.


  Darum geht es bei der Erforschung der „Artifiziellen Intelligenz“ (AI). Und das seltsame Flair der AI-Forschung liegt darin, daß man versucht, lange Reihen von Regeln und strengen Formalismen zusammenzustellen, die den unbeweglichen Maschinen sagen, wie sie beweglich sein können.


  Indessen: was für „Regeln“ könnten alles, was wir als intelligentes Verhalten betrachten, einfangen? Sicherlich muß es Regeln auf allen möglichen Ebenen geben. Es muß „ganz einfache“ Regeln geben. Es muß „Metaregeln“ geben, um die „ganz einfachen“ zu modifizieren, dann „Metametaregeln“, um die Metaregeln zu modifizieren usw. Die Beweglichkeit der Intelligenz rührt von der riesigen Anzahl verschiedener Regeln und Stufen dieser Regeln her. Und der Grund, warum es so viele Regeln auf so vielen Stufen geben muß, ist der, daß ein Lebewesen in seinem Leben sich Millionen von Situationen völlig verschiedener Art gegenübersieht. Bei einigen Situationen gibt es stereotype Reaktionen, die „ganz einfache“ Regeln verlangen. Gewisse Situationen sind Mischungen von stereotypen Situationen; sie verlangen also Regeln, um zu entscheiden, welche der „ganz einfachen“ Regeln anzuwenden sind. Einige Situationen sind nicht klassifizierbar; es muß also Regeln für das Erfinden neuer Regeln geben ... usw. usw. Ohne Zweifel stehen Seltsame Schleifen, die Regeln verlangen, die sich selbst direkt oder indirekt ändern, im Zentrum der Intelligenz. Manchmal kommt uns die Komplexität unseres Denkens so überwältigend vor, daß wir das Gefühl haben, es könne für das Problem, Intelligenz zu verstehen, keine Lösung geben — daß die Annahme falsch ist, Regeln irgendwelcher Art bestimmten das Verhalten eines Lebewesens, selbst wenn man „Regel“ in dem vielstufigen oben beschriebenen Sinn versteht.


  ... und Bach


  Im Jahre 1754, vier Jahre nach J. S. Bachs Tod, schrieb der Leipziger Theologe Johann Michael Schmidt in einer Abhandlung über Musik und die Seele die folgenden bemerkenswerten Sätze:


  Vor nicht vielen Jahren ist aus Frankreich berichtet worden, daß einer eine Statue gemacht habe, welche auf der Fleuttraversiere verschiedene Stückgen abbläst, die Flöte an- und absetzt, die Augen verdrehet, u.s.w. Aber ein denkendes, ein wollendes, ein componirendes Bild hat noch keiner erfunden, nicht einmal etwas dem ähnliches. Wer sich recht überzeugen will, der beliebe des vorhin belobten Bachs in Kupferstich herausgekommenes letztes Fugenwerk, welches aber durch seine darzwischen gekommene Blindheit unterbrochen worden ist, recht anzusehen, und die darinnen liegende Kunst anzumerken; oder, welches ihm noch wunderbarer vorkommen muß, den in seiner Blindheit von ihm einem andern in die Feder dictirten Choral: Wenn wir in höchsten Nöthen seyn. Ich bin gewiß, er wird gar bald seiner Seele nöthig haben, wenn er alle angebrachte Schönheiten einsehen, geschweige wenn er selbst spielen oder von dem Verfertiger urtheilen will. Was die Verfechter des Materialismi vorbringen, muß alles bey diesem einzigen Exempel übern Haufen fallen. 6


  Wahrscheinlich war der wichtigste der „Verfechter des Materialismi“, von dessen Schmidt hier spricht, kein anderer als Julien Offroy de la Mettrie, ein Philosoph am Hofe Friedrichs des Großen, Autor von L'homme machine („Der Mensch als Maschine“) und Materialist par excellence. Seither sind mehr als 200 Jahre vergangen, und die Schlacht zwischen denen, die sich mit Johann Michael Schmidt, und denen, die sich mit Julien Offroy de la Mettrie einig wissen, tobt immer noch. Ich hoffe in diesem Buch einen Eindruck von diesem Kampf vermitteln zu können.


  „Gödel, Escher, Bach“


  Der Aufbau dieses Buches ist ungewöhnlich: ein Kontrapunkt zwischen Dialogen und Kapiteln. Dieser Aufbau erlaubt mir, neue Begriffe zweimal vorzulegen: Fast jeder Begriff wird zuerst metaphorisch in einem Dialog präsentiert, der eine Anzahl von konkreten, anschaulichen Bildern liefert; diese bilden dann bei der Lektüre des darauffolgenden Kapitels einen intuitiven Hintergrund für eine ernsthaftere und abstraktere Darstellung desselben Begriffs. In vielen dieser Dialoge scheine ich, oberflächlich gesehen, von einer Idee zu sprechen, aber in Wirklichkeit spreche ich auf nur unvollkommen verhüllte Weise von einer andern Idee.


  Ursprünglich waren die einzigen Charaktere in meinen Dialogen Achilles und Herr Schildkröte, die von Zeno von Elea über Lewis Carroll zu mir gelangten. Zeno, ein Erfinder von Paradoxien, lebte im fünften Jahrhundert v. Chr. Eine seiner Paradoxien war eine Allegorie mit Achilles und der Schildkröte als Protagonisten. Zenos Erfindung dieses glücklichen Paares wird in meinem ersten Dialog Dreistimmige Invention erzählt. Im Jahr 1895 ließ Lewis Carroll Achilles und die Schildkröte auftreten, um anhand von ihnen seine eigene neue Unendlichkeitsparadoxie zu illustrieren. Carrolls Paradoxie, die verdiente, weit besser bekannt zu sein, spielt in diesem Buch eine wichtige Rolle. Ursprünglich betitelt „Was die Schildkröte zu Achilles sagte“, ist es hier als Zweistimmige Invention abgedruckt.


  Als ich mit der Niederschrift von Dialogen begann, verband ich sie irgendwie mit musikalischen Formen. Ich kann mich des Augenblicks, an dem das geschah, nicht entsinnen; ich erinnere mich nur, daß ich eines Tages über einen frühen Dialog „Fuge“ schrieb, und von da an ließ mich die Idee nicht mehr los. Schließlich entschloß ich mich, jeden Dialog in der einen oder andern Weise einem Musikstück von Bach nachzubilden. Das war gar nicht so abwegig. Der alte Bach selbst pflegte seine Schüler daran zu erinnern, daß die verschiedenen Stimmen ihrer Kompositionen sich verhalten sollten „wie Leute, die miteinander in erlauchter Gesellschaft redeten“. Ich habe wohl diesen Wink eher wörtlicher genommen als Bach es beabsichtigte; dennoch hoffe ich, daß das Ergebnis dem Sinne entspricht. Ich war besonders angeregt durch Aspekte von Bachs Kompositionen, die mich immer von neuem frappierten und die David und Mendel in The Bach Reader so gut beschreiben:


  Die von ihm [Bach] angewandte Form beruhte auf Beziehungen zwischen verschiedenen Teilen. Diese erstrecken sich von der vollständigen Identität von Passagen auf der einen Seite bis zur Rückkehr zu einem einzigen Ausarbeitungsprinzip oder bloßer thematischer Anspielungen auf der anderen. Die so entstandenen Muster waren oft symmetrisch, aber keineswegs Immer. Mitunter bilden die Beziehungen zwischen den verschiedenen Themen ein Labyrinth miteinander verflochtener Fäden, das nur durch detaillierte Analyse entwirrt werden kann. Meistens jedoch gestatten die wenigen dominierenden Merkmale eine Orientierung auf den ersten Blick, und wenn man auch im Laufe der Untersuchung unendliche Feinheiten entdecken kann, ist es immer möglich, das vereinheitlichende Prinzip zu erkennen, das jede einzelne Komposition Bachs zusammenhält. 7


  Ich habe versucht, ein Endloses Geflochtenes Band aus diesen drei Strängen: Gödel, Escher, Bach zu flechten. Ursprünglich beabsichtigte ich, einen Essay zu schreiben, in dessen Zentrum Gödels Satz stehen sollte. Ich stellte mir nicht mehr als eine Broschüre vor. Aber meine Gedanken dehnten sich nach allen Seiten aus und erreichten bald Bach und Escher. Ich brauchte einige Zeit, bis ich daran dachte, diesen Zusammenhang explizit darzustellen, anstatt ihn einfach als privaten Antrieb aufzufassen. Schließlich aber merkte ich, daß Gödel und Escher und Bach nur Schatten waren, die eine zentrale feste Essenz in verschiedene Richtungen warf. Ich versuchte, diesen zentralen Kern zu rekonstruieren, und so entstand dieses Buch.


  Dreistimmige Invention


  Achilles (ein griechischer Held, der Schnellfüßigste aller Sterblichen) und eine Schildkröte stehen zusammen in greller Sonne auf einer staubigen Piste. Am anderen Ende der Piste weht an einem hohen Mast eine große rechteckige Fahne. Die Fahne ist ganz rot, nur ein ringförmiges Loch, durch das man den Himmel sehen kann, wurde aus ihr herausgeschnitten.


  Achilles: Was ist denn das für eine seltsame Fahne am andern Ende der Piste? Irgendwie erinnert sie mich an ein Bild meines Lieblingskünstlers M. C. Escher.


  Schildkröte: Das ist Zenos Fahne.


  Achilles: Wäre es möglich, daß das Loch den Löchern in einem Möbiusstreifen ähnelt, den Escher einmal gezeichnet hat? Etwas stimmt mit dieser Fahne nicht, das merke ich schon.


  Schildkröte: Der ausgeschnittene Ring hat die Form der Ziffer für Null, Zenos Lieblingszahl.


  Achilles: Aber die Null ist ja noch gar nicht erfunden worden: Sie wird erst in ein paar Jahrtausenden von einem indischen Mathematiker erfunden werden. Und so, Herr S., beweise ich, daß eine solche Fahne Unmöglich ist.


  Schildkröte: Ihre Gedankenführung leuchtet ein, Achilles, und ich muß zugeben, daß eine solche Fahne tatsächlich Unmöglich ist. Aber sie ist trotzdem schön, nicht?


  Achilles: Oh ja, an ihrer Schönheit besteht kein Zweifel.


  Schildkröte: Ich frage mich, ob ihre Schönheit mit ihrer Unmöglichkeit zusammenhängt. Ich weiß es nicht. Ich habe nie die Zeit gehabt, Schönheit zu analysieren. Es ist eine Große Essenz, und ich scheine für Große Essenzen nie Zeit zu haben.


  Achilles: Apropos Essenzen, Herr S., haben Sie jemals über den Zweck des Lebens nachgedacht?


  Schildkröte: Um Gottes willen, nein!


  Achilles: Haben Sie sich denn niemals Gedanken gemacht, warum wir hier sind und wer uns erfunden hat?


  Schildkröte: Oh, das ist etwas ganz anderes. Wir sind Erfindungen Zenos, wie Sie bald merken werden, und wir sind hier, um einen Wettlauf durchzuführen.


  Achilles: Ein Wettlauf! Unerhört! Ich, der Schnellfüßigste aller Sterblichen, gegen Sie, den Schwerfälligsten aller Schwerfälligen! Ein solcher Wettlauf ist absolut sinnlos.


  Schildkröte: Sie könnten mir einen Vorsprung geben.


  Achilles: Der müßte aber groß sein.


  Schildkröte: Ich habe nichts dagegen.


  Achilles: Aber früher oder später werde ich Sie einholen  wahrscheinlich früher.


  Schildkröte: Nicht, wenn die Dinge nach Zenos Paradoxie verlaufen, oh nein. Zeno hofft, anhand unseres Wettrennens zeigen zu können, daß Motion Unmöglich ist. Nach Zeno scheint Bewegung nur im Geiste möglich. Tatsächlich: Motion Ist Immer Illusion. Das beweist er recht elegant.


  [image: Abb. 10.]


  Abb. 10. Möbiusstreifen I, von M. C. Escher (Holzstich und Holzschnitt aus vier Blöcken, 1961).


  Achilles: Ach ja, ich erinnere mich nun: der berühmte Zen-Kōan über den Zen-Meister Zeno. Wie Sie sagen, es ist sehr einfach.


  Schildkröte: Zen-Kōan? Zen-Meister? Was meinen Sie?


  Achilles: Er lautet wie folgt: Zwei Mönche stritten wegen einer Fahne. Der eine sagte: Die Fahne bewegt sich. Der andere sagte: Der Wind bewegt sich. Der sechste Patriarch, Zeno, kam gerade des Wegs. Er sagte ihnen: Nicht der Wind, nicht die Fahne, der Geist bewegt sich.


  Schildkröte: Ich fürchte, Sie sind etwas durcheinander, Achilles. Zeno ist kein Zen-Meister, alles andere: er ist vielmehr ein griechischer Philosoph aus der Stadt Elea (die in der Mitte zwischen den Punkten A und B liegt). In einigen Jahrhunderten wird er wegen seiner Paradoxien der Bewegung berühmt sein. In einer dieser Paradoxien wird eben dieser Wettlauf zwischen Ihnen und mir eine zentrale Rolle spielen.


  Achilles: Ich bin ganz verwirrt. Ich erinnere mich lebhaft daran, wie ich die Namen der sechs Zen-Patriarchen unablässig wiederholte, und ich sagte immer: Der sechste Patriarch is' Zeno, der sechste Patriarch is' Zeno ... (Plötzlich erhebt sich ein laues Lüftchen.) Oh, schauen Sie, Herr Schildkröte  wie die Fahne weht! Wie ich das liebe, zuzuschauen, wie das weiche Tuch sich kräuselt. Und auch der herausgeschnittene Ring weht im Winde!


  Schildkröte: Unsinn! Die Fahne ist Unmöglich, also kann sie nicht wehen. Der Wind weht. (In diesem Augenblick kommt Zeno des Wegs.)


  Zeno: Grüß Gott, äh  Zeus! Was gibt's denn Neu's?


  Achilles: Die Fahne bewegt sich.


  Schildkröte: Der Wind bewegt sich.


  Zeno: Oh, Freunde, Freunde! Laßt ab von Euerm Zank! Keine Schmähwörter! Beendet Euern Hader, denn ich werde das Problem alsbald für Euch lösen. Ho! Und an einem so schönen Tag!


  Achilles: Der Kerl spielt wohl den Narren.


  Schildkröte: Nein, warten Sie, Achilles. Hören wir, was er dazu zu sagen hat. Unbekannter Herr, teilen Sie uns Ihre Gedanken zu dieser Angelegenheit mit!


  Zeno: Aber gern. Nicht der Wind, nicht die Fahne  keins von beiden bewegt sich. Überhaupt nichts bewegt sich. Ich habe nämlich einen großen Lehrsatz entdeckt, welcher lautet: Motion Ist Immer Illusion. Und aus diesem Satz ergibt sich ein noch größerer  Zenos Satz: Motion Unexistiert.


  Achilles: Zenos Satz? Sind Sie etwa der Philosoph Zeno aus Elea?


  Zeno: In der Tat bin ich's, Achilles.


  Achilles (kratzt sich ratlos am Kopf): Woher weiß er denn meinen Namen?


  Zeno: Könnte ich die beiden Herrschaften möglicherweise dazu bringen, mich zu Ende anzuhören, warum das der Fall ist? Ich bin heute nachmittag den ganzen Weg von Punkt A bis nach Elea gegangen und habe versucht, jemanden zu finden, der meiner messerscharfen Argumentation einige Aufmerksamkeit schenken würde. Doch die rennen alle hin und her und haben keine Zeit. Sie können sich nicht vorstellen, wie deprimierend es ist, einen Korb nach dem andern zu bekommen. Ach, es tut mir leid, Sie mit meinen Schwierigkeiten zu belästigen. Ich möchte nur eine Frage stellen: Würden die beiden Herrschaften einem alten einfältigen Philosophen für ein paar Augenblicke  nur ein paar, ich verspreche es  entgegenkommen und seine ausgefallenen Theorien mit Geduld ertragen?


  Achilles: Aber sicher! Bitte erleuchten Sie uns! Ich weiß, daß ich für uns beide spreche. Mein Gefährte, Herr Schildkröte, sprach eben erst mit großer Verehrung von Ihnen  und er erwähnte insbesondere Ihre Paradoxien.


  Zeno: Danke. Sehen Sie, mein Meister, der fünfte Patriarch, lehrte mich, daß die Wirklichkeit eine einzige ist, unbeweglich und unveränderlich. Pluralität, Veränderung und Bewegung sind lediglich Sinnestäuschungen. Einige haben sich über seine Ansichten lustig gemacht, aber ich werde zeigen, wie absurd ihr Spott ist. Mein Gedankengang ist ganz einfach. Ich werde ihn mit zwei Wesen, meiner eigenen Invention, illustrieren: Achilles, einem griechischen Krieger, dem Schnellfüßigsten aller Sterblichen, und einer Schildkröte. In meiner Erzählung lassen sie sich von einem Passanten dazu überreden, einen Wettlauf auf einer Piste auszutragen. Ziel ist eine Fahne, die in der Ferne im Winde weht. Nehmen wir an, daß die Schildkröte der um vieles langsamere Läufer ist und deshalb einen Vorsprung von, sagen wir, zehn Ruten erhält. Der Wettlauf beginnt. In ein paar Sprüngen hat Achilles den Punkt erreicht, an dem die Schildkröte startete.


  Achilles: Hah!


  Zeno: Und die Schildkröte ist nur noch eine einzige Rute vor Achilles. In einem Augenblick hat Achilles diesen Punkt erreicht.


  Achilles: Hoho!


  Zeno: Aber in diesem kurzen Augenblick ist die Schildkröte ein kleines Stückchen weiter gekommen. In Windeseile legt Achilles auch diese Strecke zurück.


  Achilles: Hihihi!


  Zeno: Aber in diesem kurzen Augenblick ist es der Schildkröte gelungen, ein winziges Stück vorwärtszukommen, und Achilles liegt noch immer hinten. Nun können Sie erkennen, daß dieses Spiel Versuch-mich-zu-fangen eine UNENDLICHE Anzahl von Malen gespielt werden muß, wenn Achilles jemals die Schildkröte einholen soll  und deshalb kann er sie NIEMALS einholen.


  Schildkröte: Heh heh heh heh!


  Achilles: Hmm hmm hmm hmm hmm ... Da scheint etwas nicht zu stimmen. Und doch sehe ich nicht recht, was nicht stimmt.


  Zeno: Eine harte Nuß, nicht? Es ist meine Lieblingsparadoxie.


  Schildkröte: Verzeihen Sie, Zeno, aber ich glaube, daß Ihre Erzählung das falsche Prinzip illustriert. Sie haben uns soeben das beschrieben, was nach Jahrhunderten als Zenos Achilles-Paradoxie bekannt sein wird und zeigt (hm!), daß Achilles die Schildkröte nie einholen wird; aber der Beweis, daß Motion Immer Illusion Ist (daß also Motion Unexistiert), ist Ihre Dichotomie-Paradoxie, nicht wahr?


  Zeno: Oh, ich Esel. Natürlich haben Sie völlig recht. Das ist diejenige, wie man, wenn man von A nach B geht, zuerst die erste Hälfte der Strecke zurücklegen muß und von der übrigbleibenden Strecke noch einmal die Hälfte usw. usw. Aber Sie sehen ja: beide Paradoxien haben eigentlich das gleiche Flair. Um es offen zu sagen, ich habe bloß eine einzige große Idee gehabt; ich beute sie nur auf verschiedene Arten aus.


  Achilles: Ich schwöre, diese Beweisführungen enthalten eine schwache Stelle. Ich kann nicht ganz erkennen, wo, aber sie können nicht korrekt sein.


  Zeno: Sie bezweifeln die Gültigkeit meiner Paradoxie? Warum versuchen Sie es nicht? Sehen Sie die rote Fahne da am andern Ende der Piste?


  Achilles: Die Unmögliche Fahne, die auf einer Escher-Zeichnung beruht?


  Zeno: Genau die. Wie wäre es, wenn Sie mit Herrn Schildkröte einen Wettlauf dorthin machten, wobei Herr S. einen fairen Vorsprung von  nun, ich weiß nicht ...


  Schildkröte: Wie wäre es mit zehn Ruten?


  Zeno: Gut, zehn Ruten.


  Achilles: Jederzeit.


  Zeno: Großartig! Wie aufregend! Ein empirischer Test meines rigoros bewiesenen Satzes! Herr S., wollen Sie sich zehn Ruten vor uns hinstellen? (Die Schildkröte geht zehn Ruten näher zur Fahne.) Sind Sie bereit?


  Achilles und Schildkröte: Ja.


  Zeno: Auf die Plätze! Fertig? Los!


  KAPITEL I


  Das MU-Rätsel


  Formale Systeme


  EINER DER Zentralbegriffe in diesem Buch ist der des formalen Systems. Die Art von formalen Systemen, die ich verwende, hat der amerikanische Logiker Emil Post in den Zwanzigerjahren erfunden. Sie wird oft als „Postsches Produktionssystem“ bezeichnet. Dieses Kapitel führt dem Leser ein formales System vor, und darüber hinaus hoffe ich, daß er dieses formale System zumindest ein bißchen zu erforschen wünscht; um seine Neugier zu reizen, habe ich ein kleines Rätsel entworfen.


  Es lautet: „Können Sie MU erzeugen?“ Zunächst werde ich Ihnen eine Kette vorlegen, d. h. eine Kette von Zeichen*. Damit Sie nicht gleich ungeduldig werden: diese Kette ist MI. Dann geben wir Ihnen einige Regeln, mit denen Sie eine Kette in eine andere verwandeln können. Wenn zu einem gewissen Zeitpunkt eine dieser Regeln anwendbar ist und Sie sie verwenden möchten, können Sie das tun — aber es gibt keine Vorschrift, welche Regel Sie verwenden sollen, wenn mehrere anwendbar sind. Das können Sie entscheiden — und das ist natürlich der Punkt, an dem das Spielen mit dem formalen System so etwas wie eine Kunst werden kann. Die Hauptsache, die fast nicht erwähnt zu werden braucht, ist, daß Sie nichts tun dürfen, was die Regeln verletzt.


  Wir können diese Einschränkung die „Formalitätsbedingung“ nennen. In diesem Kapitel bedarf das wahrscheinlich keiner Betonung. So seltsam es aber klingen mag — ich sage Ihnen voraus, daß Sie, wenn Sie mit einigen formalen Systemen in späteren Kapiteln spielen, feststellen werden, daß Sie die Formalitätsbedingung immer und immer wieder verletzen werden, wenn Sie nicht bereits früher mit formalen Systemen gearbeitet haben.


  Bei unserem formalen System — dem MIU-System — ist als erstes zu sagen, daß es nur drei Buchstaben des Alphabets verwendet, nämlich M, I und U. Das bedeutet, daß die einzigen Ketten des MIU-Systems diejenigen sind, die sich aus diesen drei Buchstaben zusammensetzen. Nachstehend einige Ketten des MIU-Systems:


  
    
      	
        MU

      
    


    
      	
        UIM

      
    


    
      	
        MUUMUU

      
    


    
      	
        UIIUMIUUIMUIIUMIUUIMUIIU

      
    

  


  * In diesem Buch halten wir uns an folgende Konventionen, wenn wir von Zeichenketten reden: wenn die Zeichenkette in der gleichen Schriftart ist wie der Text, wird sie in einfachen oder doppelten Anführungszeichen eingeschlossen. Interpunktionen, die zum Satz und nicht zur Kette gehören, stehen logischerweise außerhalb der Anführungszeichen. Z. B. ist der erste Buchstabe dieses Satzes „Z“, während der erste Buchstabe von „diesem Satz“ „d“ ist. Wenn die Kette in der Schriftart Syntax gesetzt ist, lassen wir die Anführungszeichen im allgemeinen weg, wenn sie nicht um der Klarheit willen nötig sind. Der erste Buchstabe von Syntax ist z. B. S.


  Obgleich jedoch all das legitime Ketten sind, sind es nicht Ketten, die Sie „besitzen“. Die einzige Kette in Ihrem Besitz ist vorderhand MI. Nur wenn Sie die Regeln anwenden, die wir gleich angeben werden, können Sie Ihre private Sammlung erweitern. Hier die erste Regel:


  REGEL I: Wenn Sie eine Kette besitzen, deren letzter Buchstabe I ist, können Sie am Schluß ein U zufügen.


  Wenn Sie es übrigens noch nicht erraten haben sollten, eine der Bedeutungen von „Kette“ ist die, daß die Buchstaben in einer feststehenden Ordnung sind. Zum Beispiel sind MI und IM zwei verschiedene Ketten. Eine Kette von Symbolen ist nicht einfach ein „Sack“ voller Symbole, bei dem die Ordnung keine Rolle spielt.


  Hier die zweite Regel:


  REGEL II: Angenommen Sie haben Mx. Dann können Sie Ihrer Sammlung Mxx zufügen. Was ich damit meine, zeigen die folgenden Beispiele:


  Aus MIU können Sie MIUIU erhalten.


  Aus MUM können Sie MUMUM erhalten.


  Aus MU können Sie MUU erhalten.


  So steht also der Buchstabe „x“ in der Regel für irgendeine Kette; wenn Sie aber einmal entschieden haben, für welche, müssen Sie bei Ihrer Entscheidung bleiben (bis Sie die Regel wieder anwenden. An diesem Punkt können Sie eine neue Wahl treffen). Beachten Sie das dritte Beispiel. Es zeigt, wie Sie, wenn Sie MU besitzen, eine weitere Kette in Ihre Sammlung aufnehmen können — aber zuerst müssen Sie MU haben! Zu dem Buchstaben „x“ noch ein letzter Kommentar: Er gehört dem formalen System nicht in der gleichen Art und Weise an wie die drei Buchstaben „M“, „I“ und „U“. Indessen ist es nützlich, eine Möglichkeit zu haben, allgemein, symbolisch über die Ketten des Systems sprechen zu können, und das ist die Funktion von „x“: eine beliebige Kette zu repräsentieren. Wenn Sie jemals eine Kette, die ein „x“ enthält, Ihrer „Sammlung“ einverleiben, haben Sie etwas falsch gemacht, denn Ketten des MIU-Systems enthalten niemals „x“!


  Die dritte Regel:


  REGEL III: Wenn in einer der Ketten Ihrer Sammlung III vorkommt, können Sie eine neue Kette mit U anstelle von III bilden.


  Beispiele:


  Aus UMIIIMU können Sie UMUMU machen.


  Aus MIIII können Sie MIU (oder auch MUI) machen.


  Bei IIMII kommen Sie mit dieser Regel nicht weiter. (Die drei I müssen aufeinander folgen.)


  Aus MIII ergibt sich MU.


  Unter keinen Umständen dürfen Sie annehmen, daß Sie diese Regel auch rückläufig verwenden können wie im folgenden Beispiel:


  Aus MU mache MIII. [image: ] Das ist falsch.


  Regeln sind Einbahnstraßen. Hier die letzte Regel:


  REGEL IV: Wenn UU in einer Ihrer Ketten vorkommt, kann man es streichen.


  Aus UUU ergibt sich U.


  Aus MUUUIII ergibt sich MUIII.


  Das wär's. Nun können Sie beginnen, zu versuchen, MU zu erzeugen. Es macht nichts, wenn es Ihnen nicht gelingt. Versuchen Sie es ein bißchen — die Hauptsache ist, daß Sie auf den Geschmack dieses MU-Rätsels kommen. Viel Vergnügen.


  Sätze, Axiome, Regeln


  Die Lösung des MU-Rätsels geben wir später in diesem Buch. Wichtig ist im Augenblick nicht die Lösung, sondern die Suche nach ihr. Sie haben wahrscheinlich ein paar Versuche gemacht, MU zu erzeugen. Dabei haben Sie Ihre eigene Sammlung von Ketten aufgebaut. Solche durch die Regeln herstellbare Ketten nennt man SÄTZE. Der Ausdruck „Satz“ hat natürlich im mathematischen Sprachgebrauch eine Bedeutung, die ganz anders ist als die unsrige. Er bedeutet eine Aussage in gewöhnlicher Sprache, die durch rigorose Beweisführung als wahr erkannt worden ist, wie Zenos Satz von der „Unexistenz“ der Bewegung oder Euklids Satz von der Unendlichkeit der Primzahlen. In einem formalen System aber braucht man SÄTZE nicht als Aussagen zu betrachten sie sind lediglich Symbolketten. Und sie werden nicht bewiesen, sondern einfach wie von einer Maschine nach gewissen typographischen Regeln erzeugt. Um diese wichtige Unterscheidung in der Bedeutung des Wortes „Satz“ zu betonen, gehe ich in diesem Buch wie folgt vor: wenn „Satz“ in normalen Buchstaben wiedergegeben wird, hat das Wort seine alltägliche Bedeutung — ein Satz ist eine Aussage in der gewöhnlichen Sprache, die jemand einmal durch logische Argumentation als wahr bewiesen hat. Wenn in Großbuchstaben, soll „SATZ“ seine technische Bedeutung haben: eine in einem formalen System erzeugbare Kette. Das MU-Puzzle stellt die Frage, ob MU ein SATZ des MIU-Systems ist.


  Ich gab Ihnen einen SATZ zu Beginn vor, nämlich MI. Ein solcher SATZ, den man „umsonst“ erhält, heißt Axiom — und wiederum ist die technische Bedeutung von der gängigen völlig verschieden. Ein formales System kann kein, ein, mehrere, ja sogar unendlich viele Axiome besitzen. Beispiele für alle diese Typen werden wir in diesem Buch finden.


  Jedes formale System hat Regeln für das Rangieren von Symbolen wie etwa die vier Regeln des MIU-Systems. Diese Regeln nennt man entweder Erzeugungs-Regeln oder Schluß-Regeln. Ich werde beide Ausdrücke benützen.


  Der letzte Begriff, den ich hier einführen will, ist der der Ableitung. Ich gebe hier eine Ableitung des SATZES MUIIU:


  
    
      	
        1)

      

      	
        MI

      

      	
        Axiom

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        MII

      

      	
        aus 1) durch Regel II

      
    


    
      	
        3)

      

      	
        MIIII

      

      	
        aus 2) durch Regel II

      
    


    
      	
        4)

      

      	
        MIIIIU

      

      	
        aus 3) durch Regel I

      
    


    
      	
        5)

      

      	
        MUIU

      

      	
        aus 4) durch Regel III

      
    


    
      	
        6)

      

      	
        MUIUUIU

      

      	
        aus 5) durch Regel II

      
    


    
      	
        7)

      

      	
        MUIIU

      

      	
        aus 6) durch Regel IV

      
    

  


  Einen SATZ abzuleiten bedeutet, explizit schrittweise zu zeigen, wie man den SATZ nach den Regeln des formalen Systems erzeugen kann. Der Begriff der Ableitung ist dem des Beweises nachgebildet, aber eine Ableitung ist eine strengere Verwandte des Beweises. Es würde seltsam klingen, zu sagen, daß man MUIIU bewiesen hat, aber es klingt weniger seltsam, zu sagen, daß man MUIIU abgeleitet hat.


  Innerhalb und außerhalb des Systems


  Die meisten Leute gehen das MU-Rätsel an, indem sie eine Anzahl von SÄTZEN ableiten, ganz nach Belieben, einfach um zu sehen, was dabei herauskommt. Sehr bald beginnen sie, gewisse Eigenschaften der von ihnen gefundenen SÄTZE zu erkennen; hier betritt die menschliche Intelligenz die Bildfläche. Zum Beispiel lag es wohl nicht auf der Hand, daß alle SÄTZE mit M beginnen, bis man einige ausprobiert hatte. Dann trat das Muster zutage, und man konnte es nicht nur erkennen, sondern auch verstehen, wenn man einen Blick auf die Regeln warf, die bewirken, daß jeder neue SATZ seinen Anfangsbuchstaben von einem früheren SATZ erbt; schließlich können dann die Anfangsbuchstaben aller Sätze bis zum ersten Buchstaben des einzigen Axioms MI zurückverfolgt werden, und das ist ein Beweis dafür, daß alle Sätze des MIU-Systems mit M beginnen müssen.


  Was hier geschieht ist höchst bedeutsam. Es zeigt einen Unterschied zwischen Mensch und Maschine. Es wäre sicher möglich — es wäre sogar sehr leicht — einen Computer so zu programmieren, daß er einen SATZ des MIU-Systems nach dem andern erzeugt, und wir könnten ins Programm den Befehl einbauen, erst dann aufzuhören, wenn U erzeugt worden ist. Jetzt wissen Sie, daß ein so programmierter Computer nie anhalten würde. Und das erstaunt Sie weiter nicht. Was aber, wenn Sie einen Freund bitten würden, zu versuchen, U zu erzeugen? Sie wären nicht überrascht, wenn er nach einer Weile zurückkäme und sich beklagte, daß er das M am Anfang nicht loswerden könne und daß es deshalb vergebliche Mühe sei. Auch wenn einer nicht besonders hell ist, wird er über das, was er tut, gewisse Beobachtungen anstellen, und diese Beobachtungen geben ihm einen guten Einblick in die Aufgabe — einen Einblick, der dem Computer-Programm, wie wir es beschrieben haben, abgeht.


  Nun will ich aber sehr genau ausführen, was ich andeutete, als ich sagte, hier zeige sich ein Unterschied zwischen Mensch und Maschine. Ich meinte damit, daß es möglich ist, eine Maschine zur Lösung einer Routine-Aufgabe so zu programmieren, daß die Maschine selbst die offensichtlichsten Tatsachen über ihre Tätigkeit niemals wahrnimmt; zum menschlichen Bewußtsein jedoch gehört es, gewisse Tatsachen dessen, was man tut, wahrzunehmen. Aber das haben Sie schon immer gewußt. Wenn Sie auf einer Additionsmaschine „1“ tippen, dann 1 addieren und dann nochmals 1 addieren usw. usf. und das Stunden und Stunden lang, wird die Maschine nie lernen, Ihnen zuvorzukommen und es selbst zu tun. Und doch würde jeder Mensch dieses Wiederholungsverhalten sehr rasch aufgreifen. Oder, um ein etwas albernes Beispiel zu nehmen: ein Auto wird, so viel und so gut es auch gefahren wurde, niemals auf den Gedanken kommen, daß es andere Autos und Hindernisse auf der Straße meiden sollte, und es wird auch niemals die von seinem Eigentümer am häufigsten befahrene Route erlernen.


  Der Unterschied ist somit, daß es für eine Maschine möglich ist, unaufmerksam zu sein; für einen Menschen ist es unmöglich. Man beachte, daß ich nicht sage, alle Maschinen seien notwendigerweise unfähig, differenzierte Beobachtungen anzustellen: Ich sage nur, daß gewisse Maschinen es sind. Ich sage auch nicht, daß alle Menschen immer differenzierte Beobachtungen machen; Menschen sind in Wirklichkeit oft sehr unaufmerksam. Man kann aber Maschinen völlig unaufmerksam machen, Menschen jedoch nicht. Tatsächlich sind bis heute die meisten bisher gebauten Maschinen fast gänzlich unaufmerksam. Das ist wahrscheinlich der Grund, warum die Eigenschaft, unaufmerksam zu sein, für die meisten Leute das Charakteristikum der Maschine zu sein scheint. Wenn zum Beispiel jemand sagt, eine Aufgabe sei „mechanisch“, dann heißt das nicht, daß die Menschen unfähig sind, diese Aufgabe zu lösen; es heißt jedoch, daß nur eine Maschine es ohne Klage und ohne Langeweile immer und immer wieder tun könnte.


  Aus dem System hinausspringen


  Es ist eine der Intelligenz inhärente Eigenschaft, daß sie aus einer Tätigkeit, der sie sich widmet, hinausspringen und beurteilen kann, was sie getan hat — sie sucht immer und findet oft Muster. Nun sagte ich zwar, daß eine Intelligenz aus ihrer Tätigkeit hinausspringen kann, aber das bedeutet nicht, daß sie es immer tut. Doch wird ein bißchen Nachhilfe oft genügen. Z. B. könnte ein Mensch, der ein Buch liest, schläfrig werden. Anstatt weiterzulesen, bis er mit dem Buch zu Ende ist, wird er es wahrscheinlich weglegen und das Licht ausschalten. Er ist „aus dem System“ herausgetreten, und das scheint uns die natürlichste Sache der Welt zu sein. Oder nehmen wir an, daß A Fernsehen schaut und B ins Zimmer kommt und Zeichen offensichtlichen Unmuts über die Situation bekundet. A denkt vielleicht, daß er das Problem verstehe, und versucht die Schwierigkeit zu beheben, indem er das gegenwärtige System (das Fernsehprogramm) verläßt und die Kanäle durchprobiert, um ein besseres Programm zu erwischen. B hat vielleicht eine radikalere Vorstellung davon, was es bedeutet, das „System zu verlassen“ — nämlich den Fernseher abzuschalten. Natürlich gibt es Fälle, in denen nur wenige Personen den nötigen Überblick haben, um ein System zu erkennen, das das Leben vieler Menschen beherrscht, ein System, das nie zuvor überhaupt als System erkannt worden war; dann bringen diese Leute oft ihr ganzes Leben damit zu, andere Leute davon zu überzeugen, daß das System wirklich vorhanden ist und daß man es verlassen solle!


  Wie gut hat man die Computer gelehrt, aus dem System hinauszuspringen? Ich erwähne ein Beispiel, das manche Beobachter überraschte. Vor kurzem hatte bei einem Computer-Schachturnier in Kanada ein Programm — das schwächste von allen — die ungewöhnliche Eigenschaft aufzugeben, lange bevor die Partie zu Ende war. Es spielte nicht sehr gut, aber es hatte wenigstens den Vorzug, daß es eine hoffnungslose Stellung erkennen und sofort aufgeben konnte, anstatt zu warten, bis die anderen Programme das langweilige Ritual der Mattsetzung hinter sich gebracht hatten. Auch wenn es jede Partie, die es spielte, verlor, tat es das stilvoll. Viele der anwesenden Schachexperten waren beeindruckt. Wenn man also das „System“ definiert als „in einer Schachpartie Züge machen“, ist es klar, daß dieses Programm eine raffinierte vorprogrammierte Fähigkeit besaß, das System zu verlassen. Wenn man anderseits das „System“ als das auffaßt, „was der Computer zu tun programmiert wurde“, dann besteht kein Zweifel daß der Computer überhaupt keinerlei Fähigkeit besaß, das System zu verlassen.


  Beim Studium formaler Systeme ist die Unterscheidung zwischen der Arbeit innerhalb des Systems und den Aussagen und Beobachtungen über das System äußerst wichtig. Ich nehme an, daß Sie mit dem MU-Puzzle wie die meisten Leute begannen, indem Sie innerhalb des Systems arbeiteten, daß Sie dann allmählich besorgt wurden, und diese Sorge steigerte sich bis zu dem Punkt, wo Sie ohne die Notwendigkeit weiterer Überlegung aus dem System heraustraten und versuchten, sich klar zu werden, warum Ihnen nicht gelungen war, MU zu erzeugen. Vielleicht fanden Sie einen Grund, warum Sie das nicht konnten; das hieße Nachdenken über das System. Vielleicht erzeugten Sie irgendwann einmal MIU, das hieße innerhalb des Systems arbeiten. Nun soll das aber nicht bedeuten, daß diese beiden Betrachtungsweisen miteinander völlig unverträglich sind; ich bin sicher, daß jeder Mensch bis zu einem gewissen Grad fähig ist, innerhalb eines Systems zu arbeiten und gleichzeitig über das nachzudenken, was er tut. In Angelegenheiten, die den Menschen betreffen, ist es häufig so gut wie unmöglich, die Dinge säuberlich in „innerhalb des Systems“ und „außerhalb des Systems“ aufzuteilen; das Leben setzt sich aus so vielen ineinandergreifenden und miteinander verwobenen und oft widerspruchsvollen Systemen zusammen, daß es allzu einfach scheinen mag, die Dinge unter diesem Aspekt zu betrachten. Indes ist es oft wichtig, einfache Vorstellungen sehr klar zu definieren, damit man sie beim Nachdenken über komplizierte Vorstellungen als Modelle benutzen kann. Und das ist der Grund, warum ich Ihnen formale Systeme vorführe; und es ist an der Zeit, daß wir zu unserer Diskussion des MIU-Systems zurückkehren.


  M-Modus, I-Modus, U-Modus


  Das MU-Rätsel war so formuliert, daß es zu einer Forschertätigkeit innerhalb des MIU-Systems Anstoß gab. Es war aber auch so formuliert, daß es nicht zu der Ansicht verführen sollte, das Verbleiben innerhalb des Systems bringe notwendigerweise Früchte. Deshalb führte es zu einem gewissen Schwanken zwischen den beiden Arbeitsweisen. Eine Methode zur Trennung dieser beiden Modi wäre die, zwei Blätter zu nehmen. Auf dem einen arbeiten Sie „in Ihrer Eigenschaft als Maschine“, werden also das Blatt mit nichts als M's, I's und U's füllen; auf dem zweiten Blatt arbeiten Sie in Ihrer Eigenschaft als „denkendes Wesen“, und es steht Ihnen frei, zu tun was immer Ihre Intelligenz vorschlägt — den Gebrauch der deutschen Sprache, das Skizzieren von Ideen, das Arbeiten von hinten nach vorn, dann den Gebrauch von Kurzschrift (wie etwa des Buchstabens „x“), die Zusammenziehung verschiedener Schritte zu einem einzigen, die Änderung der Systemregeln, um zu sehen, was dabei herauskommt, oder was immer sonst Ihnen einfällt. Etwas, was Ihnen vielleicht auffällt, ist daß die Zahlen 3 und 2 eine wichtige Rolle spielen, da die I's in Dreiergruppen ausgemerzt werden, die U's in Paaren, und die Verdoppelung der Länge (ausgenommen M) durch Regel II erlaubt wird. So könnte auch das zweite Blatt ein paar Berechnungen enthalten. Wir werden gelegentlich auf diese zwei Arten, sich mit dem formalen System auseinanderzusetzen, zurückkommen, und wir nennen sie Mechanischen Modus (M-Modus) und Intelligenz-Modus (I-Modus). Um unsere Modi zu vervollständigen, so daß jeder einem Buchstaben des MIU-Systems entspricht, sei noch der letzte genannt: der Un-Modus (U-Modus), die Art und Weise, wie Zen sich mit den Dingen auseinandersetzt. Mehr darüber in späteren Kapiteln.


  Entscheidungsverfahren


  Etwas, das sich an diesem Rätsel beobachten läßt, ist, daß es Regeln mit zwei gegensätzlichen Tendenzen verwendet, die Verlängerungsregeln und die Verkürzungsregeln. Zwei Regeln (I und II) gestatten, die Kette zu verlängern (aber natürlich nur auf die vorgeschriebene sehr starre Art und Weise); und die zwei anderen, die Kette etwas schrumpfen zu lassen (wieder auf sehr eingeschränkte Art). Für die Reihenfolge, in der die Regeln angewendet werden können, gibt es anscheinend endlose Möglichkeiten, und das nährt die Hoffnung, daß MU irgendwie erzeugt werden könne. Vielleicht führt es dazu, die Kette bis zu einer gigantischen Länge auszudehnen, und dann ein Stück nach dem andern herauszunehmen, bis nur noch zwei Symbole übrigbleiben, oder, schlimmer noch, es könnte aufeinanderfolgende Phasen von Ausdehnung und dann wieder Schrumpfung und dann wieder Ausdehnung und Schrumpfung usw. mit sich bringen. Aber eine Garantie gibt es nicht. Tatsächlich haben wir ja bereits festgestellt, daß U überhaupt nicht herstellbar ist und es keinerlei Unterschied macht, wenn man bis in alle Ewigkeit verlängert und verkürzt.


  Doch scheinen der Fall U und der Fall MU ganz verschieden zu sein. Denn wir erkennen die Unmöglichkeit, U herzustellen, an einer sehr oberflächlichen Eigenschaft: Es beginnt nicht mit M, und das müssen doch alle SÄTZE tun. Eine solch einfache Methode, Nicht-SÄTZE zu entdecken, ist sehr bequem. Wer jedoch sagt uns, daß dieser Test alle Nicht-SÄTZE aufdeckt? Es muß doch eine große Anzahl von SÄTZEN geben, die mit M beginnen, die aber nicht erzeugbar sind. Vielleicht ist MU einer davon. Das würde bedeuten, daß der „Anfangsbuchstaben-Test“ von beschränkter Brauchbarkeit ist. Er deckt nur einen Teil der Nicht-SÄTZE auf, erfaßt andere aber nicht. Indessen verbleibt die Möglichkeit eines noch komplizierteren Tests, der zwischen den Ketten, die durch die Regeln hergestellt werden können, und denen, die es nicht tun, genau unterscheidet. Hier sehen wir uns vor der Frage: „Was meinen wir mit Test?“ Es ist vielleicht nicht klar, warum eine solche Frage in diesem Zusammenhang sinnvoll oder wichtig ist. Ich will jedoch ein Beispiel eines "Tests“ geben, das dem Sinn des Wortes Gewalt anzutun scheint.


  Stellen Sie sich einen Dämon vor, der unendlich viel Zeit hat, und dem es Spaß macht, Sätze des MIU-Systems zu produzieren, und das auf einigermaßen methodische Weise. Der Dämon könnte zum Beispiel so vorgehen:


  Schritt 1: Wende jede anwendbare Regel auf das Axiom MI an. Das ergibt zwei neue SÄTZE: MIU, MII.


  Schritt 2: Wende jede anwendbare Regel auf die in Schritt 1 erzeugten SÄTZE an. Das ergibt drei neue SÄTZE: MIIU, MIUIU, MIIII


  Schritt 3: Wende jede anwendbare Regel auf die in Schritt 2 erzeugten SÄTZE an. Das ergibt fünf neue SÄTZE: MIIIIU, MIIUIIU, MIUIUIUIU, MIIIIIIII, MUI.

  .

  .

  .


  Früher oder später erzeugt dieses Vorgehen jeden einzelnen SATZ, weil die Regeln in jeder möglichen Reihenfolge angewendet wurden (siehe Abb. 11). Irgendwann einmal werden alle die erwähnten Verlängerungen und Verkürzungen ausgeführt sein. Indessen ist nicht klar, wie lange man darauf warten muß, bis eine bestimmte Kette in dieser


  [image: Abb. 11.]


  Abb. 11. Ein systematisch konstruierter „Baum“ aller SÄTZE des MIU-Systems. Die N-te Stufe von oben enthält jene SÄTZE, deren Ableitungen genau N Schritte umfassen. Die Ziffern in den Ringen geben an, welche Regeln angewendet wurden. Ist MU irgendwo in diesem Baum?


  Liste erscheint, da die SÄTZE gemäß der Kürze ihrer Ableitung aufgeführt werden. Wenn man an einer besonderen Kette, wie z. B. MU interessiert ist, und nicht einmal weiß, ob sie überhaupt abgeleitet werden kann, und noch viel weniger, wie lang diese Ableitung sein könnte, ist das keine sehr brauchbare Anordnung.


  Wir geben nunmehr den „SATZheit-Test“:


  Warten Sie, bis die fragliche Kette hergestellt ist; wenn das geschieht, wissen Sie, daß sie ein SATZ ist — und wenn es nie geschieht, wissen Sie, daß sie kein SATZ ist.


  Auf den ersten Blick ist das lächerlich, denn es setzt voraus, daß wir bereit sind, buchstäblich unendlich lange auf unsere Antwort zu warten. Das bringt uns zum Kern der Frage, was als „Test“ gelten soll. Von entscheidender Wichtigkeit ist eine Garantie, daß wir unsere Antwort in einem endlichen Zeitabschnitt erhalten. Wenn es einen Test für SATZheit gibt, einen Test, der immer in einer endlichen Zeitspanne ein Ende findet, dann nennt man diesen Test ein Entscheidungsverfahren für das vorliegende formale System.


  Wenn Sie über ein Entscheidungsverfahren verfügen, dann haben Sie eine sehr konkrete Charakterisierung aller SÄTZE in dem System. Auf den ersten Blick könnte man vielleicht meinen, daß die Regeln und Axiome des formalen Systems eine nicht weniger vollständige Charakterisierung der SÄTZE des Systems liefern als ein Entscheidungsverfahren. Das heikle Wort ist hier „Charakterisierung“. Gewiß charakterisieren die Schlußregeln und Axiome des MIU-Systems implizit diejenigen Ketten, die SÄTZE sind. Sogar noch impliziter charakterisieren sie die Ketten, die nicht SÄTZE sind. Aber implizite Charakterisierung genügt für viele Zwecke nicht. Wenn jemand behauptet, daß er eine Charakterisierung aller SÄTZE besitze, aber unendlich viel Zeit zu dem Schluß braucht, daß eine gewisse Kette kein SATZ ist, wäre man wohl geneigt zu sagen, daß etwas an dieser Charakterisierung fehlt. Sie ist nicht konkret genug. Und aus diesem Grunde ist es ein sehr wichtiger Schritt, herauszufinden, ob es ein Entscheidungsverfahren gibt. Was diese Entdeckung tatsächlich bedeutet, ist, daß man einen Test darüber durchführen kann, ob eine Kette einen SATZ darstellt und daß der Test, auch wenn er kompliziert ist, garantiert ein Ende findet. Prinzipiell ist der Test genauso leicht, genauso mechanisch, genauso finit, genauso sicher, wie die Prüfung, ob der erste Buchstabe der Kette M ist. Ein Entscheidungsverfahren ist ein „Lackmus-Test“ für SÄTZE.


  Übrigens ist es eine Bedingung für formale Systeme, daß das Bündel von Axiomen durch ein Entscheidungsverfahren gekennzeichnet ist — es muß einen Lackmus-Test für Axiomheit geben. Das gewährleistet, daß man zumindest am Anfang ohne weiteres in Gang kommen kann. Das ist der Unterschied zwischen der Menge der Axiome und der Menge der SÄTZE; die erste hat immer ein Entscheidungsverfahren, die letzte braucht keines zu haben.


  Sie werden sicher zugeben, daß Sie sich beim ersten Blick auf das MIU-System genau diesem Problem gegenübersahen. Das einzige Axiom war bekannt, die Schluß-Regeln waren einfach, so waren die SÄTZE also implizit charakterisiert — und doch war es noch immer ganz unklar, was die Konsequenzen dieser Charakterisierung waren. Insbesondere war noch völlig unklar, ob MU ein SATZ ist oder nicht.


  


  [image: Abb. 12.]


  Abb. 12. Luftschloß, von M. C. Escher (Holzschnitt, 1928).


  Zweistimmige Invention


  oder


  Was die Schildkröte zu Achilles sagte


  von Lewis Carroll 1


  Achilles hatte die Schildkröte eingeholt und sich gemütlich auf ihrem Rücken niedergelassen.


  So haben wir also das Ende unserer Rennbahn erreicht?, sagte die Schildkröte. Obgleich sie TATSÄCHLICH aus einer unendlichen Reihe von Abständen besteht? Ich dachte, irgend so ein ganz Schlauer hätte bewiesen, daß es unmöglich sei?


  Es IST möglich, sagte Achilles. Man HAT es getan: Solvitur ambulando. Die Abstände werden eben immer KLEINER, und deshalb ...


  Wenn sie aber ständig GRÖSSER geworden wären? unterbrach die Schildkröte. Was dann?


  Dann wäre ich nicht hier, antwortete Achilles bescheiden, und SIE wären schon einige Male um die Welt gelaufen!


  Sie entzücken mich  ich meine, Sie ERDRÜCKEN mich, sagte die Schildkröte, denn Sie SIND OHNE ZWEIFEL ein Schwergewicht. Wollen Sie gern etwas über eine Rennbahn erfahren, von der die meisten Menschen glauben, daß man sie in zwei oder drei Schritten durchmessen kann, während sie IN WIRKLICHKEIT aus einer unendlichen Anzahl von Abständen besteht, von denen jeder länger als der vorhergehende ist?


  Aber sehr gern! sagte der griechische Held, und er entnahm seinem Helm (nur wenige griechische Helden besaßen zu jener Zeit TASCHEN) ein riesiges Notizbuch und einen Bleistift. Beginnen Sie! Und sprechen Sie bitte LANGSAM. Die STENOGRAPHIE ist noch nicht erfunden worden!


  Jener schöne erste Satz von Euklid, murmelte die Schildkröte verträumt. Sie bewundern Euklid?


  Leidenschaftlich. Zumindest insofern ich eine Abhandlung bewundern KANN, die erst in ein paar Jahrhunderten veröffentlicht werden wird.


  Nun gut. Nehmen wir einen kleinen Teil der Argumentation in diesem ersten Satz. Bitte schreiben Sie sie auf. Und um bequem mit ihnen umgehen zu können nennen wir sie A, B und Z:


  
    
      	
        A)

      

      	
        Sind zwei Dinge einem dritten gleich, so sind sie einander gleich.

      
    


    
      	
        B)

      

      	
        Die zwei Seiten dieses Dreiecks sind einer weiteren gleich.

      
    


    
      	
        Z)

      

      	
        Die zwei Seiten dieses Dreiecks sind einander gleich.

      
    

  


  Wer Euklid gelesen hat, wird wohl zugeben, daß Z logisch aus A und B folgt, so daß jeder, der A und B akzeptiert, Z als wahr akzeptieren muss?


  Ohne Zweifel. Das kleinste Kind in einem Gymnasium  sobald Gymnasien erfunden worden sind, was erst in etwa zweitausend Jahren der Fall sein wird  wird DAS zugeben.


  Und wenn ein Leser A und B noch NICHT als wahr akzeptiert hat, könnte er die SEQUENZ noch immer als GÜLTIG akzeptieren, nicht wahr?


  Sicher könnte es einen solchen Leser geben. Er könnte sagen: ,Ich akzeptiere als wahr den hypothetischen Satz, daß wenn A und B wahr sind, Z auch wahr sein muß, aber ich akzeptiere A und B NICHT als wahr. Ein solcher Leser wäre gut beraten, wenn er Euklid an den Nagel hängte und anfinge, Fußball zu spielen.


  Und könnte es nicht AUCH einen Leser geben, der sagen würde: ,Ich akzeptiere A und B als wahr, aber ich akzeptiere NICHT die Schlußfolgerung.'?


  Gewiss. Aber auch ER würde besser Fußball spielen.


  Und KEINER dieser Leser, fuhr die Schildkröte fort, steht BISHER unter logischem Zwang, Z als wahr zu akzeptieren?


  Gewiß, stimmte Achilles bei.


  Also gut. Ich möchte, daß Sie MICH als einen Leser der ZWEITEN Sorte betrachten und mich mit Mitteln der Logik dazu zwingen, Z als wahr zu akzeptieren.


  Eine Fußball spielende Schildkröte wäre ... begann Achilles.


  ... eine Anomalität, natürlich, unterbrach die Schildkröte hastig. Zur Sache: Zuerst Z und dann Fußball.


  Ich soll Sie also zwingen, Z zu akzeptieren, sagte Achilles nachdenklich. Und Ihre gegenwärtige Position ist die, daß Sie A und B akzeptieren, NICHT ABER die Schlußfolgerung ...


  Nennen wir sie C, sagte die Schildkröte.


  ... aber Sie akzeptieren NICHT


  
    
      	
        C)

      

      	
        Wenn A und B wahr sind, muß Z wahr sein.

      
    

  


  Das ist meine gegenwärtige Position, sagte die Schildkröte.


  Dann muß ich Sie bitten, C zu akzeptieren.


  Ich werde das tun, sagte die Schildkröte, sobald Sie es in Ihrem Notizbuch niedergeschrieben haben. Was steht sonst noch drin?


  Nur ein paar Aufzeichnungen, sagte Achilles und blätterte nervös in dem Buch, ein paar Aufzeichnungen über die Schlachten, in denen ich mich hervorgetan habe.


  Viele unbeschriebene Blätter, wie ich sehe, sagte die Schildkröte fröhlich. Wir werden sie ALLE brauchen! (Achilles schaudert) Nun schreiben Sie auf, was ich Ihnen diktiere:


  
    
      	
        A)

      

      	
        Sind zwei Dinge einem dritten gleich, so sind sie einander gleich.

      
    


    
      	
        B)

      

      	
        Die zwei Seiten dieses Dreiecks sind einer weiteren gleich.

      
    


    
      	
        C)

      

      	
        Wenn A und B wahr sind, muß Z wahr sein.

      
    


    
      	
        Z)

      

      	
        Die zwei Seiten dieses Dreiecks sind einander gleich.

      
    

  


  Sie sollten es D nennen, nicht Z, sagte Achilles. Es FOLGT unmittelbar den drei andern. Wenn Sie A und B und C akzeptieren, MÜSSEN Sie Z akzeptieren.


  Und warum muß ich das?


  Weil es LOGISCH daraus folgt. Wenn A und B und C wahr sind, muss Z wahr sein. DAS können Sie wohl nicht bestreiten?


  Wenn A und B und C wahr sind, muss Z wahr sein, wiederholte die Schildkröte nachdenklich. Das ist WIEDER eine Behauptung, nicht wahr? Und wenn ich ihre Wahrheit nicht einsähe, könnte ich A und B und C annehmen, und Z IMMER noch nicht akzeptieren, nicht wahr?


  Ja gewiß, gab der aufrichtige Held zu, wenn auch solche Dickköpfigkeit gewiß phänomenal wäre. Immerhin ist es MÖGLICH. Ich muß Sie also bitten, mir EINE weitere Behauptung zu gewähren.


  Schön, ich gewähre sie Ihnen, sobald Sie sie notiert haben. Wir wollen sie D nennen.


  
    
      	
        D)

      

      	
        Wenn A und B und C wahr sind, muß Z wahr sein.

      
    

  


  Haben Sie das notiert?


  GEWISS, rief Achilles freudig aus, während er den Bleistift wegsteckte. Endlich sind wir am Ende dieser gedanklichen Rennbahn. Da Sie nun A und B und C und D akzeptiert haben, akzeptieren Sie NATÜRLICH auch Z.


  So?, fragte die Schildkröte unschuldig. Machen wir uns das ganz klar. Ich akzeptiere A und B und C und D. Und wenn ich mich NOCH IMMER weigere, Z zu akzeptieren?


  Dann würde die Logik Sie an der Gurgel packen und Sie ZWINGEN, das zu tun, antwortete Achilles triumphierend. Die Logik würde Ihnen sagen: ,Sie können gar nicht anders. Da Sie A und B und C und D akzeptiert haben, MÜSSEN Sie Z akzeptieren!' Sie haben gar keine andere Wahl.


  Was immer die LOGIK mir freundlicherweise sagt, verdient es, AUFGESCHRIEBEN zu werden, sagte die Schildkröte. Tragen Sie es also bitte in Ihr Buch ein. Wir nennen es:


  
    
      	
        E)

      

      	
        Wenn A und B und C und D wahr sind, muß Z wahr sein.

      
    

  


  Bis ich DAS zugegeben habe, brauche ich Z natürlich nicht zuzugeben. Es ist also ein durchaus NOTWENDIGER Schritt, nicht wahr?


  Ich verstehe, sagte Achilles, und in seiner Stimme lag ein bißchen Traurigkeit.


  Hier mußte der Erzähler, der dringende Geschäfte auf der Bank zu erledigen hatte, das glückliche Paar verlassen, und erst nach einigen Wochen kam er wieder an diesen Ort. Achilles saß immer noch auf dem Rücken der geduldigen Schildkröte und schrieb in sein Notizbuch, das fast voll zu sein schien. Die Schildkröte sagte: Haben Sie diesen letzten Schritt notiert? Wenn ich nicht den Faden verloren habe, macht das eintausendundeins. Es kommen noch einige Millionen dazu. Und WÜRDEN Sie bitte, als persönlichen Gefallen, sich überlegen, wieviel Lehrreiches dieses unser Gespräch den Logikern des 19. Jahrhunderts liefern wird? WÜRDEN Sie bitte einen Kalauer sich zu eigen machen, den meine Base, die Falsche Schildkröte, dann machen wird, und gestatten, daß Sie in Griech-Tier umbenannt werden?


  Wie Sie wollen, antwortete der müde Krieger in den hohlen Tönen der Verzweiflung und vergrub sein Gesicht in seinen Händen. Vorausgesetzt daß SIE IHRERSEITS einen Kalauer akzeptieren, den die Falsche Schildkröte nie gemacht hat, und gestatten, daß Sie von jetzt an die Schnellzüngigste aller Nervensägen heißen!


  KAPITEL II


  Bedeutung und Form in der

  Mathematik


  DIESER Zweistimmigen Invention verdanken meine beiden Protagonisten ihre Existenz. So wie Lewis Carroll sich mit Zenos Schildkröte und Achilles gewisse Freiheiten herausnahm, so habe ich mir mit Lewis Carrolls Schildkröte und Achilles gewisse Freiheiten erlaubt. In Carrolls Dialog finden die gleichen Ereignisse immer und immer wieder statt, nur jedes Mal auf einer höheren Ebene. Er bildet eine wunderbare Analogie zu Bachs Endlos Redupliziertem Kanon. Wenn man aus dem Dialog Carrolls den Witz herausnimmt, bleibt noch immer ein tiefes philosophisches Problem: Richten sich Wörter und Gedanken nach formalen Regeln oder nicht? Dies ist das zentrale Problem unseres Buches.


  In diesem und im nächsten Kapitel werden wir verschiedene neue formale Systeme betrachten. Das wird uns einen viel weiteren Ausblick auf den Begriff des „formalen Systems“ geben. Am Ende dieser beiden Kapitel sollten Sie eine gute Vorstellung von der Leistungsfähigkeit formaler Systeme haben, und auch davon, warum sie für Mathematiker und Logiker von Interesse sind.


  Das pg-System


  Das in diesem Kapitel behandelte System heißt pg-System. Es ist für Mathematiker und Logiker nicht wichtig — es handelt sich bloß um eine einfache, von mir selbst erfundene Sache. Wichtig ist es, weil es ein vortreffliches Beispiel für viele Gedanken bietet, die in diesem Buch eine wichtige Rolle spielen. Im pg-System gibt es drei verschiedene Symbole:


  p g −


  — die Buchstaben p und g und den Bindestrich.


  Das pg-System hat eine unendliche Anzahl von Axiomen. Da wir sie nicht alle niederschreiben können, müssen wir eine andere Methode haben, um sie zu beschreiben. Tatsächlich wollen wir ja mehr als einfach eine Beschreibung der Axiome; wir wollen eine Methode, die uns erlaubt, festzustellen, ob eine bestimmte Kette ein Axiom ist oder nicht. Eine bloße Beschreibung der Axiome könnte sie vielleicht vollständig, aber eben doch nur schwach charakterisieren — das war ja das Problem bei der Charakterisierung der Sätze im MIU-System. Wir wollen uns nicht eine unbestimmte, möglicherweise unendlich lange Zeitspanne damit abquälen, herauszufinden, ob eine gewisse Kette ein Axiom ist oder nicht. Deshalb werden wir die Axiome so definieren, daß ein offensichtliches Entscheidungsverfahren dafür existiert, ob eine aus p's, g's und Bindestrichen bestehende Kette ein Axiom ist.


  DEFINITION: xp−gx − ist ein Axiom, wenn x nur aus Bindestrichen besteht.


  Beachten Sie, daß „x“ beide Male für die gleiche Kette von Bindestrichen stehen muß. Z. B. ist −−p−g−−− ein Axiom. Der Ausdruck „xp−gx−“ ist natürlich kein Axiom (weil „x“ nicht zum pg-System gehört); es ist eher eine Form, in die alle Axiome gegossen werden, und heißt Axiomen-Schema.


  Das pg-System besitzt nur eine einzige Erzeugungsregel:


  REGEL: Angenommen x, y und z stehen alle für einzelne Ketten, die nur Bindestriche enthalten, und angenommen, daß man weiß, daß xpygz ein SATZ ist. Dann ist xpy −gz − ein Satz.


  Nehmen wir z. B. x als „−−“, y als „−−−“, und z als „−“. Die Regel sagt uns:


  Wenn −−p−−−g− sich als SATZ erweist, dann auch −−p−−−−g−−.


  Wie das für die Erzeugungsregeln typisch ist, bedeutet diese Aussage eine Kausalverknüpfung zwischen zwei Ketten in ihrer Eigenschaft als SÄTZE, ohne aber zu behaupten, daß jede einzelne von ihnen allein ein SATZ sei.


  Eine äußerst nützliche Übung ist die, ein Entscheidungsverfahren für die SÄTZE des pg-Systems zu finden. Schwierig ist das nicht, wenn Sie eine Zeitlang damit gespielt haben, kommen sie wahrscheinlich darauf. Versuchen Sie es.


  Das Entscheidungsverfahren


  Ich nehme an, Sie haben's versucht. Zunächst möchte ich, auch wenn es zu offensichtlich scheint, als daß man es erwähnen müßte, darauf hinweisen, daß jeder SATZ des pg-Systems drei verschiedene Gruppen von Bindestrichen enthält und daß die trennenden Elemente ein p und ein g — in dieser Reihenfolge — sind. (Man kann das mit einem auf „Vererblichkeit“ beruhenden Beweisgang zeigen, genauso wie wir zeigen konnten, daß alle SÄTZE des MIU-Systems mit M beginnen müssen.) Das bedeutet, daß wir rein aus formalen Gründen eine Kette wie −−p−−p−−p−−g−−−−−−−− ausschalten können.


  Nun mag es albern erscheinen, den Ausdruck „rein aus formalen Gründen“ zu betonen. Was besitzt eine Kette anderes als ihre Form? Was könnte sonst noch bei der Bestimmung ihrer Eigenschaften eine Rolle spielen? Offensichtlich nichts. Denken Sie aber während der Diskussion formaler Systeme daran: der Begriff der „Form“ wird immer komplizierter und abstrakter werden, und wir werden über die Bedeutung des Wortes „Form“ noch mehr nachdenken müssen. Nennen wir also jede Kette, die mit einer Gruppe von Bindestrichen beginnt, auf die dann ein p, eine zweite Bindestrichgruppe sowie ein g folgt und die mit einer letzten Bindestrichgruppe aufhört, eine wohlgeformte Kette.


  Zurück zum Entscheidungsverfahren ... Das Kriterium dafür, daß ein SATZ vorliegt, ist, daß sich die Bindestrichlängen der ersten beiden Gruppen zu der der dritten addieren. Z. B. ist −−p−−−g−−−−− ein SATZ, da 2 plus 2 4 gibt, während −−p−−g− keiner ist, da 2 plus 2 ungleich 1 ist. Um zu erkennen, daß das wirklich ein Kriterium ist, betrachten wir zuerst das Axiomen-Schema. Offensichtlich erzeugt es nur Axiome, die diesem Kriterium der Addition genügen. Man betrachte sodann die Erzeugungsregel: Wenn die erste Kette dem Additionskriterium genügt, dann muß es auch die zweite tun — und umgekehrt, wenn die erste Kette ihm nicht genügt, tut es auch die zweite nicht. Die Regel macht das Additionskriterium zu einer vererbbaren Eigenschaft der SÄTZE: Jeder SATZ gibt die Eigenschaft an seinen Nachfolger weiter. Das zeigt, warum das Additionskriterium korrekt ist.


  Es gibt übrigens eine Tatsache im pg-System, die uns ermöglicht, mit Zuversicht zu sagen, daß es ein Entscheidungsverfahren besitzt, sogar noch bevor man das Additionskriterium findet. Diese Tatsache ist die, daß das pg-System nicht durch die einander widerstrebenden Strömungen der Verlängerungs- und Verkürzungs-Regeln kompliziert wird; es besitzt nur Verlängerungs-Regeln. Jedes formale System, das uns sagt, wie man längere aus kürzeren SÄTZEN machen kann, niemals aber das Gegenteil, muß für seine SÄTZE ein Entscheidungsverfahren besitzen. Nehmen wir an, man lege uns eine Kette vor. Prüfen wir zuerst, ob es sich um ein Axiom handelt oder nicht. (Ich nehme an, daß es ein Entscheidungsverfahren dafür gibt, ob es sich um Axiome handelt; sonst ist alles hoffnungslos.) Wenn es sich um ein Axiom handelt, dann ist es definitionsgemäß ein SATZ, und der Test ist zu Ende. Nehmen wir aber an, es handle sich nicht um ein Axiom. Um ein SATZ zu sein, muß es gemäß einer der Regeln von einer kürzeren Kette abstammen. Indem wir nacheinander die verschiedenen Regeln prüfen, können wir nicht nur die Regeln identifizieren, die möglicherweise diese Kette hervorbringen konnten, sondern auch feststellen, welche kürzeren Ketten ihre Vorläufer im „Stammbaum“ sein könnten. Auf diese Weise „reduziert“ man das Problem auf die Feststellung, ob eine von irgendwelchen neuen, aber kürzeren Ketten einen SATZ darstellt. Jede von ihnen kann ihrerseits demselben Test unterworfen werden. Das schlimmste, was geschehen kann, ist eine Flut von immer mehr, aber immer kürzeren Ketten, die getestet werden müssen. Während wir auf diese Weise unseren Weg langsam nach rückwärts gehen, müssen wir der Quelle aller SÄTZE — den Axiomen-Schemata — näherkommen. Aber die Ketten können nicht ad infinitum kürzer und kürzer werden; deshalb werden wir schließlich finden, daß eine unserer kurzen Ketten ein Axiom ist, oder wir kommen zu einem Punkt, an dem es nicht mehr weiter geht, weil keine unserer kurzen Ketten ein Axiom ist, und keine noch weiter verkürzt werden kann, wenn man die eine oder andere Regel rückläufig anwendet. Das zeigt, daß formale Systeme, die lediglich Verlängerungs-Regeln enthalten, nicht übermäßig interessant sind; erst das Zusammenspiel von Verlängerungs- und Verkürzungs-Regeln verleiht formalen Systemen eine gewisse Faszination.


  Bottom-up — Top-down


  Die obige Methode könnte man als top-down-Entscheidungsverfahren („von oben nach unten“) bezeichnen, im Gegensatz zu dem bottom-up-Verfahren („von unten nach oben“), das ich jetzt angeben werde. Es erinnert stark an die systematische SATZerzeugende Methode des Dämonen im MIU-System, wird aber durch das Vorhandensein eines Axiomenschemas kompliziert. Wir bilden einen „Eimer“, in den wir die SÄTZE so werfen, wie sie anfallen. Das geht so vor sich:


  
    
      	
        1a)

      

      	
        Wirf das einfachste Axiom (−p−g−−) in den Eimer.

      
    


    
      	
        1b)

      

      	
        Wende die Schlußregel auf den SATZ im Eimer an, und tue das Ergebnis in den Eimer.

      
    


    
      	
        2a)

      

      	
        Wirf das zweiteinfachste Axiom in den Eimer.

      
    


    
      	
        2b)

      

      	
        Wende die Regel auf jede Kette im Eimer an, und wirf alle Ergebnisse in den Eimer.

      
    


    
      	
        3a)

      

      	
        Wirf das dritteinfachste Axiom in den Eimer.

      
    


    
      	
        3b)

      

      	
        Wende die Regel auf jede Kette im Eimer an, und wirf alle Ergebnisse in den Eimer.

      
    


    
      	

      	
        usw. usw.

      
    

  


  Eine kurze Überlegung zeigt, warum wir auf diese Weise unfehlbar jeden SATZ des pg-Systems erhalten werden. Außerdem wird der Eimer mit der Zeit mit immer längeren SÄTZEN gefüllt. Das ist wiederum eine Folge davon, daß es keine Verkürzungs-Regel gibt. Wenn wir also eine bestimmte Kette besitzen, z. B. −−p−−−g−−−−−, von der wir herausfinden wollen, ob sie ein SATZ ist, folgen wir einfach den numerierten Schritten und halten dabei immer Ausschau nach der in Frage stehenden Kette. Wenn sie auftaucht — SATZ! Wenn an einem gewissen Punkt alles, was in den Eimer geworfen wird, länger ist als die Kette, vergessen Sie es — sie ist kein SATZ! Dieses Entscheidungsverfahren verläuft „bottom-up“, weil es sich von den Grundvoraussetzungen, d. h. den Axiomen, nach oben bewegt. Das vorhergehende Verfahren verläuft „top-down“, weil es genau umgekehrt vorgeht: Es geht nach unten zu den Grundvoraussetzungen.


  Isomorphie schafft Bedeutung


  Nun kommen wir zum Zentralproblem dieses Kapitels, ja dieses Buches. Vielleicht haben Sie sich im stillen bereits gesagt, daß die pg-SÄTZE wie Additionen sind. Die Kette −−p−−−g−−−−− ist ein SATZ, weil 2 plus 3 gleich 5 ist. Es konnte Ihnen sogar einfallen, daß −−p−−−g−−−−− eine in etwas seltsamer Notation niedergeschriebene Aussage ist, deren Bedeutung die ist, daß 2 plus 3 gleich 5 ist. Ist das eine vernünftige Betrachtungsweise? Nun, ich habe absichtlich „p“ gewählt, um Sie an „plus“, und „g“, um Sie an „gleich“ zu erinnern ... Bedeutet also die Kette −−p−−−g−−−−− tatsächlich „2 plus 3 gleich 5“?


  Wie kommen wir dazu? Meine Antwort ist die, daß wir zwischen pg-SÄTZEN und Additionen eine Isomorphie entdeckt haben. In der Einleitung wurde das Wort „Isomorphie“ als eine informationsbewahrende Transformation definiert. Wir können nunmehr etwas tiefer in diesen Begriff eindringen und ihn in einer andern Perspektive sehen. Das Wort „Isomorphie“ ist anwendbar, wenn zwei komplexe Strukturen aufeinander abgebildet werden können, und zwar so, daß es für jeden Teil der einen Struktur einen entsprechenden Teil der anderen Struktur gibt, wobei „entsprechend“ bedeutet, daß die beiden Teile in ihren jeweiligen Strukturen eine ähnliche Rolle spielen. Dieser Gebrauch des Wortes „Isomorphie“ ist von einem präziseren mathematischen Begriff abgeleitet.


  Für einen Mathematiker, der zwischen zwei ihm bekannten Strukturen eine Isomorphie findet, ist das Grund zum Frohlocken. Es kommt oft wie ein Blitz aus heiterem Himmel und ist eine Quelle des Staunens. Die Entdeckung einer Isomorphie zwischen zwei bekannten Strukturen stellt einen bedeutenden Fortschritt im Wissen dar — und ich behaupte, daß es derartige Entdeckungen von Isomorphien sind, die im menschlichen Gehirn Bedeutungen schaffen. Ein abschließendes Wort dazu: Da sie in den verschiedensten Formen und Gestalten auftreten können, ist es nicht immer ganz klar, ob man tatsächlich eine Isomorphie gefunden hat. So ist „Isomorphie“ ein Wort mit der üblichen Unbestimmtheit aller Wörter — was ein Mangel, aber auch ein Vorteil ist.


  In unserm Fall liegt ein vortreffliches Beispiel für den Begriff der Isomorphie vor. Es gibt eine „niedrigere Stufe“ unserer Isomorphie — d. h. eine Abbildung der Teile der beiden Strukturen aufeinander:


  
    
      	
        p

      

      	
        [image: arr_lr.png]

      

      	
        plus

      
    


    
      	
        g

      

      	
        [image: arr_lr.png]

      

      	
        gleich

      
    


    
      	
        −
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        eins

      
    


    
      	
        −−
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        zwei

      
    


    
      	
        −−−
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        drei

      
    


    
      	

      	
        etc.

      

      	
    

  


  Diese Entsprechung von Symbolen und Wörtern hat einen Namen: Interpretation.


  Zweitens: auf einer höheren Ebene liegt eine Entsprechung zwischen wahren Aussagen und SÄTZEN vor. Man beachte jedoch sorgfältig, daß diese Entsprechung auf höherer Ebene ohne die vorhergehende Wahl einer Interpretation der Symbolik nicht festzustellen wäre. Es wäre also genauer, sie als eine Entsprechung zwischen wahren Aussagen und interpretierten SÄTZEN zu beschreiben. Auf jeden Fall haben wir eine „zweistöckige“ Entsprechung dargestellt, und das ist für jede Isomorphie kennzeichnend.


  Wenn man sich einem formalen System gegenübersieht, von dem man nichts weiß, in dem man aber eine verborgene Bedeutung zu entdecken hofft, dann besteht das Problem darin, wie man den Symbolen eine bedeutungstragende Interpretation so zuordnet, daß sich zwischen Aussagen und SÄTZEN eine Entsprechung auf höherer Ebene ergibt. Man muß vielleicht vorläufig im dunkeln tappen, ehe man einen guten Vorrat an Wörtern hat, die man den Symbolen zuordnen kann. Das ist sehr ähnlich dem „Knacken“ eines Codes oder der Entschlüsselung einer unbekannten Sprache wie „Linear B“ in Kreta: Man kann nur mit Versuch und Irrtum auf der Basis wohlüberlegten Ratens arbeiten. Ist man auf eine gute Wahl verfallen, eine „bedeutungstragende“ Wahl, dann stellt sich plötzlich das Gefühl der Stimmigkeit ein, und das beschleunigt die Arbeit ungemein. Sehr bald findet dann auch alles andere seinen richtigen Ort. Wie spannend ein solches Vorgehen ist, hat John Chadwick in The Decipherment of Linear B gut geschildert.


  Es ist aber zumindest ungewöhnlich, daß jemand in die Lage kommt, ein formales System, das bei der Ausgrabung einer verschollenen Zivilisation auftaucht, zu entschlüsseln. Mathematiker (und in neuerer Zeit auch Linguisten, Philosophen und andere) sind die einzigen, die mit formalen Systemen umgehen, und sie denken bei den formalen Systemen, die sie gebrauchen und publizieren, unweigerlich an eine Interpretation. Ihre Absicht ist es, ein formales System zu etablieren, dessen SÄTZE isomorph einen Teilbereich der Wirklichkeit wiedergeben. In solchen Fällen ist die Wahl der Symbole stark motiviert, genauso wie die Wahl typographischer Erzeugungsregeln. Als ich das pg-System entwarf, befand ich mich in dieser Lage. Sie sehen nun, warum ich gerade diese Symbole wählte. Es ist kein Zufall, daß die SÄTZE der Addition isomorph sind: Es geschah, weil ich absichtlich eine Methode suchte, die die Addition typographisch widerspiegelt.


  Bedeutungsleere und bedeutungstragende Interpretationen


  Sie können andere Interpretationen als meine wählen. Sie brauchen nicht jeden SATZ wahr sein zu lassen. Es hätte aber sehr wenig Sinn, eine Interpretation vorzunehmen, in der z. B. alle SÄTZE sich als falsch erwiesen, und gewiß noch weniger eine, bei der überhaupt keine Korrelation, weder positiv noch negativ, zwischen den SÄTZEN und der Wahrheit bestünde. Nehmen wir somit eine Unterscheidung zwischen zwei Interpretationstypen eines formalen Systems vor. Zunächst kann es eine bedeutungsleere Interpretation geben, also eine, bei der wir keine isomorphe Beziehung zwischen den SÄTZEN des Systems und der Wirklichkeit erkennen. Solche Interpretationen sind in Hülle und Fülle vorhanden — irgendeine Zufallsauswahl genügt; z. B.:


  
    
      	
        p
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        Pferd

      
    


    
      	
        g
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        glücklich

      
    


    
      	
        −
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        Apfel

      
    

  


  Nun erhält −p−g−− eine neue Interpretation: „Apfel Pferd Apfel glücklich Apfel Apfel“ — eine poetische Wendung, die vielleicht Pferden zusagt und sie vielleicht sogar dazu bringt, dieser Interpretation von pg-Ketten den Vorzug zu geben. Indessen hat diese Interpretation sehr wenig Bedeutung; denn so interpretiert klingen die SÄTZE weder besser noch wahrer als Nicht-SÄTZE. Ein Pferd mag „glücklich glücklich glücklich Apfel Pferd“ (auf ggg−p abgebildet) wie jeden anderen interpretierten SATZ genießen.


  Die andere Art der Interpretation nennen wir bedeutungstragend. Bei einer solchen korrespondieren SÄTZE und Wahrheiten — d. h., zwischen SÄTZEN und einem gewissen Teil der Wirklichkeit besteht eine Isomorphie. Deshalb ist es nützlich, zwischen Interpretationen und Bedeutungen zu unterscheiden. Irgendein x-beliebiges Wort kann als Interpretation von „p“ verwendet werden, aber „plus“ ist die einzige bedeutungstragende Wahl, auf die wir gestoßen sind. Kurz, die Bedeutung von „p“ ist anscheinend „plus“, wenn auch Millionen anderer Interpretationen möglich sind.


  Aktive Bedeutungen — passive Bedeutungen


  Zu Ende gedacht, ist die wichtigste Tatsache in diesem Kapitel vielleicht die: Das pg-System scheint uns zu der Erkenntnis zu zwingen, daß Symbole eines formalen Systems, obgleich ursprünglich ohne Bedeutung, notgedrungen so etwas wie „Bedeutung“ annehmen, zumindest wenn eine Isomorphie festgestellt worden ist. Der Unterschied zwischen der Bedeutung innerhalb eines formalen Systems und der innerhalb einer Sprache ist jedoch sehr wichtig. Er besteht aus folgendem: Wenn wir die Bedeutung eines Wortes in einer Sprache gelernt haben, machen wir neue, auf der Bedeutung dieses Wortes beruhende Aussagen. Die Bedeutung wird gewissermaßen aktiv, da sie eine neue Regel für die Erzeugung von SÄTZEN schafft. Das heißt, daß unsere Beherrschung einer Sprache nicht einem Fertigprodukt vergleichbar ist: Die Erzeugungsregeln nehmen zu, wenn wir neue Bedeutungen lernen. In einem formalen System jedoch sind die SÄTZE durch die Erzeugungsregeln vordefiniert. Wir können „Bedeutungen“ wählen, die auf einer Isomorphie (falls wir eine finden können) zwischen SÄTZEN und wahren Aussagen beruhen. Das gibt uns aber nicht die Freiheit, den gefundenen SÄTZEN neue SÄTZE hinzuzufügen. Das ist es, wovor uns die Formalitätsbedingungen in Kapitel I gewarnt haben.


  Im MIU-System gab es natürlich keine Versuchung, über die vier Regeln hinauszugehen, weil eine Interpretation weder gesucht noch gefunden wurde. In unserem neuen System jedoch könnte man sich durch die neugefundene „Bedeutung“ jedes Symbols dazu verleiten lassen, die Kette als SATZ aufzufassen. Zumindest könnte man wünschen, daß diese Kette ein SATZ sei. Aber Wünschen ändert nichts an der Tatsache, daß sie es nicht ist. Und ein ernsthafter Fehler wäre es, zu meinen, daß diese Kette ein SATZ sein „muß“, bloß weil 2 plus 2 plus 2 plus 2 gleich 8 ist. Es wäre sogar irreführend, wollte man dieser Kette überhaupt eine Bedeutung geben, da sie ja nicht wohlgeformt ist, und unsere bedeutungstragende Interpretation beruht gänzlich darauf, daß wir wohlgeformte Ketten betrachtet haben.


  In einem formalen System muß die Bedeutung passiv bleiben; wir können jede Kette gemäß der Bedeutung der sie konstituierenden Symbole lesen, haben aber nicht das Recht, neue SÄTZE lediglich auf der Grundlage der ihren Symbolen zugeschriebenen Bedeutung aufzustellen. Interpretierte formale Systeme stehen auf der Grenze zwischen Systemen ohne Bedeutung und Systemen mit Bedeutung. Die Ketten kann man so auffassen, daß sie Dinge „ausdrücken“, aber das darf nur als Folge der formalen Eigenschaften des Systems geschehen.


  Doppelbedeutung!


  Und jetzt will ich jegliche Illusion zerstören, daß wir die Bedeutungen für die Symbolik des pg-Systems gefunden haben. Betrachten wir die folgende Zuordnung:
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  Nun hat −−p−−−g−−−−− eine neue Interpretation: „2 ist gleich 3 weggenommen von 5“. Selbstverständlich eine wahre Aussage. Alle SÄTZE sind bei dieser neuen Interpretation wahr. Sie ist genauso bedeutungstragend wie die alte. Offensichtlich ist die Frage: „Aber was ist die Bedeutung der Kette?“ nicht sehr sinnvoll. Eine Interpretation ist bedeutungstragend in dem Grade, in dem sie eine Isomorphie mit der wirklichen Welt präzis widerspiegelt. Sind verschiedene Aspekte der wirklichen Welt isomorph (in diesem Fall Addition und Subtraktion), kann ein einziges formales System zu beiden isomorph sein und somit zwei passive Bedeutungen haben. Diese Art Doppelwertigkeit von Symbolen und Ketten ist ein äußerst wichtiges Phänomen. An dieser Stelle scheint sie trivial , kurios und ärgerlich, sie wird aber in tieferliegenden Zusammenhängen wieder auftreten und eine große Fülle von Ideen mit sich bringen.


  Hier eine Zusammenfassung unserer Beobachtungen am pg-System. Bei jeder der beiden bedeutungstragenden Interpretationen, die wir gegeben haben, hat jede wohlgeformte Kette als Entsprechung eine grammatikalische Behauptung — einige dieser Behauptungen sind wahr, andere falsch. Der Begriff der wohlgeformten Kette in einem formalen System besagt, daß es sich um diejenigen Ketten handelt, die, wenn wir ein Symbol nach dem andern interpretieren, grammatikalisch richtige Ausdrücke ergeben. (Das hängt natürlich von der Interpretation ab, aber im allgemeinen schwebt einem eine gewisse Interpretation vor.) Unter den wohlgeformten Ketten gibt es solche, die SÄTZE sind. Diese sind durch ein Axiomenschema und eine Erzeugungsregel definiert. Mit der Erfindung des pg-Systems bezweckte ich, die Addition zu imitieren: Ich wollte, daß jeder SATZ, wenn interpretiert, eine richtige Addition ausdrücken würde; umgekehrt wollte ich, daß jede richtige Addition von genau zwei positiven ganzen Zahlen sich in eine Kette übersetzen lasse, die dann ein SATZ wäre. Dieses Ziel wurde erreicht. Man beachte also, daß alle unrichtigen Additionen, z. B. „2 plus 3 gleich 6“ auf Ketten abgebildet werden, die wohlgeformt, aber keine SÄTZE sind.


  Formale Systeme und Wirklichkeit


  Dies ist unser erstes Beispiel des Falles, daß ein formales System auf einem Teil der Wirklichkeit beruht und sie perfekt nachzuahmen scheint, da die SÄTZE den Wahrheiten über diesen Ausschnitt aus der Wirklichkeit isomorph sind. Doch sind Wirklichkeit und formales System voneinander unabhängig. Niemand braucht sich bewußt zu sein, daß zwischen beiden eine Isomorphie besteht. Beide stehen für sich — eins plus eins gleich zwei, gleichgültig ob wir wissen, daß −p−g−− ein SATZ ist; und −p−g−− ist immer noch ein SATZ, ob wir es mit Addition in Zusammenhang bringen oder nicht.


  Man fragt sich vielleicht, ob die Erzeugung dieses oder eines anderen formalen Systems neues Licht auf die Wahrheiten in ihrem Interpretationsbereich wirft. Hat die Erzeugung von pg-SÄTZEN uns irgendwelche neuen Additionen gelehrt? Sicher nicht. Aber wir haben etwas über das Wesen der Addition als eines Prozesses gelernt, nämlich daß sie ohne Schwierigkeit durch eine typographische Regel über bedeutungsleere Symbole nachgeäfft werden kann. Das sollte keine besondere Überraschung sein, da „Addition“ ja ein so einfacher Begriff ist. Jedermann weiß, daß man die Addition mit den sich drehenden Rädern einer Vorrichtung wie etwa einer Ladenkasse einfangen kann.


  Es ist jedoch klar, daß wir, was formale Systeme anbelangt, noch kaum die Oberfläche geritzt haben. Es ist natürlich, sich zu fragen, welcher Teil der Wirklichkeit sich durch eine Anzahl bedeutungsleerer Symbole, die formalen Regeln gehorchen, nachahmen läßt. Läßt sich die Wirklichkeit in ihrer Gesamtheit in ein formales System verwandeln? In einem sehr allgemeinen Sinn könnte die Antwort anscheinend „ja“ lauten. Man könnte z. B. annehmen, daß die Wirklichkeit selber nichts anderes sei, als ein einziges sehr kompliziertes formales System. Seine Symbole bewegen sich nicht auf dem Papier, sondern vielmehr in einem dreidimensionalen Vakuum (Raum); sie sind die Elementarteilchen, aus denen sich alles zusammensetzt. (Stillschweigende Annahme: daß die absteigende Kette von der Materie einmal ein Ende nimmt, so daß der Ausdruck „Elementarteilchen“ einen Sinn hat.) Die „typographischen Regeln“ sind die physikalischen Gesetze, die angeben, wie, wenn Position und Geschwindigkeit aller Teilchen in einem bestimmten Augenblick gegeben sind, diese modifiziert werden können, so daß sich neue Positionen und Geschwindigkeiten ergeben, die zum „nächsten“ Augenblick gehören. So sind also die SÄTZE dieses großen formalen Systems die möglichen Konfigurationen von Teilchen zu verschiedenen Zeitpunkten in der Geschichte des Universums. Das einzige Axiom ist (oder vielleicht war) die ursprüngliche Konfiguration aller Teilchen „zu Beginn der Zeit“. Das ist indessen eine so überwältigende Vorstellung, daß sie nur von ganz theoretischem Interesse ist; überdies läßt die Quantenmechanik (und lassen andere Bereiche der Physik) selbst den theoretischen Wert dieser Vorstellung etwas zweifelhaft erscheinen. Im Grunde fragen wir, ob das Universum deterministisch angelegt ist — diese Frage bleibt offen.


  Mathematik und Manipulation von Symbolen


  Anstatt uns mit solch einem überdimensionierten Bild zu beschäftigen, beschränken wir uns auf die Mathematik als unsere „wirkliche Welt“. Hier erhebt sich eine wichtige Frage: Wie können wir sicher sein, daß wir unsere Aufgabe genau erfüllt haben, wenn wir ein formales System, das einem Teilbereich der Mathematik entspricht, gebildet haben — zumal , wenn wir mit diesem Teilbereich nicht bereits vollständig vertraut sind? Angenommen, Zweck des formalen Systems sei, uns neue Einsichten in diesem Bereich zu vermitteln. Wie können wir wissen, daß die Interpretation jedes SATZES richtig ist, wenn wir nicht nachgewiesen haben, daß vollkommene Isomorphie vorliegt? Und wie können wir nachweisen, daß die Isomorphie vollkommen ist, wenn wir nicht von vornherein die gesamte Wahrheit in diesem Teilbereich kennen?


  Nehmen wir an, daß wir bei irgendwelchen Ausgrabungen tatsächlich ein geheimnisvolles formales System auffinden. Wir könnten es mit verschiedenen Interpretationen versuchen und vielleicht schließlich auf eine stoßen, bei der sich jeder SATZ als richtig entpuppte, und jeder Nicht-SATZ als falsch. Das ist aber etwas, was wir nur in einer endlichen Zahl von Fällen unmittelbar prüfen könnten. Die Zahl der SÄTZE ist mit großer Wahrscheinlichkeit unendlich. Wie können wir wissen, daß alle so interpretierten SÄTZE Wahrheiten ausdrücken, wenn wir nicht alles wissen, was wir sowohl über das formale System wie auch über den entsprechenden Interpretationsbereich wissen können?


  Etwa in dieser merkwürdigen Situation werden wir uns befinden, wenn wir versuchen, die Wirklichkeit der natürlichen Zahlen (d. h. der nicht-negativen ganzen Zahlen: 0, 1, 2, ...) mit den typographischen Symbolen eines formalen Systems zu paaren. Wir werden versuchen, die Beziehung zwischen dem, was wir in der Zahlentheorie „Wahrheit“ nennen, und dem, was wir durch Symbolmanipulation gewinnen, zu verstehen.


  Betrachten wir aber kurz die Grundlage, auf der wir gewisse SÄTZE der Zahlentheorie als wahr und andere als falsch bezeichnen. Wieviel ist 12 mal 12? Jedermann weiß es: 144. Aber wie viele von denen, die so antworten, haben tatsächlich einmal ein Quadrat von Seitenlänge 12 gezeichnet und dann die kleinen Quadrate gezählt? Den meisten käme die Zeichnung und das Zählen unnötig vor. Sie würden statt dessen als Beweis ein paar Striche auf einem Papier vorlegen:
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  Und das wäre der „Beweis“. Fast jedermann glaubt, daß man 144 erhält, wenn man die Quadrate zählt. Wenig Menschen zweifeln daran.


  Der Konflikt zwischen den beiden Gesichtspunkten wird noch deutlicher, wenn man das Problem der Berechnung von 987654321 × 123456789 betrachtet: zunächst ist es praktisch unmöglich, das entsprechende Rechteck zu zeichnen und, was noch schlimmer ist, sogar wenn es gezeichnet wäre und wenn ganze Armeen jahrhundertelang die kleinen Quadrate zählten, würde nur ein sehr leichtgläubiger Mensch der Antwort Glauben schenken: Es ist eben mehr als wahrscheinlich, daß irgend jemand irgendwie irgendwo ein kleines bißchen gepfuscht hat. Würde man aber jemals die Antwort wissen können? Wenn wir dem symbolischen Verfahren vertrauen, das die Manipulation von Ziffern nach gewissen einfachen Regeln erfordert, dann ja. Dieses Verfahren wird den Kindern als ein Mechanismus vorgelegt, der die richtige Antwort liefert; was vielen Kindern dabei verloren geht, ist der Grund, warum er das tut. Die Gesetze der Multiplikation für die Verschiebung von Ziffern basieren zum größten Teil auf einigen wenigen Eigenschaften der Addition und Multiplikation, von denen wir annehmen, daß sie für alle Zahlen gültig sind.


  Die Grundgesetze der Arithmetik


  Was für eine Annahme ich im Auge habe, wird aus dem folgenden klar. Legen wir ein paar Stöcke hin:


  / / / / / / / / /


  Nun zählen wir sie. Zur gleichen Zeit zählt sie jemand anders, aber er beginnt am anderen Ende. Ist es klar, daß die beiden dieselbe Antwort erhalten? Das Ergebnis des Zählprozesses ist unabhängig von der Art und Weise, wie gezählt wird. Das ist in Wirklichkeit eine Annahme darüber, was Zählen ist. Der Versuch, es zu beweisen, wäre sinnlos, weil es so fundamental ist. Entweder sieht man's oder man sieht's nicht aber in diesem letzteren Falle würde ein Beweis nicht das geringste helfen.


  Aus Annahmen dieser Art ergeben sich die Kommutativität und die Assoziativität der Addition (d. h. erstens, daß immer gilt: b + c = c + b, und zweitens: b + (c + d) = (b + c) + d). Dieselbe Annahme kann auch zu der Kommutativität und Assoziativität der Multiplikation führen; man denke einfach an viele Würfel, die so zusammengefügt sind, daß sie einen großen rechtwinkligen Körper ergeben. Multiplikative Kommutativität und Assoziativität ergeben sich einfach aus der Annahme, daß wenn man einen Körper auf verschiedene Weise dreht, die Anzahl der Würfel sich nicht verändert. Nun lassen sich diese Annahmen nicht immer verifizieren, da die Anzahl solcher Fälle unendlich ist. Wir nehmen sie als gegeben an, wir glauben (wenn wir überhaupt an sie denken) mit so tiefer Überzeugung an sie, wie wir an irgendetwas glauben können. Der Geldbetrag in unserer Hosentasche ändert sich nicht, wenn wir die Straße hinuntergehen und damit herumspielen; die Anzahl der Bücher, die wir besitzen, ändert sich nicht, wenn wir sie in eine Kiste packen, diese in unsern Wagen laden, hundert Kilometer fahren, die Kiste abladen, sie auspacken, und die Bücher auf einem neuen Regal aufstellen. All das ist ein Teil von dem, was wir unter Zahl verstehen.


  Es gibt gewisse Leute, denen es Spaß macht, sobald eine unbestreitbare Tatsache festgestellt worden ist, zu zeigen, warum diese „Tatsache“ eben doch falsch ist. Ich gehöre zu ihnen, und sobald ich die obigen Beispiele mit Stöcken, Geld und Büchern
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  Abb. 13. Befreiung, von M. C. Escher (Lithographie, 1955).


  niedergeschrieben hatte, erfand ich Situationen, in denen sie falsch waren. Vielleicht hat der Leser das gleiche getan. Das zeigt ganz einfach, daß Zahlen als Abstraktionen etwas ganz anderes sind als die Zahlen, die wir im täglichen Leben gebrauchen.


  Die Menschen erfinden gerne Aussagen, die die grundlegenden arithmetischen Gesetze verletzen, aber tiefere Wahrheiten enthalten, z. B. 1 plus 1 gibt 1 (Liebende), oder 1 plus 1 plus 1 gibt 1 (Dreieinigkeit). Solche Aussagen kann man leicht widerlegen, z. B. indem man zeigt, warum die Verwendung des Pluszeichens in beiden Fällen unstatthaft ist. Aber solche Beispiele gibt es in Hülle und Fülle. Zwei Regentropfen rinnen eine Fensterscheibe hinunter und laufen zusammen; gibt eins plus eins eins? Eine Wolke trennt sich in zwei Wolken  ist das weitere Evidenz? Es ist keineswegs leicht, einen scharfen Trennungsstrich zwischen den Fällen zu ziehen, in denen man von Addition sprechen könnte, und denen, bei denen ein anderes Wort angemessen wäre. Wenn man über die Frage nachdenkt, kommt man vermutlich auf irgendein Kriterium, das die räumliche Trennung der Gegenstände ins Spiel bringt, sowie die Forderung, daß sich jeder Gegenstand von allen andern klar unterscheiden läßt. Aber wie kann man Ideen zählen? Oder die Anzahl der Gase in der Atmosphäre? Wenn Sie sich die Mühe nehmen, werden Sie wahrscheinlich irgendwo auf eine Behauptung wie die folgende stoßen: In Indien gibt es 17 Sprachen und 462 Dialekte. Solche präzise Angaben sind etwas seltsam, da doch die Begriffe Sprache und Dialekt selbst verschwommen sind.


  Ideale Zahlen


  Zahlen als Realitäten benehmen sich schlecht. Aber den Menschen ist ein uraltes Gefühl angeboren, daß Zahlen sich nicht schlecht benehmen sollten. In der abstrakten, von Perlen, Dialekten und Wolken losgelösten Vorstellung der Zahl ist etwas Klares und Reines, und es sollte eine Möglichkeit bestehen, über Zahlen zu sprechen, ohne daß sich fortwährend die Bagatellen der Wirklichkeit hereindrängen und breitmachen. Die harten Regeln, die die idealen Zahlen beherrschen, stellen die Arithmetik dar, und ihre weiteren Konsequenzen die Zahlentheorie. Beim Übergang von der Zahl als einem Ding der Praxis zu der Zahl als einem formalen Gebilde stellt sich nur eine Frage. Wenn man sich einmal entschlossen hat, die gesamte Zahlentheorie in ein ideales System zu fassen, ist es wirklich möglich, diese Aufgabe vollständig zu erledigen? Sind Zahlen so rein und kristallin und regelmäßig, daß man sie in den Regeln eines formalen Systems vollständig einfangen kann? Das Bild Befreiung (Abb. 13), eines der schönsten, die Escher geschaffen hat, zeigt einen wunderbaren Kontrast zwischen dem Formalen und dem Informellen und dazwischen einen faszinierenden Übergangsbereich. Sind Zahlen wirklich so frei wie Vögel? Leiden sie ebensosehr, wenn man sie in von Regeln beherrschten Systemen kristallisiert? Gibt es einen magischen Übergangsbereich zwischen Zahlen der Wirklichkeit und Zahlen auf dem Papier?


  Wenn ich von der Eigenschaft der natürlichen Zahlen spreche, dann meine ich nicht einfach Eigenschaften wie die Summe eines bestimmten Zahlenpaares. Diese kann durch Zählen ausfindig gemacht werden, und niemand, der in unserem Jahrhundert aufgewachsen ist, kann daran zweifeln, daß Prozesse wie zählen, Addition, Multiplikation usw. sich mechanisieren lassen. Ich meine vielmehr die Eigenschaften, an deren Erforschung die Mathematiker interessiert sind, Probleme, zu deren Lösung kein Zählprozeß  nicht einmal theoretisch  genügt. Nehmen wir ein klassisches Beispiel einer solchen Eigenschaft der natürlichen Zahlen. Der Satz lautet: Es gibt unendlich viele Primzahlen. Zunächst einmal gibt es keinen Zählprozeß, vermittels dessen sich diese Behauptung jemals bestätigen oder widerlegen ließe. Das beste, was wir tun könnten, wäre, die Primzahlen eine Zeitlang zu zählen und einzuräumen, daß es viele sind. Doch würde noch so viel Zählen an sich die Frage niemals lösen, ob die Anzahl der Primzahlen endlich oder unendlich ist. Es könnte immer noch weitere geben. Der Satz  er heißt Euklids Satz (man beachte die Schreibweise!)  liegt keinesfalls auf der Hand. Er ist vielleicht vernünftig oder einleuchtend, aber er liegt nicht auf der Hand. Und doch haben ihn Mathematiker seit Euklid immer für wahr gehalten. Aus welchem Grund?


  Euklids Beweis


  Der Grund dafür ist, daß sie sich durch folgerichtiges Denken davon überzeugt haben. Gehen wir diesem Denken nach. Wir werden uns eine Variante von Euklids Beweis anschauen. Dieser Beweis geht so vor sich, daß wir zeigen: es gibt für jede beliebige Zahl immer eine noch größere Primzahl. Nehmen wir also eine Zahl  N. Nunmehr multiplizieren wir alle positiven ganzen Zahlen von 1 bis N einschließlich; mit andern Worten bilden wir N-Fakultät, geschrieben N!. Das Ergebnis ist durch jede Zahl bis N einschließlich teilbar. Wenn wir 1 zu N! addieren, kann das Ergebnis
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  Mit anderen Worten: wenn N! + 1 überhaupt (außer durch sich selbst und durch 1) teilbar ist, ist es nur durch Zahlen teilbar, die größer als N sind. Deshalb ist es selbst eine Primzahl oder seine Primteiler sind größer als N. Dieses Vorgehen ist für alle Zahlen N gültig, was immer N sein mag  es gibt eine Primzahl, die größer als N ist. Und damit sind wir am Ende des Nachweises, daß es unendlich viele Primzahlen gibt.


  Dieser letzte Schritt heißt übrigens Generalisierung, und wir werden später in einem mehr formalen Zusammenhang auf ihn stoßen. Die Generalisierung besteht darin, daß wir eine Behauptung für eine einzelne Zahl (N) aufstellen und dann feststellen, daß N unspezifiziert und somit die Behauptung allgemeingültig ist.


  Euklids Beweis ist typisch für das, was wirkliche Mathematik darstellt. Er ist einfach, zwingend und schön. Er zeigt, daß man sich durch mehrere ziemlich kleine Schritte weit vom Ausgangspunkt entfernen kann. In unserem Fall bilden grundlegende Vorstellungen über Multiplikation, Division usw. den Ausgangspunkt. Die kurzen Schritte sind die Schritte des folgerichtigen Denkens. Und obgleich jeder einzelne Schritt auf der Hand zu liegen scheint, tut es das Endergebnis nicht. Ob die Aussage wahr oder falsch ist, können wir niemals direkt nachprüfen; dennoch glauben wir daran, weil wir an folgerichtiges Denken glauben. Akzeptiert man dieses, so gibt es keinen Ausweg; wenn man sich einmal bereit gefunden hat, Euklid bis zum Ende anzuhören, muß man auch seine Schlußfolgerung annehmen. Das ist ein äußerst glücklicher Umstand, denn er bedeutet, daß Mathematiker sich immer darüber einig sind, welche Aussagen als wahr und welche als falsch zu etikettieren sind.


  Dieser Beweis exemplifiziert einen wohlgeordneten Denkprozeß. Jede Aussage ist mit der vorhergehenden auf zwingende Art verknüpft. Deshalb spricht man von Beweis und nicht einfach von guter Evidenz. Das Ziel in der Mathematik ist immer, einen hieb- und stichfesten Beweis für eine nicht auf der Hand liegende Aussage zu geben. Die Tatsache, daß die einzelnen Schritte auf schlüssige Weise miteinander verbunden sind, läßt vermuten, daß ein strukturiertes Muster vorliegt, das diese Aussagen zusammenbindet. Diese Struktur kann man am besten dadurch aufdecken, daß man ein neues Vokabular findet  ein stilisiertes, aus Symbolen bestehendes Vokabular , das sich nur dazu eignet, Aussagen über Zahlen auszudrücken. Dann können wir den Beweis betrachten, wie er in dieser übersetzten Fassung vorliegt. Es wird sich um eine Anzahl von Aussagen handeln, die Zeile um Zeile in einer feststellbaren Weise miteinander verbunden sind. Da die Aussagen alle durch eine kleine und stilisierte Anzahl von Symbolen dargestellt werden, nehmen sie den Charakter von Mustern an. Mit andern Worten: obschon sie, wenn man sie laut liest, anscheinend Aussagen über Zahlen und ihre Eigenschaften sind, so sind sie, wenn man sie auf dem Papier sieht, anscheinend abstrakte Muster  und die Struktur des Beweises, Zeile um Zeile, sieht vielleicht allmählich wie eine langsame Transformation der Muster nach einigen wenigen typographischen Regeln aus.


  Die Unendlichkeit umgehen


  Obschon Euklid beweist, daß alle Zahlen eine gewisse Eigenschaft haben, vermeidet er es, jeden der unendlich vielen Fälle getrennt zu behandeln. Er umschifft diese Klippe, indem er Wendungen wie was immer N sein mag oder ungeachtet dessen, was die Zahl N ist braucht. Wir könnten den Beweis auch anders fassen, so daß die Wendung alle N darin vorkäme. Wenn wir den richtigen Zusammenhang und die korrekte Art und Weise, in der solche Wendungen zu gebrauchen sind, kennen, werden wir es nie mit unendlich vielen Aussagen zu tun haben, sondern mit zwei oder drei Begriffen, wie etwa alle  die, obgleich endlich, eine Unendlichkeit verkörpern; und indem wir sie gebrauchen, umgehen wir das Problem, daß eine unendliche Anzahl von Tatsachen vorliegt, die wir beweisen wollen.


  Wir haben für das Wort alle verschiedene Verwendungen, die durch die Prozesse des folgerichtigen Denkens definiert sind. Das heißt: es gibt Regeln, denen unser Gebrauch von alle gehorcht. Wir sind uns ihrer vielleicht nicht bewußt, und vielleicht neigen wir zur Behauptung, daß unserem Vorgehen die Bedeutung des Wortes zugrunde liegt; das ist aber schließlich doch nur eine Umschreibung der Tatsache, daß wir uns von Regeln leiten lassen, die wir nie explizit aussprechen. Wir haben unser ganzes Leben lang Wörter in bestimmten Mustern gebraucht, und anstatt die Muster Regeln zu nennen, schreiben wir den Gang unserer Denkprozesse der Bedeutungen der Wörter zu. Diese Entdeckung war eine entscheidende Erkenntnis auf dem langen Weg zur Formalisierung der Zahlentheorie.


  Wenn wir immer tiefer in Euklids Beweis eindringen würden, würden wir erkennen, daß er sich aus vielen kleinen, beinahe unendlich kleinen Schritten zusammensetzt. Schriebe man diese Schritte Zeile um Zeile nieder, dann erschiene der Beweis unglaublich kompliziert. Am klarsten wird er uns, wenn wir mehrere Schritte zusammenfassen, so daß sie einen einzigen Satz bilden. Wenn wir nun den Beweis unter der Zeitlupe ansehen, können wir die Einzelbilder wahrnehmen. Mit andern Worten: die Zerlegung kann nur bis zu einem gewissen Punkt gehen  und dann stoßen wir auf den atomaren Aspekt des folgerichtigen Denkens. Ein Beweis kann in eine Reihe winziger, aber diskontinuierlicher Sprünge aufgeteilt werden, die von einer höheren Warte aus betrachtet scheinbar glatt ineinander fließen. In Kapitel VIII werde ich eine Methode zeigen, wie man einen Beweis in atomare Einheiten zerlegen kann, und der Leser wird erkennen, wie unglaublich viele Schritte dazu nötig sind. Das sollte ihn vielleicht nicht überraschen. An der Erfindung seines Beweises müssen Millionen von Neuronen (Nervenzellen) in Euklids Gehirn beteiligt gewesen sein, von denen viele mehrere hundert Male in Aktion traten. Allein das Aussprechen eines Satzes nimmt Hunderttausende von Neuronen in Anspruch. Wenn Euklids Denkvorgänge so kompliziert waren, dann ist es verständlich, daß sein Beweis eine riesige Anzahl von Schritten benötigt! (Zwischen der Tätigkeit der Neuronen in seinem Gehirn und einem Beweis in unserm formalen System besteht vielleicht nur eine geringe direkte Verbindung, aber die Komplexität der beiden ist vergleichbar. Es ist, als ob die Natur die Komplexität des Beweises, daß es unendlich viele Primzahlen gibt, bewahren wolle, auch wenn die betreffenden Systeme voneinander sehr verschieden sind.)


  In den folgenden Kapiteln werden wir ein formales System darlegen, das erstens ein stilisiertes Vokabular umfaßt, in dem sich alle Aussagen über natürliche Zahlen ausdrücken lassen, und zweitens Regeln besitzt, die allen Arten folgerichtigen Denkens entsprechen, die sich als notwendig erweisen. Von größter Wichtigkeit wird die Frage sein, ob die Regeln für die Manipulation von Symbolen, die wir dann formulieren werden, wirklich gleich stark sind (was die Zahlentheorie betrifft), wie unsere gewöhnlichen geistigen Fähigkeiten, folgerichtig zu denken  oder, allgemein, ob es theoretisch möglich ist, durch die Verwendung eines formalen Systems die Ebene unserer Denkfähigkeit zu erreichen.


  Sonate für Achilles solo


  Das Telefon läutet, Achilles nimmt ab.


  Achilles: Hallo, hier Achilles.


  Achilles: Oh, hallo, Herr S. Wie geht's?


  Achilles: Schilddrüsentorsion? Tut mir leid, es zu hören. Wissen Sie, wie das kam?


  Achilles: Wie lange hatten Sie ihn in dieser Lage?


  Achilles: Nun, kein Wunder, daß das passiert ist. Was in aller Welt hat Sie dazu gebracht, Ihren Hals so lange zu verkrampfen?


  Achilles: Viele von ihnen, wunderbar, nicht? Welche zum Beispiel?


  Achilles: Was verstehen Sie unter phantasmagorischen Tieren?


  Achilles: Hat es Sie nicht erschreckt, so viele von ihnen zu gleicher Zeit zu sehen?


  [image: Abb. 14.]


  Abb. 14. Flächenfüllung II, von M. C. Escher (Lithographie, 1957).


  Achilles: Eine Gitarre!? Ausgerechnet inmitten all dieser seltsamen Wesen? Spielen Sie denn Gitarre?


  Achilles: Nun, mir ist es gleich.


  Achilles: Sie haben recht. Warum mir wohl der Unterschied zwischen Fiedel und Gitarre nicht schon früher aufgefallen ist. Apropos Fiedeln. Wie wär's, wenn Sie zu mir herüberkämen und sich eine der Sonaten für Violine solo von Ihrem Lieblingskomponisten J. S. Bach anhörten? Ich habe eben eine wunderbare Platte mit diesen Sonaten gekauft. Ich kann es noch immer nicht fassen, wie Bach mit einer einzigen Geige ein so interessantes Musikstück schafft.


  Achilles: Auch noch Asthma? Das ist ja schrecklich. Vielleicht sollten Sie einfach ins Bett gehen.


  Achilles: Ach so. Haben Sie versucht, Schäfchen zu zählen?


  Achilles: Oh, ich verstehe. Ja, Ich weiß genau, was Sie meinen. Nun, wenn es Sie DERMASSEN mitnimmt, dann tun Sie vielleicht besser daran, es mir zu sagen, damit ich darüber nachdenken kann.


  Achilles: Ein Wort mit den Buchstaben S, T, H, M,  in dieser Reihenfolge ... Hmm


  Achilles: Stunden und Stunden? Sieht nach einem langwierigen Rätsel aus. Wo hörten Sie denn dieses verflixte Rätsel?


  Achilles: Sie meinen, es scheine, als meditiere er über esoterische buddhistische Dinge, aber in Wirklichkeit versuche er einfach, komplizierte Rätsel auszuhecken?


  Achilles: Aha! Die Schnecke wußte, was der Kerl vorhatte. Aber wie kommen Sie dazu, sich mit einer Schnecke zu unterhalten?


  Achilles: Halt  ich habe einmal ein Rätsel gehört, das diesem ein bißchen gleicht. Wollen Sie es hören? Oder würde Sie das nur noch mehr verwirren?


  Achilles: Da bin ich Ihrer Meinung  schaden kann es nichts. Also: ein Wort, das mit dem Buchstaben A beginnt und zudem mit A endet?


  Achilles: Sehr gescheit  aber das ist ein bißchen unanständig und außerdem beinahe geschummelt. Es ist gewiß nicht das, was ich meinte.


  Achilles: Natürlich haben Sie recht  es erfüllt die Bedingungen, aber es ist eine sozusagen degenerierte Lösung. Ich habe eine andere im Auge gehabt.


  Achilles: Genau. Wie kamen Sie nur so rasch drauf?


  Achilles: Da haben wir also den Fall, wo Ihr Asthma Ihnen sogar noch geholfen und Sie nicht behindert hat. Sehr gut! Aber über Ihr STHM"-Rätsel bin ich noch immer im dunkeln.


  Achilles: Gratuliere. Jetzt können Sie vielleicht schlafen. Sagen Sie mir also, was IST die Lösung?


  Achilles: Nun, im allgemeinen mag ich Winke nicht, aber gut. Was ist Ihr Wink?


  Achilles: Ich verstehe nicht, was Sie in diesem Fall mit Figur und Hintergrund meinen.


  Achilles: Aber sicher kenne ich Flächenfüllung II. Ich kenne das GESAMTE Werk von Escher. Schließlich ist er mein Lieblingskünstler. Eine Reproduktion von Flächenfüllung II hängt bei mir an der Wand, so daß ich sie von hier aus gut sehen kann.


  Achilles: Ja, ich sehe alle die schwarzen Tiere.


  Achilles: Ja, ich sehe auch, wie der negative Raum  also das, was ausgespart wurde  die weißen Tiere definiert.


  Achilles: DAS also meinen Sie mit Figur und Hintergrund. Aber was hat das mit dem STHM"-Rätsel zu tun?


  Achilles: Oh, das bringt mich ganz durcheinander. Ich glaube, ICH bekomme auch noch Asthma.


  Achilles: Sie wollen herüberkommen? Aber ich dachte ...


  Achilles: Also gut. Vielleicht ist mir dann die richtige Lösung IHRES Rätsels eingefallen, wenn ich an Ihren Figur- und Hintergrund-Wink denke und es mit MEINEM Rätsel in Verbindung bringe.


  Achilles: Ich würde sie Ihnen sehr gerne vorspielen.


  Achilles: Sie haben eine Theorie darüber entwickelt?


  Achilles: Von welchem Instrument begleitet?


  Achilles: Nun, wenn das der Fall ist, dann ist es etwas seltsam, daß er den Cembalo-Part nicht ausgearbeitet und ebenfalls veröffentlicht hat.


  Achilles: Ach so  eine Art fakultativer Zugabe. Man könnte sie auf beide Arten hören  mit oder ohne Begleitung. Aber wie weiß man dann, wie die Begleitung klingen sollte?


  Achilles: Nun ja. Es wird wohl das beste sein, es der Phantasie des Hörers zu überlassen, denke ich. Und vielleicht hat, wie Sie sagen, Bach überhaupt nicht an eine Begleitung gedacht. Diese Sonaten überzeugen den Hörer so, wie sie sind.


  Achilles: Gut. Wir sehen uns bald.


  Achilles: Auf Wiederhören, Herr S.


  KAPITEL III


  Figur und Hintergrund


  Primzahlen — zusammengesetzte Zahlen


  DIE VORSTELLUNG, daß sich Begriffe durch einfache typographische Manipulation einfangen lassen, hat etwas Seltsames. Der einzige Begriff, den wir bis jetzt eingefangen haben, ist der der Addition, und das kam uns vielleicht gar nicht so seltsam vor. Angenommen aber, unser Ziel wäre, ein formales System mit SÄTZEN der Form Px zu schaffen, wobei ,x‘ eine Kette von Bindestrichen bedeutet, und in dem die einzigen derartigen SÄTZE diejenigen wären, in denen die Anzahl der Bindestriche in der Kette eine Primzahl ist, so wäre P−−− ein SATZ, nicht aber P−−−−. Wie könnte man das typographisch bewerkstelligen? Zunächst wird es wichtig sein, klar zu spezifizieren, was unter typographischen Operationen zu verstehen ist. Das gesamte Repertoire haben wir im MIU-System und im pg-System vorgestellt, und so brauchen wir eigentlich nur eine Liste der Dinge aufzustellen, die statthaft sind:


  
    
      	
        1)

      

      	
        jedes Symbol einer endlichen Kollektion lesen und erkennen;

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        jedes zu dieser Kollektion gehörende Symbole niederschreiben;

      
    


    
      	
        3)

      

      	
        jedes dieser Symbole von einer Stelle auf eine andere kopieren;

      
    


    
      	
        4)

      

      	
        jedes dieser Symbole auslöschen;

      
    


    
      	
        5)

      

      	
        nachprüfen, ob ein Symbol das gleiche ist wie ein anderes;

      
    


    
      	
        6)

      

      	
        eine Liste von früher erzeugten SÄTZEN anlegen und benutzen.

      
    

  


  Einige dieser Forderungen überschneiden sich, aber was tut's. Wichtig ist, daß die Liste nur triviale Fähigkeiten verlangt, die alle weit geringer sind als die, Primzahlen von zusammengesetzten zu unterscheiden. Wie also können wir einige dieser Operationen so verknüpfen, daß ein formales System entsteht, in dem Primzahlen von zusammengesetzten Zahlen unterschieden werden können?


  Das mg-System


  Ein erster Schritt könnte der sein, daß wir versuchen, ein einfacheres, aber verwandtes Problem zu lösen. Wir könnten versuchen, ein dem pg-System ähnliches zu errichten, nur daß es anstatt der Addition die Multiplikation darstellt. Nennen wir es das mg-System, wobei „m“ für „mal“ steht. Konkreter: angenommen, X, Y und Z seien die jeweilige Anzahl von Bindestrichen in den Ketten x, y und z. (Man beachte, daß ich mich besonders bemühe, zwischen einer Kette und der Anzahl von Bindestrichen, die sie enthält, zu unterscheiden.) Sodann soll die Kette xmygz ein SATZ sein, dann und nur dann, wenn X mal Y gleich Z ist. Z. B. sollte −−m−−−g−−−−−− ein SATZ sein, weil 2 mal 3 gleich 6 sind, nicht aber −−m−−g−−−. Das mg-System kann fast ebenso leicht charakterisiert werden wie das pg-System, nämlich indem man ein einziges Axiomenschema und eine Schlußregel verwendet:


  AXIOMSCHEMA: xm−gx ist ein Axiom, wenn x eine Bindestrichkette ist.


  SCHLUSSREGEL: Angenommen, x, y, z sind Bindestrichketten, und angenommen, xmygz ist schon ein SATZ. Dann ist xmy−gzx ein neuer SATZ.


  Nachstehend die Ableitung des SATZES −−m−−−g−−−−−−


  
    
      	
        1)

      

      	
        −−m−g−−

      

      	
        Axiom

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        −−m−−g−−−−

      

      	
        (Schlußregel, wobei Zeile 1 als AusgangsSATZ benutzt wird)

      
    


    
      	
        3)

      

      	
        −−m−−−g−−−−−−

      

      	
        (Schlußregel, wobei Zelle 2 als AusgangsSATZ benutzt wird)

      
    

  


  Man beachte, wie die mittlere Bindestrichkette jedesmal um einen Bindestrich anwächst, wenn die Folgerungsregel angewendet wird, so läßt sich voraussagen, daß man die Folgerungsregel neunmal anwenden muß, wenn man einen SATZ mit zehn Bindestrichen in der Mitte zu erhalten wünscht.


  Zeichenketten zusammengesetzter Zahlen


  Die Multiplikation, ein etwas verzwickteres Konzept als die Addition, haben wir jetzt typographisch „eingefangen“, wie die Vögel in Eschers Befreiung. Wie steht es mit dem, was man „Primität“ nennen könnte, also den Eigenschaften der Primzahlen? Vielleicht wäre es klug, wie folgt vorzugehen: Man macht Gebrauch vom mg-System und definiert eine neue Kollektion von SÄTZEN der Form Zx, die zusammengesetzte Zahlen charakterisiert, wie folgt:


  REGEL: Angenommen, x, y und z sind Bindestrichketten. Wenn x−my−gz ein SATZ ist, dann ist es auch Zz.


  Das heißt, daß Z (die Anzahl der Bindestriche in z) zusammengesetzt ist, wenn es das Produkt zweier Zahlen ist, die größer als 1 sind — nämlich X + 1 (die Anzahl der Bindestriche in x—), und Y + 1 (die Anzahl der Bindestriche in y—). Ich verteidige diese neue Regel, indem ich einige Begründungen im „Intelligenz-Modus“ gebe — das deshalb, weil Sie ein Mensch sind und wissen wollen, warum es solch eine Regel gibt. Wenn Sie ausschließlich im „mechanischen Modus“ operieren, bedürfte es keiner Begründung, da diejenigen, die ausschließlich innerhalb des M-Modus arbeiten, einfach mechanisch und glücklich die Regeln befolgen, ohne sie je anzuzweifeln!


  Da Sie im I-Modus arbeiten, werden Sie dazu neigen, den Unterschied zwischen Ketten und ihrer Interpretation zu verwischen. Die Dinge können, wie man sieht, sehr verwirrend werden, sobald man in den Symbolen, die man manipuliert, eine „Bedeutung“ wahrnimmt. Man muß gegen sich selber kämpfen, damit man die Kette „−−−“ nicht für die Zahl 3 hält. Die Formalitätsbedingung, die dem Leser in Kapitel I wahrscheinlich rätselhaft vorkam (weil sie so offenkundig zu sein schien), wird hier verzwickt — und entscheidend. Es ist das wesentliche Hindernis, das Sie davon abhält, den I-Modus mit dem M-Modus zu vermischen, oder anders gesagt, es hält Sie davon ab, arithmetische Tatsachen und typographische SÄTZE zu vermischen.


  Unzulässige Charakterisierung von Primzahlen


  Es ist sehr verlockend, von den SÄTZEN vom Z-Typus direkt zu solchen vom P-Typus überzugehen, indem man etwa eine Regel folgender Art vorschlägt:


  VORGESCHLAGENE REGEL: Angenommen, x ist eine Bindestrichkette. Wenn Zx kein SATZ ist, dann ist Px ein SATZ.


  Der entscheidende Defekt liegt darin, daß die Nachprüfung, ob Zx kein SATZ ist, keine explizite typographische Operation ist. Um mit Sicherheit festzustellen, daß MU kein SATZ des MIU-Systems ist, muß man das System verlassen — und das gleiche gilt für diese Vorgeschlagene Regel. Es handelt sich um eine Regel, die unsere ganze Vorstellung von einem formalen System verletzt, weil sie uns auffordert, „informell“ zu operieren — d. h. außerhalb des Systems. Die typographische Operation 6 gestattet es uns, den Vorrat früher gefundener SÄTZE zu prüfen; diese Vorgeschlagene Regel jedoch fordert uns auf, eine hypothetische „Tabelle der Nicht-SÄTZE“ zu prüfen. Um aber eine solche Tabelle herzustellen, müßte man außerhalb des Systems argumentieren — eine Argumentation, die zeigen würde, warum gewisse Ketten nicht innerhalb des Systems erzeugt werden können. Nun ist es sehr wohl möglich, daß es ein anderes formales System gibt, das die „Tabelle der Nicht-SÄTZE“ mit rein typographischen Mitteln zu erzeugen vermag. Tatsächlich ist es ja unsere Absicht, gerade ein solches System zu finden. Aber die Vorgeschlagene Regel ist nicht eine typographische und muß somit fallengelassen werden.


  Dieser Punkt ist so wichtig, daß wir noch etwas bei ihm verweilen wollen. In unserem Z-System (das das mg-System sowie die Regel, die SÄTZE vom Z-Typus definiert, umfaßt) haben wir SÄTZE von der Form Zx, wobei „x“ wie üblich eine Bindestrichkette repräsentiert. Es gibt auch Nicht-SÄTZE von der Form Zx. (Diese sind es, die ich meine, wenn ich von „Nicht-SÄTZEN“ spreche, aber natürlich sind mm−Zgg und anderer nicht wohlgeformter Plunder ebenfalls Nicht-SÄTZE.) Der Unterschied liegt darin, daß SÄTZE eine zusammengesetzte Anzahl von Bindestrichen haben, bei Nicht-SÄTZEN die Zahl der Bindestriche aber eine Primzahl ist. Nun haben alle SÄTZE eine gemeinsame „Form“, d. h. sie rühren von einer gemeinsamen Kollektion typographischer Regeln her. Haben alle Nicht-SÄTZE in diesem Sinn ebenfalls eine gemeinsame „Form“? Nachstehend geben wir eine Liste von SÄTZEN vom Z-Typus, aber ohne ihre Ableitung. Die dahinterstehenden Ziffern in Klammern geben einfach die in ihnen enthaltenen Bindestriche wieder.


  
    
      	
        Z −−−− (4)

      
    


    
      	
        Z −−−−−− (6)

      
    


    
      	
        Z −−−−−−−− (8)

      
    


    
      	
        Z −−−−−−−−− (9)

      
    


    
      	
        Z −−−−−−−−−− (10)

      
    


    
      	
        Z −−−−−−−−−−−− (12)

      
    


    
      	
        Z −−−−−−−−−−−−−− (14)

      
    


    
      	
        Z −−−−−−−−−−−−−−− (15)

      
    


    
      	
        Z −−−−−−−−−−−−−−−− (16)

      
    


    
      	
        Z−−−−−−−−−−−−−−−−−−(18)

      
    


    
      	
        ·

      
    


    
      	
        ·

      
    


    
      	
        ·

      
    

  


  Die „Löcher“ in dieser Liste sind Nicht-SÄTZE. Um die frühere Frage zu wiederholen: Ist den Löchern auch eine „Form“ gemeinsam? Läßt sich vernünftigerweise sagen, daß sie einfach deshalb, weil sie Löcher in dieser Liste sind, eine Form gemeinsam haben? Ja und nein. Nicht zu bestreiten ist, daß sie an einer gewissen typographischen Eigenschaft teilhaben, ob wir es aber „Form“ nennen wollen, ist unklar. Der Grund, warum wir zögern, ist, daß die Löcher nur negativ definiert sind — sie sind das, was aus einer positiv definierten Liste ausgelassen wird.


  Figur und Hintergrund


  Das erinnert an den bekannten Unterschied, den der Künstler zwischen Figur und Hintergrund macht. Wenn eine Figur oder „positiver Raum“ (z. B. eine menschliche Gestalt oder ein Buchstabe oder ein Stilleben) innerhalb eines Rahmens gezeichnet wird, dann ist eine unvermeidliche Folge die, daß ihre komplementäre Gestalt — auch „Grund“, „Hintergrund“ oder „negativer Raum“ genannt — ebenfalls mitgezeichnet wird. Meistens spielt jedoch die Beziehung zwischen Hintergrund und Figur nur eine geringe Rolle. Der Künstler ist weit weniger am Hintergrund als an der Figur interessiert. Aber mitunter wird er sich auch für den Hintergrund interessieren.


  Es gibt schöne Alphabete, die mit diesem Unterschied von Figur und Hintergrund spielen. Eine in einem derartigen Alphabet geschriebene Botschaft geben wir nachstehend wieder. Zunächst erscheint sie eine Zusammenstellung von einigermaßen zufälligen Klecksen zu sein; wenn man jedoch etwas zurücktritt oder sie eine Zeitlang fixiert, sieht man plötzlich zehn


  [image: Abb. 15.]


  Abb. 15.


  Eine ähnliche Wirkung hat meine Zeichnung Rauchsignal (Abb. 139). In diesem Zusammenhang erwäge man das folgende Rätsel: Kann man irgendwie eine Zeichnung herstellen, die Wörter sowohl in der Figur wie auch im Hintergrund enthält?


  Unterscheiden wir nun zwei Arten von Figuren: kursiv zeichenbare und rekursive. (Das sind übrigens von mir erfundene Ausdrücke — sie sind nicht allgemein gebräuchlich.) Eine kursiv zeichenbare Figur ist eine, deren Hintergrund lediglich ein zufälliges Nebenprodukt des zeichnerischen Vorgangs ist. Eine rekursive Figur ist eine, deren Hintergrund als eine selbständige Figur aufgefaßt werden kann. Im allgemeinen ist das vom Künstler beabsichtigt. Das „re“ in „rekursiv“ drückt aus, daß Vordergrund und Hintergrund kursiv zeichenbar sind — die Figur ist „doppelt kursiv“. Jede Grenze zwischen Figur und Hintergrund ist ein zweischneidiges Schwert. M. C. Escher war ein Meister rekursiver Figuren, siehe z. B. seine schöne rekursive Zeichnung von Vögeln (Abb. 16).


  [image: Abb. 16.]


  Abb. 16. Flächenfüllung mit Vögeln, von M C. Escher (aus einem Skizzenbuch, 1942).


  


  [image: Abb. 17.]


  Abb. 17. FIGURE-FIGURE-Figur, von Scott E. Kim (1975).


  Unsere Unterscheidung ist nicht so streng wie eine in der Mathematik, denn wer kann mit Sicherheit sagen, daß ein Hintergrund nicht auch eine Figur ist? Wenn man einmal darauf aufmerksam gemacht worden ist, ist fast jeder Hintergrund interessant. In diesem Sinn ist jede Figur rekursiv. Doch das ist es nicht, was ich mit diesem Ausdruck sagen wollte. Es besteht eine natürliche und intuitive Vorstellung davon, was erkennbare Formen sind. Sind Hintergrund wie auch Vordergrund erkennbare Formen? Wenn ja, dann ist das Bild rekursiv. Betrachtet man den Hintergrund der meisten Strichzeichnungen, findet man sie eher unerkennbar. Das beweist folgendes:


  Es gibt erkennbare Formen, deren negativer Raum keine erkennbare Form darstellt.


  In etwas mehr technischer Terminologie wird daraus:


  Es gibt kursiv zeichenbare Figuren, die nicht rekursiv sind.


  Scott Kims Lösung des obigen Problems, das ich seine FIGURE-FIGURE-Figur nenne, zeigt Abb. 17. Wenn Sie sowohl Schwarz wie Weiß betrachten, sehen Sie überall „FIGURE“, aber nirgends „GROUND“ („HINTERGRUND“): Es handelt sich um ein Paradebeispiel für rekursive Figuren. In dieser geistreichen Zeichnung lassen sich die schwarzen Flächen auf zwei nicht äquivalente Arten charakterisieren:


  
    
      	
        1)

      

      	
        als der negative Raum der weißen Flächen;

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        als abgeänderte Kopien der weißen Flächen (hervorgerufen durch Färbung und Verschiebung jeder einzelnen weißen Fläche).

      
    

  


  (Im Sonderfall der FIGURE-FIGURE-Figur sind diese beiden Charakterisierungen äquivalent — aber in den meisten Schwarzweißbildern werden sie es nicht sein.) In Kapitel VIII, wenn wir unsere „Theoria Numerorum Typographica“ (TNT) aufstellen, werden wir uns von der Hoffnung leiten lassen, daß die Menge aller falschen Aussagen der Zahlentheorie auf zwei analoge Arten charakterisiert werden kann:


  
    
      	
        1)

      

      	
        als der negative Raum der Menge aller TNT-SÄTZE;

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        als abgeänderte Kopien der Menge aller TNT-SÄTZE (erzeugt durch die Verneinung jedes TNT-SATZES).

      
    

  


  Aber diese Hoffnung wird zunichte werden, weil:


  
    
      	
        1)

      

      	
        innerhalb der Menge aller Nicht-SÄTZE gewisse wahre SÄTZE aufgefunden werden können;

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        sich außerhalb der Menge aller negierten SÄTZE gewisse falsche Aussagen finden lassen.

      
    

  


  Wie und warum das geschieht, werden wir in Kapitel XIV sehen. Bis wir soweit sind, betrachte man die bildliche Darstellung des Sachverhalts (Abb. 18).


  


  [image: Abb. 18.]


  Abb. 18. Dieses Diagramm der Beziehungen verschiedener Klassen von TNT-Ketten macht sehr vieles anschaulich. Der äußerste Rahmen stellt die Menge aller TNT-Ketten dar. Der zweitgrößte Rahmen stellt die Menge aller wohlgeformten TNT-Ketten dar. In diesem befindet sich die Menge aller Aussagen von TNT Und nun wird es interessant. Die Menge der SÄTZE ist als ein Baum dargestellt, der sich aus einem Stamm entwickelt (der die Menge der Axiome darstellt). Das Baum-Symbol wurde gewählt wegen des rekursiven Wachstum-Musters, das es darstellt: Neue Zweige (SÄTZE) sprießen konstant aus den alten. Die fingerähnlichen Zweige erkunden die Ecken des sie umgebenden Bereichs (die Menge der Wahrheiten), können ihn aber nie völlig ausfüllen. Die Grenze zwischen der Menge der Wahrheiten und der Menge der Unwahrheiten soll das Bild einer beliebig mäandrierenden Küstenlinie vermitteln, die, gleichgültig von wie nah man sie betrachtet, immer noch feinere Strukturebenen aufweist und deshalb unmöglich genau auf irgendeine finite Weise beschrieben werden kann (siehe B. Mandelbrots Buch Fraktals). Das Spiegelbild des Baums stellt die Menge der Verneinungen von Sätzen dar: alle falsch, aber dennoch alle zusammen nicht fähig, den Bereich der falschen Aussagen völlig zu decken. [Zeichnung des Verfassers.]


  Figur und Hintergrund in der Musik


  Man kann sich auch in der Musik nach Figur und Hintergrund umsehen. Eine analoge Erscheinung ist die Unterscheidung von Melodie und Begleitung — die Melodie steht immer im Vordergrund unserer Aufmerksamkeit, und in einem gewissen Sinn ist die Begleitung ihr untergeordnet. Deshalb ist es überraschend, wenn wir in den tieferen Stimmen erkennbare Melodien finden. In der Nach-Barockmusik geschieht das nicht allzu häufig. Im allgemeinen sind die Harmonien nicht als Vordergrund beabsichtigt. Aber in der Barockmusik — und vor allem bei Bach — dienen die verschiedenen Stimmen, ob hoch oder tief oder dazwischen, alle als „Figuren“: In diesem Sinn kann man Stücke von Bach „rekursiv“ nennen.


  In der Musik gibt es noch einen weiteren Unterschied zwischen Figur und Hintergrund: den zwischen betontem und unbetontem Taktteil. Wenn man die Noten im Takt „eins-und, zwei-und, drei-und, vier-und“ zählt, fallen die meisten Noten der Melodie auf Zahlen, nicht auf „und“. Mitunter wird jedoch eine Melodie absichtlich, einfach um der Wirkung willen, auf die verschiedenen „und“ verlegt. Das ist z. B. bei verschiedenen Etüden von Chopin der Fall. Es findet sich auch bei Bach, besonders in den Sonaten und Suiten für Violine solo und seinen Suiten für Cello solo. Bach bringt es hier fertig, zwei und mehr musikalische Stimmen gleichzeitig in Gang zu setzen. Manchmal tut er das, indem er die Soloinstrumente „Doppelgriffe“ — zwei Noten gleichzeitig — spielen läßt. In andern Fällen jedoch legt er eine Stimme auf die betonten und die andere auf die unbetonten Taktteile, so daß das Ohr sie trennt und zwei verschiedene Melodien hört, die sich ver- und entflechten und miteinander harmonieren. Natürlich machte Bach nicht auf dieser Komplexitätsebene halt ...


  Rekursiv aufzählbare Mengen — rekursive Mengen


  Übertragen wir nunmehr die Begriffe „Figur“ und „Hintergrund“ wieder in den Bereich der formalen Systeme. In unserem Beispiel spielen die SÄTZE vom Z-Typus die Rolle des positiven Raums, und Ketten mit einer Primzahl von Bindestrichen die des negativen. Bis jetzt war das einzige Mittel zur typographischen Darstellung von Primzahlen, das wir gefunden haben, der negative Raum. Gibt es jedoch eine Methode, und sei sie noch so kompliziert, die Gesamtheit der Primzahlen als positiven Raum darzustellen, d. h. als eine Menge von SÄTZEN eines formalen Systems?


  Hier geben verschiedene Leute intuitiv verschiedene Antworten. Ich erinnere mich lebhaft daran, wie fasziniert und verblüfft ich war, als mir der Unterschied zwischen positiver und negativer Charakterisierung aufging. Ich war überzeugt davon, daß jede Menge von Zahlen, nicht nur die der Primzahlen, die negativ repräsentiert werden kann, sich auch positiv repräsentieren läßt. Die Intuition, auf die sich mein Glaube stützte, ist in der Frage enthalten: „Wie ist es möglich, daß eine Figur und ihr Hintergrund nicht genau dieselbe Information enthalten?“ Sie schienen mir die gleiche Information zu enthalten, die einfach auf zwei komplementäre Arten codiert war. Was halten Sie für richtig?


  Es stellte sich heraus, daß ich recht hatte, was Primzahlen angeht, unrecht aber im Allgemeinfall. Das erstaunte mich und erstaunt mich noch heute. In der Tat ist es so:


  Es gibt formale Systeme, deren negativer Raum (Menge der Nicht-SÄTZE) nicht den positiven Raum (Menge der SÄTZE) irgendeines formalen Systems bildet.


  Es zeigt sich, daß dieses Ergebnis von gleicher Tragweite wie Gödels Satz ist — es ist also nicht überraschend, daß meine Intuition Lügen gestraft wurde. Wie die Mathematiker im frühen zwanzigsten Jahrhundert erwartete ich von der Welt der formalen Systeme und der natürlichen Zahlen, daß sie besser voraussagbar sei, als sie es tatsächlich ist. In einer mehr technischen Terminologie wird daraus:


  Es gibt rekursiv aufzählbare Mangen, die nicht rekursiv sind.


  Der Ausdruck rekursiv aufzählbar („r. a.“) ist das mathematische Gegenstück zu unserer Vorstellung „kursiv zeichenbar“ in der Kunst, und rekursiv ist das Gegenstück zu „rekursiv“. Wenn eine Menge von Ketten „r. a.“ ist, so bedeutet das, daß sie nach typographischen Regeln erzeugt werden kann — z. B. die Menge der SÄTZE des Z-Typus, die Menge der SÄTZE des MIU-Systems, und darüber hinaus die Menge der SÄTZE in jedem beliebigen formalen System. Das läßt sich vergleichen mit der Vorstellung von einer „Figur“ als einer „Menge von Strichen, die sich nach künstlerischen Regeln erzeugen läßt“ (was das immer heißen mag!). Und eine „rekursive Menge“ ist wie eine Figur, deren Hintergrund ebenfalls eine Figur ist — nicht nur sie ist r.a., sondern ihr Komplement ist ebenfalls r. a.


  Aus dem obigen Resultat ergibt sich:


  Es gibt formale Systeme, für die es keine typographischen Entscheidungsverfahren gibt.


  Wie kommt man zu diesem Schluß? Sehr einfach. Ein typographisches Entscheidungsverfahren ist eine Methode zur Unterscheidung von SÄTZEN und Nicht-SÄTZEN. Gibt es einen solchen Test, so gestattet er uns, systematisch alle Nicht-SÄTZE zu erzeugen, indem wir einfach die Liste aller Ketten durchgehen, den Test auf jede einzelne Kette anwenden, und dabei alle nicht wohlgeformten Ketten und SÄTZE ausmerzen. Das ist gleichbedeutend mit einer typographischen Methode, die Menge von Nicht-SÄTZEN zu erzeugen. Aber gemäß einer früheren Feststellung (die wir hier unbewiesen akzeptieren) ist das in gewissen Systemen nicht möglich. Wir müssen also folgern, daß typographische Entscheidungsverfahren nicht für alle formalen Systeme existieren.


  Angenommen, wir fänden eine Menge F der natürlichen Zahlen („F“ steht für „Figur“), die wir mit einer bestimmten formalen Methode erzeugen können — wie etwa die zusammengesetzten Zahlen. Angenommen, ihr Komplement sei die Menge G (für „Grund“) — wie die Primzahlen. Zusammen bilden F und G alle natürlichen Zahlen, und wir kennen wohl eine Regel zur Erzeugung aller Zahlen der Menge F, aber keine, um alle Zahlen der Menge G zu erzeugen. Es ist wichtig, einzusehen, daß, wenn die Elemente von F immer nach zunehmender Größe erzeugt werden, wir G immer charakterisieren könnten. Das Problem liegt darin, daß viele rekursiv aufzählbare Mengen durch Methoden erzeugt werden, die die Elemente in eine willkürliche Ordnung bringen, so daß man nie weiß, ob eine Zahl, die längere Zeit übergangen worden ist, nicht doch aufgenommen wird, wenn wir nur noch etwas warten.


  Auf die Frage: „Sind in der Kunst alle Figuren rekursiv?“ haben wir mit „nein“ geantwortet. Jetzt erkennen wir, daß wir analoge Fragen in der Mathematik — „sind alle Mengen rekursiv?“ — ebenfalls verneinen müssen. Wenden wir uns unter diesem Gesichtspunkt wieder dem schwer zu fassenden Wort „Form“ zu. Nehmen wir nochmals unsere Figurenmenge F und unsere Grundmenge G. Wir können uns dahingehend einigen, daß alle Zahlen in der Menge F eine gemeinsame „Form“ haben — läßt sich aber das gleiche von den Zahlen der Menge G sagen? Eine seltsame Frage. Wenn wir es von Anfang an mit einer unendlichen Menge — den natürlichen Zahlen — zu tun haben, dann kann es sehr schwierig sein, die durch die Entfernung einer Teilmenge entstandenen Löcher explizit zu definieren. Und so sind sie möglicherweise nicht durch eine gemeinsame Eigenschaft oder „Form“ miteinander verbunden. Im Grunde ist es Geschmacksache, ob man das Wort „Form“ verwenden will — aber schon darüber nachzudenken ist anregend. Vielleicht ist es am besten, „Form“ nicht zu definieren, sondern dem Wort eine gewisse intuitive Verschwommenheit zu belassen.


  Hier ein Rätsel, über das man im Zusammenhang mit den obigen Gedankengängen nachdenken möge. Können Sie die folgende Menge von natürlichen Zahlen (oder ihren negativen Raum) charakterisieren?


  1 3 7 12 18 26 35 45 56 69...


  Inwiefern ist diese Folge der FIGURE-FIGURE-Figur ähnlich?


  Primzahlen als Figur anstatt als Hintergrund


  Schließlich: wie steht es mit einem formalen System zur Erzeugung von Primzahlen? Wie bringt man es zustande? Der Trick besteht darin, über die Multiplikation hinweg und direkt zu der Nichtteilbarkeit als dem positiv zu Repräsentierenden überzugehen. Im folgenden ein Axiomenschema und eine Regel zur Erzeugung von SÄTZEN, die die Eigenschaft darstellen: eine Zahl ist kein Teiler (IKT) einer anderen (ohne Rest):


  AXIOMENSCHEMA: xylKTx, wobei x und y Bindestrichketten sind.


  Zum Beispiel: −−−−−IKT−−, wobei x durch „−−“ und y durch „−−−“ ersetzt worden sind.


  REGEL: Wenn xIKTy ein SATZ ist, dann auch xIKTxy.


  Wendet man diese Regel zweimal an, so kann man den folgenden SATZ erzeugen:


  −−−−−IKT−−−−−−−−−−−−


  interpretiert als „5 ist kein Teiler von 12“. Aber −−−IKT−−−−−− ist kein SATZ. Was geht schief, wenn man ihn zu erzeugen sucht?


  Nun müssen wir uns einige Kenntnisse über Nichtteilbarkeit verschaffen, wenn wir feststellen wollen, ob eine gewisse Zahl eine Primzahl ist. Insbesondere wollen wir wissen, daß sie nicht durch 2, 3, oder 4 usw. bis zu einer unmittelbar vorhergehenden Zahl teilbar ist. Doch können wir in einem formalen System etwas so Vages wie „usw.“ nicht zulassen. Wir müssen die Dinge aussprechen. Wir hätten gern eine Methode, um in der Sprache des Systems auszudrücken, daß die Zahl Z bis zu X teilerfrei ist, was bedeutet, daß keine Zahl zwischen 2 und X ein Teiler von Z ist. Man kann das tun, aber man muß sich dazu eines Tricks bedienen. Denken Sie darüber nach, wenn Sie wollen. Hier die Lösung:


  REGEL: Wenn −−IKTz ein SATZ ist, dann auch zTF−−.


  REGEL: Wenn zTFx ein SATZ ist, und ebenso x−IKTz, dann ist zTFx− ein SATZ.


  Diese beiden Regeln halten den Begriff der Tellerfreiheit fest. Wir brauchen lediglich zu sagen, daß Primzahlen Zahlen sind, die bis zu der unmittelbar vorhergehenden Zahl teilerfrei sind.


  REGEL: Wenn z−TFz ein SATZ ist, dann ist Pz− ein SATZ. Aber halt: vergessen wir nicht, daß 2 eine Primzahl ist:


  AXIOM: P−−.


  Und damit hätten wir es. Das Prinzip für die formale Repräsentation der Primzahl-Eigenschaft ist, daß es einen Test für Teilbarkeit gibt, der angewendet werden kann, ohne daß man zurückzugehen braucht. Man bewegt sich nach oben und prüft nacheinander die Teilbarkeit durch 2, 3 usw. Diese „Gleichförmigkeit“, dieses Fehlen des Wechselspiels zwischen Verlängerung und Verkürzung, zwischen Vermehrung und Verminderung gestattet, die Primzahl-Eigenschaft einzufangen. Und diese potentielle Komplexität formaler Systeme ist es, die beliebige Mengen von Rückwärts-Vorwärts-Interferenzen zuläßt, die für Grenzergebnisse wie Gödels Satz, Turings Halte-Problem und die Tatsache verantwortlich sind, daß nicht alle rekursiv aufzählbaren Mengen rekursiv sind.


  Contrakrostipunktus


  Achilles ist bei seinem Freund und Jogging-Kumpanen, Theo Schildkröte, zu Besuch.


  
    
      	
        Achilles:

      

      	
        Himmel, Sie haben eine wunderschöne Sammlung von Bumerangs.

      
    


    
      	
        Schildkröte:

      

      	
        Oh, es geht. Auch nicht besser als die von andern Schildkröten. Und jetzt  bitte einzutreten ins Wohnzimmer.

      
    


    
      	
        Achilles:

      

      	
        Fein. (Geht in eine Ecke des Zimmers) Ich sehe, Sie haben auch eine große Schallplattensammlung. Welche Musik haben Sie am liebsten?

      
    


    
      	
        Schildkröte:

      

      	
        Sebastian Bach finde ich gar nicht so schlecht. Aber in letzter Zeit interessiere ich mich immer mehr für eine ziemlich spezielle Art von Musik.

      
    


    
      	
        Achilles:

      

      	
        Traurige oder fröhliche?

      
    


    
      	
        Schildkröte:

      

      	
        Ach, eine Art von Musik, von der Sie ganz sicher noch nie gehört haben. Ich nenne sie Musik zur Zerstörung von Grammophonen.

      
    


    
      	
        Achilles:

      

      	
        Das habe ich doch richtig verstanden, zur Zerstörung von Grammophonen? Eine kuriose Vorstellung. Ich kann mir gut denken, wie Sie, den Vorschlaghammer in der Hand, ein Grammophon nach dem andern zertrümmern, begleitet von Beethovens heroischem Meisterwerk Wellingtons Sieg.

      
    


    
      	
        Schildkröte:

      

      	
        Tja, das ist nicht ganz das, worum es sich handelt. Aber vielleicht interessiert Sie diese Art Musik? Soll ich sie Ihnen kurz beschreiben?

      
    


    
      	
        Achilles:

      

      	
        Eben das dachte ich auch.

      
    


    
      	
        Schildkröte:

      

      	
        Relativ wenig Leute kennen sie. Es fing alles mit dem Besuch meines Freundes Carl Krebs an  Sie kennen ihn doch?

      
    


    
      	
        Achilles:

      

      	
        's wäre ein Vergnügen, ihn kennenzulernen. Ich habe schon viel von ihm gehört, kenne ihn aber nicht.

      
    


    
      	
        Schildkröte:

      

      	
        Später werde ich Sie beide einmal zusammenbringen. Vielleicht könnten wir uns einmal zufällig im Park begegnen ...

      
    


    
      	
        Achilles:

      

      	
        Capitaler Vorschlag! Ich freue mich darauf. Aber Sie wollten mir etwas über Ihre sonderbare Musik zum Zerdeppern von Grammophonen erzählen?

      
    


    
      	
        Schildkröte:

      

      	
        Oh ja. Nun, eines Tages kam Carl Krebs zu mir zu Besuch. Nun hat er schon immer eine Schwäche für ausgefallene Spielereien gehabt, und damals war er ausgerechnet auf Grammophone versessen. Seinen ersten Plattenspieler hatte er gerade erstanden, und da er leichtgläubig ist, glaubte er jedes Wort des Verkäufers, insbesondere, daß der Apparat jeden beliebigen Ton wiedergeben könne. Kurz, er war überzeugt davon, daß es sich um das Vollkommene Grammophon handle.

      
    


    
      	
        Achilles:

      

      	
        Natürlich waren Sie anderer Ansicht.

      
    


    
      	
        Schildkröte:

      

      	
        Tatsächlich, aber er wollte nichts von meinen Einwänden wissen. Er behauptete steif und fest, daß jeglicher Ton sich auf seinem Gerät reproduzieren lasse. Da ich ihn vom Gegenteil nicht zu überzeugen vermochte, ließ ich die Sache auf sich beruhen. Aber kurz darauf erwiderte ich seinen Besuch und brachte eine Platte mit einem selbstkomponierten Lied mit. Das Lied hieß Ich kann nicht auf dem Plattenspieler 1 gespielt werden.

      
    


    
      	
        Achilles:

      

      	
        Recht ungewöhnlich. War es ein Geschenk für den Krebs?

      
    


    
      	
        Schildkröte:

      

      	
        Aber ja. Ich schlug vor, daß wir es uns auf seinem neuen Grammophon anhören sollten, und er tat mir den Gefallen gerne. Wir legten also die Platte auf. Aber leider geriet der Plattenspieler schon nach einigen Noten in recht heftige Schwingungen und zersprang mit einem lauten Knall in viele ziemlich kleine, über das ganze Zimmer verstreute Stücke. Natürlich wurde dabei auch die Platte vollständig zerstört.

      
    


    
      	
        Achilles:

      

      	
        Katastrophe für den armen Kerl, würde ich sagen. Was war mit dem Plattenspieler los?

      
    


    
      	
        Schildkröte:

      

      	
        Recht besehen war nichts los, überhaupt nichts. Er konnte ganz einfach die Töne auf der Platte, die ich mitgebracht hatte, nicht wiedergeben, weil es Töne waren, die ihn in Schwingungen versetzten und zerbrechen ließen.

      
    


    
      	
        Achilles:

      

      	
        Oh, das ist eigenartig, nicht wahr? Ich dachte, es sei ein Vollkommenes Grammophon. Das hatte ihm der Verkäufer schließlich versichert.

      
    


    
      	
        Schildkröte:

      

      	
        Sie glauben doch nicht alles, Achilles, was ein Verkäufer Ihnen versichert? Sind Sie so naiv, wie Carl Krebs es war?

      
    


    
      	
        Achilles:

      

      	
        Tausendmal naiver war Herr Krebs! Ich weiß, daß Verkäufer notorische Schwindler sind. Ich bin doch nicht von gestern.

      
    


    
      	
        Schildkröte:

      

      	
        In diesem Falle können Sie sich vielleicht denken, daß jener Verkäufer die Qualität des Gerätes von Carl Krebs etwas übertrieben hat ... vielleicht war es tatsächlich weniger als Vollkommen und konnte nicht jeden möglichen Ton wiedergeben.

      
    


    
      	
        Achilles:

      

      	
        Plausibel! Vielleicht ist das die Erklärung. Aber für den erstaunlichen Zufall, daß Ihre Platte gerade diese Töne enthielt, gibt es keine Erklärung ...

      
    


    
      	
        Schildkröte:

      

      	
        Und wenn sie absichtlich darauf aufgenommen wurden? Bevor ich Carl Krebs' Besuch erwiderte, ging ich in den Laden, in dem er sein Gerät gekauft hatte, und erkundigte mich nach der Marke. Nachdem ich sie herausgefunden hatte, bat ich den Hersteller um eine Beschreibung. Ich erhielt sie postwendend, analysierte die Konstruktion des Grammophons in allen Einzelheiten und entdeckte eine gewisse Art von Tönen, die, wenn sie irgendwo in der Umgebung erzeugt wurden, bewirkten, daß das Gerät zu zittern begann und schließlich in Stücke zerfiel.

      
    


    
      	
        Achilles:

      

      	
        Na, Sie Schurke! Sie brauchen mir die letzten Einzelheiten gar nicht ausführlicher zu erzählen! Daß Sie diese Töne selber aufnahmen und dieses heimtückische Ding als Geschenk darboten ...

      
    


    
      	
        Schildkröte:

      

      	
        Kluges Bürschchen! Aber Sie eilen meiner Erzählung voraus! Das war keineswegs das Ende der Geschichte, bei weitem nicht, denn Herr Krebs glaubte nicht, daß der Fehler bei seinem Plattenspieler liege. Es war recht hartnäckig. Also ging er hin und kaufte einen neuen Plattenspieler, einen sogar noch teureren, und diesmal versprach der Verkäufer ihm, den doppelten Verkaufspreis zurückzuerstatten, wenn Herr Krebs einen Ton finden könne, der sich nicht genau wiedergeben ließe. Herr Krebs also erzählte begeistert von seinem neuen Modell, und ich versprach ihm, es mir anzuschauen.

      
    


    
      	
        Achilles:

      

      	
        Täusche ich mich  ich wette, daß Sie zuerst noch einmal dem Hersteller schrieben und ein neues Lied mit dem Titel  Ich kann nicht auf dem Plattenspieler 2 gespielt werden komponierten, das auf der Konstruktion des neuen Modells beruhte.

      
    


    
      	
        Schildkröte:

      

      	
        Ungewöhnlich brillante Folgerung, Achilles. Sie haben die Sache begriffen!

      
    


    
      	
        Achilles:

      

      	
        Sagen Sie, was geschah nun?

      
    


    
      	
        Schildkröte:

      

      	
        Ach, wie Sie wohl erwartet haben: genau das gleiche. Der Plattenspieler zerbarst in zahllose Stücke und die Platte zersprang ebenfalls.

      
    


    
      	
        Achilles:

      

      	
        Konnte das den Krebs schließlich davon überzeugen, daß es einen Vollkommenen Plattenspieler nicht geben kann?

      
    


    
      	
        Schildkröte:

      

      	
        Recht überraschenderweise passierte nicht genau das. Er war sicher, daß das nächste Modell seinen Ansprüchen genügen würde, und da er nun den doppelten Betrag hatte ...

      
    


    
      	
        Achilles:

      

      	
        Oho  ich habe eine Idee! Er hätte Sie leicht überlisten können, indem er ein Low-Fidelity-Grammophon erstanden hätte, also eines, das die Töne, die es zerstörten, nicht wiedergeben könnte. So hätte er Ihre Falle vermieden.

      
    


    
      	
        Schildkröte:

      

      	
        Sicher. Das würde jedoch die ursprüngliche Absicht vereiteln, nämlich die, ein Grammophon zu besitzen, das jeden Ton, sogar den selbstzerstörerischen, wiedergäbe, was natürlich unmöglich ist.

      
    


    
      	
        Achilles:

      

      	
        Tatsächlich. Ich sehe jetzt das Dilemma. Wenn irgendein Plattenspieler - sagen wir Plattenspieler X  genügend High-Fidelity hat, dann wird er beim Versuch, das Lied Ich kann nicht auf dem Plattenspieler X gespielt werden zu spielen, genau die Schwingungen erzeugen, die diesen zum Zerbrechen bringen ... So ist er also nicht Vollkommen. Und doch bewirkt die einzige Methode, diese Schwierigkeit zu umgehen, nämlich daß der Plattenspieler X einen geringeren Grad von Wiedergabetreue aufweist, sogar noch unmittelbar, daß er nicht Vollkommen ist. Anscheinend ist jeder Plattenspieler für den einen oder den anderen dieser Mängel anfällig, und deshalb sind alle Plattenspieler unvollkommen.

      
    


    
      	
        Schildkröte:

      

      	
        Ich begreife nicht, warum Sie sie als unvollkommen bezeichnen. Es liegt ganz einfach im Wesen der Plattenspieler, daß sie nicht alles tun können, was man sich von ihnen wünscht. Wenn aber ein Mangel vorliegt, dann nicht in ihnen, sondern in den Erwartungen, die Sie in sie setzen. Und Carl Krebs war einfach voll von solchen unrealistischen Erwartungen.

      
    


    
      	
        Achilles:

      

      	
        Kann mich vor Mitleid mit Herrn Krebs kaum fassen. High Fidelity oder Low Fidelity, er verliert in beiden Fällen.

      
    


    
      	
        Schildkröte:

      

      	
        Allerdings. Und so ging das Spielchen ein paar Runden weiter, und schließlich versuchte es unser Freund mit etwas besonders Pfiffigem. Er kam hinter das Prinzip, das meinen Platten zugrunde liegt, und versuchte mich zu übertölpeln. Er schrieb dem Hersteller des Grammophons und schilderte ein selbsterfundenes Gerät, das sie nach seinen Angaben konstruierten. Er nannte es Plattenspieler Omega. Es war um ein Beträchtliches komplexer als ein gewöhnlicher Plattenspieler.

      
    


    
      	
        Achilles:

      

      	
        Lassen Sie mich raten! Hatte er keine beweglichen Bestandteile? Oder war er aus Baumwolle? Oder ...

      
    


    
      	
        Schildkröte:

      

      	
        Interessante Idee! Doch ich will es Ihnen sagen. Das wird Zeit sparen. Erstens war im Plattenspieler Omega eine Fernsehkamera eingebaut, deren Zweck es war, jede Platte abzutasten, bevor sie gespielt wurde. Diese Kamera war mit einem kleinen eingebauten Computer verbunden, der die Rillenmuster prüfte und so die Art der Töne genau feststellte.

      
    


    
      	
        Achilles:

      

      	
        So weit, so gut. Doch was fing der Plattenspieler Omega wohl damit an...

      
    


    
      	
        Schildkröte:

      

      	
        Computerseitig fand das Gerät durch komplizierte Berechnungen heraus, welche Auswirkungen die Töne auf den Plattenspieler haben würden. Wenn der Computer zum Ergebnis kam, daß die Töne derart waren, daß sie die Maschine in ihrer gegenwärtigen Konstruktion zum Zerspringen bringen würden, dann tat er etwas ganz besonders Schlaues. Omega enthielt eine Vorrichtung, die große Teile des in ihm enthaltenen Grammophons zerlegen und auf neue Art zusammensetzen konnte, so daß er tatsächlich seine eigene Struktur verändern konnte. Wenn die Töne gefährlich waren, wählte er eine neue Zusammenstellung, eine, für die die Töne keine Bedrohung mehr darstellten, und diese neue Zusammenstellung wurde dann von einer Neukonstruktions-Einheit unter Leitung des kleinen Computers gebaut. Erst nach dieser Neukonstruktion versuchte der Plattenspieler Omega, die Platte zu spielen.

      
    


    
      	
        Achilles:

      

      	
        Ha, das muß für Sie sicher das Ende Ihrer Tricks gewesen sein. Ich wette, daß Sie einigermaßen enttäuscht waren.

      
    


    
      	
        Schildkröte:

      

      	
        Befremdlich, daß Sie das glauben ... Ich nehme nicht an, daß Sie Gödels Unvollständigkeitssatz rückwärts und vorwärts kennen  oder doch?

      
    


    
      	
        Achilles:

      

      	
        Erklären Sie: WESSEN Satz soll ich rückwärts und vorwärts kennen? Ich habe nie von dergleichen gehört. Es ist sicher faszinierend, aber ich wüßte gern ein bißchen mehr über Musik zum Zerbrechen von Platten. Es ist eine amüsante kleine Geschichte. Ich glaube, daß ich das Ende bereits weiß. Offenbar hatte es keinen Zweck, weiterzumachen, und so gestanden Sie auch schön brav Ihre Niederlage ein, und damit basta. Ist es nicht so?

      
    


    
      	
        Schildkröte:

      

      	
        So etwas! Schon Mitternacht? Tut mir leid, aber ich befürchte, es ist Zeit zum Schlafen. Ich würde ja gerne noch etwas plaudern, aber ich bin wirklich allmählich recht müde.

      
    


    
      	
        Achilles:

      

      	
        Plaudern macht müde, recht haben Sie. Also ich gehe jetzt. (Wie er zur Tür kommt, hält er plötzlich inne und dreht sich um:)

      
    


    
      	
        Achilles:

      

      	
        Ich bin aber heute vergeßlich! Ich habe Ihnen ein kleines Geschenk mitgebracht. Hier. (Er übergibt der Schildkröte ein kleines, hübsch eingepacktes Paket.)

      
    


    
      	
        Schildkröte:

      

      	
        Ei, tausend Dank. Das wäre wirklich nicht nötig gewesen. Ich will es gleich öffnen. (Er öffnet begierig das Paket, und findet darin ein Kelchglas.) Was für ein schönes Glas! Wußten Sie denn, daß ich ausgerechnet auf Kelchgläser versessen bin?

      
    


    
      	
        Achilles:

      

      	
        Ganz bestimmt nicht! Was für ein hübscher Zufall.

      
    


    
      	
        Schildkröte:

      

      	
        Etwas will ich Ihnen verraten, wenn Sie ein Geheimnis behalten können. Ich versuche, das Vollkommene Glas zu finden, eines, das keinerlei Mängel in seiner Form aufweist. Wäre es nicht schön, wenn es gerade dieses Glas  nennen wir es G  wäre? Sagen Sie mir  wo stießen Sie auf das Glas G?

      
    


    
      	
        Achilles:

      

      	
        Leider ist das nun MEIN kleines Geheimnis. Tut mir leid. Aber vielleicht wüßten Sie gerne, wem es einst gehört hat?

      
    


    
      	
        Schildkröte:

      

      	
        Tatsächlich, das würde mich interessieren.

      
    


    
      	
        Achilles:

      

      	
        Sagen Sie, haben Sie jemals etwas von dem berühmten Glaskelch Johann Sebastian Bachs gehört? Nun, Bach war nicht gerade als Sammler berühmt, und wir wissen wenig über seinen Privatbesitz. Höchstwahrscheinlich aber ist dieses Glas das einzige Stück, das der Nachwelt erhalten blieb.

      
    


    
      	
        Schildkröte:

      

      	
        Ach, das einzige? Wenn es wirklich einst Bach gehört hat, dann ist es ja von unschätzbarem Wert. Aber wie können Sie sicher sein, daß es von ihm stammt?

      
    


    
      	
        Achilles:

      

      	
        Ganz einfach: Es hat eine Inschrift. Schauen Sie sie! Können Sie sehen, daß sein Name gleich mehrfach eingraviert ist?

      
    


    
      	
        Schildkröte:

      

      	
        Toll! (Er stellt das Glas G behutsam auf ein Regal .) Ganz außerordentlich! Ist Ihnen aufgefallen, daß auch in den eingravierten Noten sein Name auftaucht: B-A-C-H?

      
    


    
      	
        Achilles:

      

      	
        's ist nicht möglich!

      
    


    
      	
        Schildkröte:

      

      	
        Ja, es ist aber so.

      
    


    
      	
        Achilles:

      

      	
        hm ... nun gut. Dann stellt sein Name also eine Melodie dar?

      
    

  


  


  [image: Abb. 19.]


  Abb. 19. Die letzte Seite des Originalmanuskripts von Bachs Kunst der Fuge trägt in der Handschrift von Bachs Sohn Carl Philipp Emanuel den Vermerk: NB. Im Verlauf dieser Fuge, an dem Punkt, an dem der Name B.A.C.H. als Gegenthema eingeführt wurde, starb der Komponist. (B-A-C-H oben eingerahmt.) Diese letzte Seite von Bachs letzter Fuge soll mir als Epitaph dienen. Notensatz durch das von Donald Byrd an der Indiana University entwickelte Programm SMUT.)


  
    
      	
        Schildkröte:

      

      	
        Seltsam, aber wahr! Tatsächlich hat er diese Melodie auch subtil in eines seiner komplexesten Stücke verwoben, nämlich den abschließenden Contrapunkt in seiner Kunst der Fuge. Das war die letzte Fuge, die Bach komponiert hat. Als ich sie das erste Mal hörte, hatte ich keine Ahnung, wie sie enden würde. Plötzlich und unerwartet brach sie ab. Und dann  Totenstille. Ich war mir sofort im klaren, daß das der Augenblick von Bachs Tod war. Es ist ein unbeschreiblich trauriger Augenblick, und auf mich wirkte er niederschmetternd. Auf jeden Fall ist B-A-C-H das letzte Thema der Fuge. Bach hat es nicht ausdrücklich betont, wenn man es aber weiß, findet man es ohne große Mühe. Ach, es gibt ja so viele verzwickte Methoden, etwas in der Musik zu verbergen ...

      
    


    
      	
        Achilles:

      

      	
        ... oder in Gedichten. Dichter taten ja ganz ähnliche Dinge (obgleich sie heute nicht in Mode sind). Z. B. verbarg Lewis Carroll oft Wörter oder Namen in den Anfangsbuchstaben der Zeilen in seinen Gedichten. Ein Gedicht, das solche Botschaften verbirgt, nennt man Akrostichon.

      
    


    
      	
        Schildkröte:

      

      	
        Bach hat ebenfalls  was nicht verwunderlich ist  gelegentlich Akrosticha verfaßt. Schließlich haben ja Kontrapunkt und Akrosticha mit ihren verschiedenen versteckten Bedeutungsebenen recht viel gemeinsam. Die meisten Akrosticha haben jedoch nur eine verborgene Ebene  obgleich kein Grund dafür vorliegt, nicht auch ein zweistöckiges Akrostichon zu machen, eines auf dem andern. Oder es ließe sich ein Kontrakrostichon machen, indem die Anfangsbuchstaben, rückwärts wie in einem Spiegel gelesen, eine Botschaft bildeten. Mein Gott, die dieser Form innewohnenden Möglichkeiten sind gar nicht abzusehen. Das ist auch nicht auf Dichter beschränkt. Jeder könnte Akrosticha schreiben, sogar Dialogiker.

      
    


    
      	
        Achilles:

      

      	
        Aah  wer? Die Alogiker? Wer ist das?

      
    


    
      	
        Schildkröte:

      

      	
        Charmante Fehlleistung! Ich sagte Dialogiker und meinte damit Verfasser von Dialogen ... Nun, dabei fällt mir etwas ein. In dem unwahrscheinlichen Fall, daß ein Dialogiker ein kontrapunktisches Akrostichon zu Ehren Bachs verfaßte, glauben Sie, daß es angemessener wäre, wenn er seinen EIGENEN Namen akrostisch unterbringen könnte, oder den Bachs? Nun, wozu sich über solch frivole Dinge den Kopf zerbrechen? Wer immer so etwas schreiben will, kann selbst die Entscheidung treffen. Um auf Bachs melodischen Namen zurückzukommen, wußten Sie, daß die Melodie B-A-C-H rückwärts und umgekehrt gespielt genau die gleiche ist wie die ursprüngliche?

      
    


    
      	
        Achilles:

      

      	
        Hier frage ich mich, wie etwas umgekehrt gespielt werden kann. Rückwärts, das begreife ich schon, das ergibt H-C-A-B  aber umgekehrt? Sie wollen mich wohl auf den Arm nehmen?

      
    


    
      	
        Schildkröte:

      

      	
        'n Skeptiker sind Sie schon. Nun, ich muß Ihnen das wohl demonstrieren. Lassen Sie mich rasch meine Geige holen  (geht ins anstoßende Zimmer und kommt im selben Moment mit einer uralt aussehenden Geige zurück)  und es Ihnen vorwärts und rückwärts und auf jede beliebige andere Weise vorspielen. Also: (Er stellt sein Exemplar der "Kunst der Fuge auf seinen Notenständer und öffnet es auf der letzten Seite.) Hier ist der letzte Kontrapunkt, und hier ist das letzte Thema ...

      
    


    
      	

      	
        Herr Schildkröte beginnt zu spielen: B-A-C-  aber als er das abschließende H streichen will, unterbricht plötzlich und unerwartet ein zerschmetterndes Geräusch die Darbietung. Beide drehen sich um und erblicken gerade noch eine Unmenge von Glassplittern, die klirrend von dem Regal , auf dem noch eben das Glas G stand, zu Boden fallen. Und dann ... Totenstille.

      
    

  


  


  [image: Abb. 19a]


  Abb. 19a. Der Glaskelch Johann Sebastian Bachs [mit freundlicher Genehmigung des Bachhauses Eisenach, Eisenach].


  KAPITEL IV


  Widerspruchsfreiheit, Vollständigkeit und Geometrie


  Implizite und explizite Bedeutung


  IM KAPITEL II haben wir gesehen, wie — zumindest in dem vergleichsweise einfachen Kontext eines formalen Systems — sich eine Bedeutung ergibt, wenn zwischen gewissen Regeln gehorchenden Symbolen und Dingen der realen Welt eine Isomorphie besteht. Je komplexer im allgemeinen die Isomorphie, um so mehr „Gerät“ — sowohl Hardware wie Software — benötigt man, um aus den Symbolen ihre Bedeutung herauszuholen. Ist eine Isomorphie sehr einfach (oder sind wir mit ihr sehr vertraut), dann sind wir versucht zu sagen, die Bedeutung, die sie uns zu erkennen gibt, sei explizit. Wir erkennen die Bedeutung, ohne die Isomorphie wahrzunehmen. Das krasseste Beispiel ist die menschliche Sprache. Hier spricht man oft den Wörtern als solchen Bedeutung zu, ohne sich auch nur im geringsten der äußerst komplexen „Isomorphie“ bewußt zu sein, die ihnen Bedeutung verleiht. Ein Fehler, der einem nur zu leicht unterläuft. Man spricht die ganze Bedeutung dem Objekt (dem Wort) zu und nicht der Verbindung zwischen diesem Objekt und der Wirklichkeit. Das wäre etwa mit dem naiven Glauben zu vergleichen, ein Geräusch sei eine notwendige Nebenerscheinung des Zusammenstoßens zweier Gegenstände. Dieser Glaube ist falsch, wenn zwei Gegenstände im Vakuum aufeinanderstoßen, entsteht überhaupt kein Geräusch. In diesem Fall kommt der Irrtum daher, daß das Geräusch ausschließlich dem Zusammenstoß zugeschrieben wird, und daß man die Rolle des Mediums nicht erkennt, das das Geräusch von den Gegenständen zum Ohr leitet.


  Oben habe ich das Wort „Isomorphie“ in Anführungszeichen gesetzt, um anzudeuten, daß es cum grano salis zu verwenden ist. Die dem Verständnis der menschlichen Sprache zugrunde liegenden symbolischen Prozesse sind so viel komplexer als die symbolischen Prozesse in typischen formalen Systemen, daß wir uns ein weit flexibleres Verständnis der Isomorphie als bisher zu eigen machen müssen, wenn wir daran festhalten wollen, daß Bedeutung durch Isomorphie vermittelt wird. Meiner Meinung nach wird das Schlüsselelement in der Beantwortung der Frage „Was ist Bewußtsein?“ die der Bedeutung zugrunde liegende „Isomorphie“ aufdecken.


  Explizite Bedeutung des Contrakrostipunktus


  All das soll uns als Vorbereitung für eine Besprechung des Contrakrostipunktus dienen, eine Untersuchung über Bedeutungsebenen. Der Dialog hat sowohl explizite wie implizite Bedeutungen. Seine am meisten explizite Bedeutung liegt einfach in der Geschichte, die erzählt wird. Die „explizite“ Bedeutung ist genaugenommen äußerst implizit in dem Sinne, daß die zum Verständnis der Handlung nötigen Gehirnprozesse ungeheuer komplex sind, da nur die schwarzen Zeichen auf dem Papier vorgegeben sind. Dennoch wollen wir die Geschehnisse in der Geschichte als die explizite Bedeutung dieses Dialogs auffassen und annehmen, daß jeder, der Deutsch lesen kann, mehr oder minder die gleichen „Isomorphien“ verwendet, um aus den Markierungen auf dem Papier diese Bedeutung herauszusaugen.


  Doch möchte ich mich über die explizite Bedeutung der Geschichte etwas expliziter äußern. Zuerst will ich von den Grammophonen und Schallplatten sprechen. Der wichtigste Punkt ist der, daß es für die Rillen auf den Platten zwei Bedeutungsebenen gibt. Ebene Eins ist die der Musik. Was aber ist „Musik“ — eine Folge von Schwingungen in der Luft, oder eine Folge von gefühlsmäßigen Reaktionen im Gehirn? Sie ist beides. Bevor es jedoch zu Gefühlsreaktionen kommen kann, müssen Schwingungen da sein. Nun wurden die Schwingungen aus den Rillen durch einen Plattenspieler, ein vergleichsweise einfaches Gerät, „herausgeholt“, man kann das ja sogar mit einer Stecknadel tun, indem man sie durch die Rillen zieht. Nach diesem Stadium verwandelt das Ohr die Schwingungen in Impulse von Gehörsneuronen im Gehirn. Darauf folgen verschiedene Phasen im Gehirn, die allmählich die lineare Folge der Schwingungen in ein komplexes Muster von gegenseitig aufeinander einwirkenden Gefühlsreaktionen verwandeln — viel zu kompliziert, als daß wir darauf eingehen könnten, so gerne ich das täte. Begnügen wir uns also damit, die Töne in der Luft als Bedeutung auf „Ebene Eins“ der Rillen zu betrachten.


  Was ist die Bedeutung der Rillen auf Ebene Zwei? Sie ist die Folge der im Plattenspieler induzierten Schwingungen. Diese Bedeutung kann nur entstehen, nachdem die Bedeutung auf Ebene Eins aus den Rillen herausgezogen ist, da die Schwingungen in der Luft die Schwingungen im Grammophon verursachen. Deshalb hängt die Bedeutung auf Ebene Zwei von einer Kette von zwei Isomorphien ab:


  
    
      	
        1)

      

      	
        Isomorphie zwischen beliebigen Rillenmustern und Luftschwingungen.

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        Isomorphie zwischen beliebigen Luftschwingungen und Schwingungen des Grammophons.

      
    

  


  Diese Kette von zwei Isomorphien ist in Abbildung 20 dargestellt. Man beachte, daß Isomorphie 1 diejenige ist, die die Bedeutung auf Ebene Eins entstehen läßt. Die Bedeutung auf Ebene Zwei ist in größerem Maße implizit als die auf Ebene Eins, weil sie durch eine Kette von zwei Isomorphien vermittelt wird. Es ist die Bedeutung auf Ebene Zwei, bei der „der Schuß nach hinten losgeht“ und die bewirkt, daß der Plattenspieler zerspringt. Interessant ist, daß die Herstellung der Bedeutung auf Ebene Eins gleichzeitig die Erzeugung der Bedeutung auf Ebene Zwei erzwingt — Ebene Eins ist nicht ohne Ebene Zwei zu haben. Es war also die implizite Bedeutung der Platte, die sich gegen sie kehrte und sie zerstörte.


  Ähnliches gilt für das Kelchglas. Ein Unterschied liegt darin, daß das Abbilden von Buchstaben des Alphabets auf musikalische Noten noch eine weitere Isomorphie-Ebene bildet, die wir „Transkription“ nennen könnten. Darauf folgt die „Translation“ — die Umwandlung von Musiknoten in musikalische Töne. Danach wirken die Schwingungen zurück auf das Glas, genauso wie auf die eskalierende Reihe der Grammophone.


  [image: Abb. 20.]


  Abb. 20. Bildliche Darstellung des dem Gödelsatz zugrundeliegenden Prinzips: zwei gegenseitige Abbildungen, die einen unerwarteten Bumerang-Effekt haben. Die erste ist die vom Rillenmuster auf Töne, vom Grammophon ausgeführt. Die zweite bekannt, aber im allgemeinen ignoriert — ist die von Tönen auf Schwingungen des Grammophons. Man beachte, daß die zweite von der ersten unabhängig ist, denn jeder Ton in der näheren Umgebung, nicht nur die vom Grammophon erzeugten, wird solche Schwingungen verursachen. Die Paraphrase von Gödels Satz besagt, daß es für jedes Grammophon Platten gibt, die es nicht spielen kann, weil sie seine indirekte Selbstzerstörung verursachen kann. [Zeichnung des Autors.]


  Implizite Bedeutungen des Contrakrostipunktus


  Wie steht es mit den impliziten Bedeutungen des Dialogs? (Ja, er besitzt mehr als eine!) Auf die einfachste haben wir bereits in den vorhergehenden Abschnitten hingewiesen — nämlich daß die Geschehnisse in den beiden Dialoghälften, grob gesprochen, zueinander isomorph sind: Das Grammophon wird zur Geige, Herr Schildkröte wird zu Achilles, Herr Krebs wird zur Schildkröte, die Rillen werden zu dem eingravierten Namenszug usw. Wenn man diese einfache Isomorphie einmal erkannt hat, kann man noch etwas weiter gehen. Man beachte, daß in der ersten Hälfte unserer Geschichte Herr Schildkröte der Urheber des ganzen Unheils ist, in der zweiten Hälfte aber das Opfer. Unversehens hat seine eigene Methode sich gegen ihn gewendet, und der Schuß ist nach hinten losgegangen. Das erinnert an den nach hinten losgegangenen Schuß der Schallplattenmusik, oder an die Inschrift im Glas, oder vielleicht an die Bumerang-Sammlung von Herrn Schildkröte? Ja, in der Tat! Die Geschichte handelt auf zwei Ebenen von solchen Schüssen, wie folgt ...


  
    
      	
        EbeneEins:

      

      	
        Gläser und Platten, deren Schuß nach hinten losgeht;

      
    


    
      	
        EbeneZwei:

      

      	
        die teuflische Methode von Herrn Schildkröte, implizite Bedeutung dazu zu nutzen, daß Schüsse nach hinten losgehen — wobei der Schuß nach hinten losgeht.

      
    

  


  Deshalb können wir sogar zwischen den beiden Bedeutungsebenen der Geschichte eine Isomorphie herstellen, indem wir die Art, wie die Platte und das Glas gleich einem Bumerang zurückkommen und sich selber zerstören, mit der Art und Weise vergleichen, in der die teuflischen Methoden von Herrn Schildkröte auf ihn selber zurückfallen. So betrachtet ist die Geschichte selbst ein Beispiel für die Rohrkrepierer, von denen sie handelt. Wir können also den Contrakrostipunktus so auffassen, daß er nicht selbst indirekt auf sich bezieht, indem seine eigene Struktur den geschilderten Geschehnissen isomorph ist. (Genau wie Glas und Schallplatten sich wegen der wechselseitigen Isomorphien zwischen dem Spiel und der Verursachung von Schwingungen implizit auf sich selbst beziehen.) Man kann den Dialog lesen, ohne das wahrzunehmen, aber die Tatsache ist dennoch immer vorhanden.


  Abbildung des Contrakrostipunktus und Gödels Satz


  Vielleicht fühlen Sie sich jetzt etwas schwindlig — aber das Beste kommt noch. (Übrigens werden gewisse Ebenen der impliziten Bedeutung hier nicht einmal besprochen es bleibt Ihnen überlassen, sie aufzustöbern.) Mein Hauptziel beim Schreiben dieses Dialogs war, Gödels Satz zu illustrieren, der sich, wie ich schon in der Einleitung sagte, auf zwei verschiedene Bedeutungsebenen von zahlentheoretischen Aussagen stützt. Jede der beiden Hälften des Contrakrostipunktus ist eine „isomorphe Kopie“ von Gödels Satz. Da dieses Abbilden das zentrale Thema des Dialogs bildet und ziemlich vielgestaltig ist, habe ich es nachstehend sorgfältig dargestellt.


  
    
      	
        Grammophon

      

      	[image: ]

      	
        axiomatisches zahlentheoretisches System

      
    


    
      	
        Low-Fidelity-Grammophon

      

      	[image: ]

      	
        „schwaches“ axiomatisches System

      
    


    
      	
        High-Fidelity-Grammophon

      

      	[image: ]

      	
        „starkes“ axiomatisches System

      
    


    
      	
        „Vollkommenes“ Grammophon

      

      	[image: ]

      	
        vollständiges System für die Zahlentheorie

      
    


    
      	
        „Bauanleitung“ des Grammophons

      

      	[image: ]

      	
        Axiome und Regeln des formalen Systems

      
    


    
      	
        Schallplatte

      

      	[image: ]

      	
        Kette des formalen Systems

      
    


    
      	
        spielbare Schallplatte

      

      	[image: ]

      	
        SATZ des axiomatischen Systems

      
    


    
      	
        nicht spielbare Schallplatten
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        Nicht-SATZ des axiomatischen Systems

      
    


    
      	
        Ton
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        wahre zahlentheoretische Aussage

      
    


    
      	
        reproduzierbarer Ton
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        interpretierter SATZ des Systems

      
    


    
      	
        nicht reproduzierbarer Ton

      

      	[image: ]

      	
        wahre Aussage, die kein SATZ ist

      
    


    
      	
        Titel des Liedes: „Ich kann auf dem Plattenspieler X nicht gespielt werden.“

      

      	[image: ]

      	
        implizite Bedeutung der Gödelschen Kette: „Ich kann in dem formalen System X nicht abgeleitet werden“.

      
    

  


  Das ist nicht der volle Umfang der Isomorphien zwischen Gödels Satz und dem Contrakrostipunktus, aber es ist sein Kern. Sie brauchen sich keine Sorgen zu machen, wenn Sie Gödels Satz noch nicht ganz begreifen — wir haben noch einige Kapitel vor uns, bis wir soweit sind! Immerhin sind Sie nach der Lektüre dieses Dialoges bereits etwas auf den Geschmack von Gödels Satz gekommen, ohne sich notwendigerweise dessen bewußt zu sein. Ich überlasse es nun Ihnen, sich nach anderen Arten impliziter Bedeutung im Contrakrostipunktus umzusehen. „Ouaerendo invenietis!“


  Die Kunst der Fuge


  Ein paar Worte zur Kunst der Fuge ... Bach hat sie in den letzten Jahren seines Lebens komponiert. Es handelt sich um eine Sammlung von achtzehn Fugen, die alle auf dem gleichen Thema beruhen. Offensichtlich hatte das Musikalische Opfer Bach inspiriert. Er entschloß sich, eine weitere Sammlung von Fugen mit einem viel einfacheren Thema zu verfassen, und sämtliche dieser Form innewohnenden Möglichkeiten auszuschöpfen. In der Kunst der Fuge benutzt Bach ein ganz einfaches Thema in der denkbar kompliziertesten Art und Weise. Das ganze Werk ist in einer einzigen Tonart verfaßt. Die meisten dieser Fugen sind vierstimmig und nehmen an Komplexität und Ausdrucksstärke allmählich immer mehr zu. Gegen Ende schwingen sie sich zu solchen Höhen der Komplexität auf, daß man fürchtet, Bach könne sie niemals aufrechterhalten. Und doch tut er das ... bis zum letzten Contrapunktus.


  Die Gründe für das Abbrechen der Kunst der Fuge (und das heißt: des Bachschen Lebens) sind die folgenden: Da seine Augen ihm schon seit Jahren zu schaffen gemacht hatten, wollte er sich operieren lassen. Das geschah auch. Aber das Ergebnis war keineswegs zufriedenstellend, und er war für den größeren Teil seiner letzten Lebensjahre blind. Das hielt ihn jedoch von energischer Arbeit an seinem monumentalen Werk nicht ab. Sein Ziel war, eine vollständige Darstellung der Fugenkomposition zu geben, und eine wichtige Facette davon war der Gebrauch multipler Themen. In dem Teil, den er als vorletzte Fuge plante, fügte er seinen in Noten wiedergegebenen Namen als drittes Thema ein. Jedoch wurde gerade damals seine Gesundheit so schwankend, daß er die Arbeit gerade an diesem Projekt, an dem er so sehr hing einstellen mußte. Während seiner Krankheit brachte er es noch fertig, seinem Schwiegersohn ein abschließendes Choralpräludium zu diktieren, von dem Bachs Biograph Forkel sagte:


  Aber der [im Choral] liegende Ausdruck von frommer Ergebung und Andacht hat mich stets ergriffen, so oft ich ihn gespielt habe, so daß ich kaum sagen kann, was ich lieber entbehrte, den Choral oder das Ende der letzten Fuge.


  Eines Tages erlangte Bach plötzlich wieder sein Augenlicht zurück. Aber eine halbe Stunde später erlitt er einen Schlaganfall, nach zehn Tagen starb er und überließ es anderen, über die Unvollständigkeit der Kunst der Fuge nachzudenken. Könnte sie daher rühren, daß Bach „Selbstbezüglichkeit“ erreicht hatte?


  Gödels Ergebnis schafft Probleme


  Herr Schildkröte sagt, daß kein hinreichend mächtiger Plattenspieler in dem Sinn vollkommen sein kann, daß er jeden möglichen Ton auf einer Platte wiedergeben kann. Gödel sagt, daß kein hinreichend mächtiges formales System in dem Sinn vollkommen sein kann, daß es jede einzelne wahre Aussage als einen SATZ wiedergeben kann. Wie Herr Schildkröte aber im Hinblick auf Grammophone betont, kommt einem das nur dann als Mangel vor, wenn man unrealistische Erwartungen darüber hegt, was formale Systeme leisten sollten. Dennoch hegten die Mathematiker zu Beginn dieses Jahrhunderts solche unrealistischen Erwartungen und glaubten, daß axiomatisches folgerichtiges Denken alle Übel zu beheben vermöge. Im Jahr 1931 wurden sie eines Besseren belehrt. Die Tatsache, daß die Wahrheit in jedem gegebenen formalen System über SATZ-heit hinausgeht, nennt man die „Unvollständigkeit“ dieses Systems.


  Eine überaus rätselhafte Tatsache an Gödels Beweismethode ist die, daß er auf eine Weise argumentiert, die sich anscheinend nicht „einkapseln“ läßt — sie widersteht der Eingliederung in jegliches formale System. Auf den ersten Blick scheint es somit, daß Gödel einen bisher unbekannten, jedoch höchst bedeutsamen Unterschied zwischen menschlichem und mechanischem folgerichtigen Denken zutage gefördert habe. Dieser geheimnisvolle Zwiespalt zwischen der Mächtigkeit belebter und unbelebter Systeme spiegelt sich wieder in dem Zwiespalt zwischen dem Begriff der Wahrheit und dem der „SATZ-heit“ ... oder das ist zumindest eine „romantische“ Art, die Situation zu betrachten.


  Das modifizierte pg-System und Widersprüchlichkeit


  Um das etwas realistischer zu sehen, müssen wir genauer erkennen, warum und wie die Bedeutung in formalen Systemen durch Isomorphien vermittelt wird. Und ich glaube, daß das zu einer romantischeren Sicht führt. Wir werden also nun weitere Aspekte der Beziehung zwischen Bedeutung und Form erforschen. Unser erster Schritt ist der, ein neues formales System herzustellen, indem wir unsern alten Freund, das pg-System, geringfügig ändern. Wir nehmen ein weiteres Axiomenschema hinzu (behalten aber das ursprüngliche sowie die Schlußregel bei):


  AXIOMENSCHEMA II: Wenn x eine Bindestrichkette ist, dann ist xp−gx ein Axiom.


  Offensichtlich ist dann −−p−g−− ein Axiom im neuen System, und −−p−−g−−− ebenfalls. Und doch lautet ihre Interpretation „2 plus 1 gleich 2“, bzw. „2 plus 2 gleich 3“. Man sieht, daß unser neues System eine große Zahl von falschen Aussagen enthält (wenn man Ketten als Aussagen auffaßt). Unser neues System steht also zur äußeren Welt im Widerspruch.


  Als ob das nicht schlimm genug wäre: wir haben mit unserem neuen System auch innere Probleme, da es nicht übereinstimmende Aussagen enthält, z. B. −p−g−− (ein altes Axiom) und −p−g− (ein neues Axiom). Unser System ist also auch in einem zweiten Sinn widerspruchsvoll, nämlich in sich selbst.


  Wäre es somit das einzig vernünftige Vorgehen an diesem Punkt, das neue System als Ganzes fallen zu lassen? Kaum. Ich habe den Leser mit „Widersprüchen“ absichtlich etwas hinters Licht geführt, d. h., ich habe verworrene Argumente so nachdrücklich wie möglich vorgetragen in der Absicht, ihn irrezuführen. Es ist sehr gut möglich, daß er die Trugschlüsse in dem, was ich sagte, entdeckt hat. Der entscheidende Trugschluß war der, daß ich unbekümmert für die Interpretation im neuen System die gleichen Ausdrücke gebrauchte, die ich für das alte System verwendet hatte. Erinnern Sie sich daran, daß ich nur einen Grund hatte, diese Wörter im vorangegangenen Kapitel anzuwenden, und der war, daß vermöge der Interpretation die Symbole sich den Begriffen isomorph verhielten, denen sie zugeordnet wurden. Wenn man jedoch die das System beherrschenden Regeln modifiziert, beschädigt man notwendigerweise die Isomorphie. Das ist nicht zu ändern. So waren all die Probleme, über die ich in den vorhergehenden Abschnitten wehklagte, Scheinprobleme. Man kann sie im Handumdrehen zum Verschwinden bringen, indem man einige Symbole des Systems auf passende Weise neu interpretiert. Man bemerke, daß ich „einige“ gesagt habe; nicht alle Symbole müssen notwendigerweise auf neue Begriffe abgebildet werden. Einige können sehr wohl ihre "Bedeutung“ beibehalten, während sie bei anderen geändert werden muß.


  Widerspruchsfreiheit wiederherstellen


  Angenommen zum Beispiel, daß wir bloß das Symbol g neu interpretieren und alle anderen unverändert lassen; in diesem Fall interpretieren wir g durch die Wörter „ist größer als oder gleich“. Nun werden unsere „kontradiktorischen“ SÄTZE −p−g− und −p−g−− ganz harmlos zu „1 plus 1 ist größer als oder gleich 1“, und „1 plus 1 ist größer als oder gleich 2“. Wir sind gleichzeitig 1. die Widersprüche mit der äußeren Welt und 2. die inneren Widersprüche losgeworden. Und unsere neue Interpretation ist eine bedeutungstragende Interpretation; die ursprünglich ist natürlich bedeutungsleer. Das heißt, sie hat in dem neuen System keine Bedeutung; für das ursprüngliche pg-System ist sie in Ordnung. Jetzt aber erscheint es sinnlos und willkürlich, sie auf das neue pg-System anzuwenden, wie es sinnlos gewesen war, die „Pferd-Apfel-glücklich“ Interpretation im alten pg-System anzuwenden.


  Die Geschichte der euklidischen Geometrie


  Obschon ich versucht habe, Sie zu überrumpeln und etwas zu überraschen, kommt Ihnen wohl diese Lektion über die Interpretation von Symbolen durch Wörter wohl nicht so furchtbar schwierig vor, sobald Sie sie einmal kapiert haben. Sie ist es tatsächlich nicht. Und doch ist es eines der tiefstgreifenden Ergebnisse der gesamten Mathe-
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  Abb. 21. Der Turm von Babel, von M. C. Escher (Holzschnitt, 1928).


  matik des 19. Jahrhunderts! Es begann mit Euklid, der um das Jahr 300 v. Chr. alles, was man zu seiner Zeit über ebene und räumliche Geometrie wußte, zusammentrug und systematisierte. Das so entstandene Werk, Euklids Elemente, war so festgefügt, daß es für mehr als zweitausend Jahre praktisch die Bibel der Geometrie war — eines der dauerhaftesten Werke aller Zeiten. Warum war das so?


  Der Hauptgrund war der, daß Euklid die Genauigkeit der Mathematik begründete. Die Elemente beginnen mit ganz einfachen Begriffen, Definitionen usw., und bauen allmählich einen gewaltigen Vorrat von Ergebnissen auf, und zwar in der Weise, daß jedes Einzelergebnis nur auf vorhergehenden Ergebnissen beruht. Das Werk besaß also einen definitiven Plan, eine Architektur, die es stark und widerstandskräftig machte.


  Indessen war die Architektur anderer Art als etwa die eines Wolkenkratzers (Abb. 21). Bei diesem genügt die Tatsache, daß er steht, für den Beweis, daß seine Strukturelemente ihn aufrecht erhalten. In einem Buch über Geometrie jedoch, in dem der Anspruch erhoben wird, daß jeder Satz logisch aus einem früheren folgt, gibt es keinen sichtbaren Zusammenbruch, wenn einer der Beweise ungültig ist. Die Tragbalken und Stützen sind nicht physikalisch, sondern abstrakt. In Euklids Elementen ist der Stoff, aus dem die Beweise konstruiert werden, die menschliche Sprache — dieses schwer zu fassende, heikle Kommunikationsmedium mit seinen vielen verborgenen Fallstricken. Wie also steht es mit der architektonischen Stärke der Elemente? Ist es sicher, daß sie durch solide Strukturelemente aufrechterhalten wird? Oder könnte sie strukturelle Schwächen aufweisen?


  Jedes Wort, das wir gebrauchen, hat für uns eine Bedeutung, die uns bei seiner Verwendung leitet. Je gebräuchlicher das Wort, desto mehr Assoziationen verbinden wir mit ihm, und desto tiefer wurzelt seine Bedeutung. Wenn also jemand die Definition eines gebräuchlichen Wortes gibt in der Hoffnung, daß wir bei dieser Definition verbleiben, dann ist von vornherein sicher, daß wir das nicht tun werden, sondern daß wir uns statt dessen zum größten Teil unbewußt von dem leiten lassen, was unser Gehirn in seinem Vorrat an Assoziationen vorfindet. Ich erwähne das, weil es Probleme dieser Art sind, die Euklid in seinen Elementen aufwirft, indem er versucht, geläufige Wörter wie „Punkt“, „Gerade“, „Kreis“ usw. zu definieren. Wie kann man etwas definieren, von dem jedermann bereits eine deutliche Vorstellung hat? Das ist nur möglich, indem man klar macht, daß das Wort als technischer Ausdruck aufzufassen ist und nicht mit dem gewöhnlichen, gleichlautenden Wort der Alltagssprache verwechselt werden darf. Man muß betonen, daß die Verbindung zum Alltagswort nur sehr suggestiver Natur ist. Nun, Euklid hat das nicht getan, denn er war der Ansicht, die Punkte und Geraden seiner Elemente seien tatsächlich die Punkte und Geraden der wirklichen Welt. Indem er es unterließ, für die Ausmerzung aller Assoziationen zu sorgen, forderte Euklid seine Leser auf, ihrem Assoziationsvermögen freien Lauf zu lassen ...


  Das sieht beinahe nach Anarchie aus und ist gegenüber Euklid nicht ganz fair. Tatsächlich legte er Axiome oder Postulate fest, die beim Beweis der Sätze gebraucht werden sollten. Eigentlich sollten keine anderen als diese Axiome und Postulate benutzt werden. Hier aber unterlief ihm ein Schnitzer, denn eine unvermeidliche Konsequenz seines Gebrauchs von gängigen Wörtern war die, daß gewisse von den durch diese Wörter heraufbeschworenen Bilder sich in die von ihm konstruierten Beweise einschlichen. Wenn man jedoch in den Elementen Beweise liest, sollte man keineswegs krasse „Sprünge“ in den Folgerungen erwarten. Sie sind im Gegenteil sehr subtil, denn Euklid war ein tiefschürfender Denker und machte keine solch einfältige Fehler. Dennoch gibt es hier Lücken, die in diesem klassischen Werk leichte Mängel verursachen. Zu klagen braucht man deswegen jedoch nicht. Man sollte einfach den Unterschied zwischen absoluter Strenge und relativer Strenge verstehen lernen. Auf lange Sicht gesehen war Euklids Mangel an absoluter Genauigkeit noch über zweitausend Jahre, nachdem er sein Buch geschrieben hatte, die Ursache einer der fruchtbarsten Vorstöße in der Mathematik.


  Euklid legte fünf Postulate als „Fundamente“ des unendlichen Wolkenkratzers der Geometrie vor, von denen die Elemente nur die ersten paar hundert Stockwerke darstellen. Die ersten vier Postulate sind recht knapp und elegant:


  
    
      	
        1)

      

      	
        Man kann von jedem Punkt nach jedem Punkt die Strecke ziehen.

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        Eine begrenzte gerade Linie kann endlos in gerader Linie verlängert werden.

      
    


    
      	
        3)

      

      	
        Man kann mit jedem Mittelpunkt und Abstand den Kreis zeichnen.

      
    


    
      	
        4)

      

      	
        Alle rechten Winkel sind einander gleich.

      
    

  


  Das fünfte Postulat jedoch teilt ihre Eleganz nicht:


  
    
      	
        5)

      

      	
        Wenn eine gerade Linie beim Schnitt mit zwei geraden Linien bewirkt, daß immer auf derselben Seite entstehende Winkel zusammen kleiner als zwei rechte werden, dann treffen sich die zwei geraden Linien bei Verlängerung im Unendlichen auf der Seite, auf der die Winkel liegen, die zusammen kleiner als zwei rechte sind.

      
    

  


  Wenn er es auch nie aussprach, betrachtete Euklid dieses Postulat als den anderen irgendwie unterlegen, da er es fertigbrachte, beim Beweis der ersten achtundzwanzig Sätze nicht darauf zurückzugreifen. So gehören also die ersten achtundzwanzig Sätze zu etwas, was man als „Vier-Postulat-Geometrie“ bezeichnen könnte, zu jenem Teil der Geometrie, der sich auf der Grundlage der ersten vier Postulate der Elemente ohne die Hilfe des fünften Postulats ableiten läßt. (Man spricht auch oft von absoluter Geometrie.) Gewiß hätte Euklid es vorgezogen, dieses häßliche Entlein zu beweisen, anstatt es annehmen zu müssen. Doch fand er keinen Beweis, und deshalb nahm er es an.


  Die Schüler Euklids jedoch waren auch nicht glücklicher, daß sie das fünfte Postulat annehmen mußten. Im Lauf der Jahrhunderte haben unzählige Forscher unzählige Jahre ihres Lebens auf den Versuch verwendet, zu beweisen, daß das fünfte Postulat selber einen Teil der Vier-Postulat-Geometrie bildet. Bis zum Jahre 1763 waren mindest achtundzwanzig Beweise veröffentlicht worden — alle falsch! (Ein gewisser G. S. Klügel hat sie alle in einer Dissertation kritisiert.) Bei all diesen irrigen Beweisen kam die Verwechslung zwischen alltäglicher Intuition und streng formalen Eigenschaften ins Spiel. Man kann sagen, daß kaum einer dieser Beweise heute noch von mathematischem oder geschichtlichem Interesse ist — mit gewissen Ausnahmen.


  Die vielen Gesichter des Nichteuklid


  Girolamo Saccheri (1667-1733) lebte zu Bachs Zeiten. Sein Ehrgeiz war es, Euklid von jedem Makel zu reinigen. Ausgehend von einigen seiner früheren Arbeiten auf dem Gebiet der Logik entschloß er sich, den Beweis des berühmten fünften Postulats auf neuartige Weise anzugehen: wie, wenn man das Gegenteil annehme und dann mit diesem als dem fünften Postulat arbeitete ...? Sicherlich würde man dann nach einer gewissen Zeit auf eine Kontradiktion stoßen. Da kein mathematisches System eine Kontradiktion verträgt, hat man gezeigt, daß dieses eigene fünfte Postulat nicht aufrechten zu erhalten ist, und damit die Vernünftigkeit von Euklids fünftem Postulat bewiesen. Wir brauchen hier nicht in die Einzelheiten zu gehen. Es genügt die Feststellung, daß Saccheri mit großem Geschick einen Satz der „Saccheri-Geometrie“ nach dem andern bewies und der Sache schließlich müde wurde. An einem gewissen Punkte angelangt entschied er, daß er zu einem Satz gekommen war, der der „Natur einer Geraden zuwider lief“. Das war, was er sich erhofft hatte — in seiner Vorstellung war es die lange gesuchte Kontradiktion. Als er so weit gekommen war, veröffentlichte er sein Werk unter dem Titel Euklid von jedem Makel gereinigt — und dann starb er.


  Doch dadurch brachte er sich selbst um einen guten Teil seines Nachruhms, da er, ohne es zu wissen, das entdeckt hatte, was später als „hyperbolische Geometrie“ bekannt wurde. Fünfzig Jahre nach Saccheri wiederholte J. H. Lambert diesen „Fast-Treffer“ und kam, wenn es überhaupt möglich war, der Sache noch näher. Und schließlich erkannte man vierzig Jahre nach Lambert und neunzig nach Saccheri die nichteuklidische Geometrie als das was sie war: eine authentische neue Art von Geometrie, eine Verästelung des bis dahin einheitlichen Stroms der Mathematik. Im Jahre 1823 wurde die nichteuklidische Geometrie — einer jener unerklärlichen Zufälle gleichzeitig von dem 21jährigen ungarischen Mathematiker János (oder Johann) Bolyai und dem 30jährigen russischen Mathematiker Nikolai Lobatschewski entdeckt. Und — Ironie des Schicksals — in demselben Jahr legte der große französische Mathematiker Adrien-Marie Legendre im Anschluß an Saccheri eine Arbeit vor, von der er sicher war, daß sie den Beweis von Euklids fünftem Postulat darstelle.


  Übrigens bemühte sich auch Bolyais Vater Farkas (oder Wolfgang) Bolyai, ein enger Freund des großen Gauß, intensiv um den Beweis von Euklids fünftem Postulat. In einem Brief an seinen Sohn János versuchte er, ihn vom Brüten über solche Dinge abzubringen:


  Du darfst die Parallelen auf jenem Wege nicht versuchen; ich kenne diesen Weg bis an sein Ende — auch ich habe diese bodenlose Nacht durchmessen, jedes Licht, jede Freude meines Lebens sind in mir ausgelöscht worden — ich beschwöre Dich bei Gott, laß die Lehre von den Parallelen in Frieden ... Ich hatte mir vorgenommen, mich für die Wahrheit aufzuopfern; ich wäre bereit gewesen, zum Märtyrer zu werden, damit ich nur die Geometrie von diesem Makel gereinigt dem menschlichen Geschlecht übergeben könnte. Schauderhafte, riesige Arbeiten habe ich vollbracht, habe bei weitem besseres geleistet als bisher geleistet wurde, aber keine vollkommene Befriedigung habe ich je gefunden; hier aber galt es: si paullum a summo discessit, vergit ad imum. Ich bin zurückgekehrt, weil ich durchschaut habe, daß man den Boden dieser Nacht von der Erde aus nicht erreichen kann, ohne Trost, mich selbst und das ganze menschliche Geschlecht bedauernd ... Es kommt, mir vor, ich habe auch diese Gegenden betreten, ich sei an allen Klippen dieses höllischen Toten Meers vorbeigefahren und von überall kehrte ich mit zerschelltem Mastbaum und zerfetzten Segeln zurück, und von da an datiere ich die Verderbnis meines Humors und meinen Fall. Unbesonnen setzte ich mein Leben und mein Glück hierauf — aut Caesar aut nihil. 1


  Aber später, als er überzeugt war, daß sein Sohn wirklich fündig geworden war, drängte er ihn, seine Ergebnisse zu veröffentlichen, und sagte richtig die Gleichzeitigkeit voraus, die bei wissenschaftlichen Entdeckungen so häufig ist:


  Es liegt da einige Wahrheit, daß manche Dinge gleichsam eine Epoche haben, wo sie dann an mehreren Orten aufgefunden werden, wie früher die Veilchen mehrwärts ans Licht hervorkommen. 2


  Wie sehr das im Fall der nichteuklidischen Geometrie zutraf: In Deutschland waren Gauß selbst und einige andere unabhängig voneinander auf nichteuklidische Vorstellungen gestoßen. Darunter befand sich ein Rechtsanwalt, F. K. Schweikart, der im Jahr 1818 Gauß einen Brief schickte, in dem er seine „astrale“ Geometrie beschrieb, Schweikarts Neffe, F. A. Taurinus, der sich mit nichteuklidischer Trigonometrie befaßte, und F. L. Wachter, ein Schüler von Gauß, der verschiedene tiefschürfende Ergebnisse in der nichteuklidischen Geometrie entdeckte und 1817 im Alter von 25 Jahren verstarb.


  Der Schlüssel zur nichteuklidischen Geometrie war „geradliniges Denken“ über die Sätze, die sich aus Geometrien wie denen von Saccheri und Lambert ergaben. Die Sätze von Saccheri laufen nur dann dem „Wesen der geraden Linie“ zuwider, wenn man sich nicht von vorgefaßten Meinungen darüber befreit, was eine „Gerade“ sein sollte. Wer sich jedoch von solchen vorgefaßten Vorstellungen loslösen kann und eine „Gerade“ einfach als etwas betrachtet, das den neuen Sätzen genügt, der hat einen radikal neuen Gesichtspunkt erworben.


  Undefinierte Ausdrücke


  Das sollte uns allmählich bekannt vorkommen. Insbesondere erinnert es uns an das pg-System und seine Variante, in dem die Symbole kraft ihrer Rolle in den SÄTZEN eine passive Bedeutung erhielten. Das Symbol g ist besonders interessant, da seine „Bedeutung“ sich veränderte, als wir ein neues Axiomenschema hinzufügten. Auf genau die gleiche Weise kann man die Bedeutung von„Punkt“, „Gerade“ usw. durch die Menge der SÄTZE (oder Propositionen), in denen sie vorkommen, bestimmt sein lassen. Dies war die große Erkenntnis der Entdecker der nichteuklidischen Geometrie. Indem sie Euklids fünftes Postulat auf verschiedene Art und Weise verneinten und daraus die Konsequenzen zogen, fanden sie verschiedene Arten von nichteuklidischer Geometrie. Genaugenommen verneinten sie (und Saccheri) das fünfte Postulat nicht direkt, sondern vielmehr ein äquivalentes Postulat, das sogenannte Parallelen-Axiom, das wie folgt lautet:


  Gegeben sei eine Gerade und ein nicht auf ihr gelegener Punkt; dann gibt es eine und nur eine Gerade, die durch diesen Punkt geht und sich mit der ersten Geraden nie schneidet, soweit man sie auch verlängere.


  Von der zweiten Geraden sagt man dann, sie sei parallel zu der ersten. Behauptet man, daß es keine solche Gerade gibt, so kommt man zur elliptischen Geometrie; behauptet man, daß es mindestens zwei solcher Geraden gibt, so kommt man zur hyperbolischen Geometrie. Übrigens ist der Grund dafür, daß man solche Varianten immer noch als „Geometrien“ bezeichnet, der, daß das Kernelement — die absolute oder Vier-Postulat-Geometrie — in sie eingebettet ist. Es ist dieses Vorhandensein eines Minimalkerns, das uns berechtigt, sie als Beschreibungen von Eigenschaften eines gewissen geometrischen Raumes aufzufassen, auch wenn dieser Raum nicht so anschaulich ist wie der gewöhnliche.


  Es ist tatsächlich ein Leichtes, sich eine elliptische Geometrie vorzustellen. Alle „Punkte“, „Geraden“ usw. seien Teile der Oberfläche einer gewöhnlichen Kugel. Schreiben wir „PUNKT“, wenn wir den technischen Ausdruck verwenden, und „Punkt“, wenn die alltägliche Bedeutung gemeint ist. Man kann dann sagen, daß ein PUNKT aus einem Paar diametral entgegengesetzter Punkte auf einer Kugeloberfläche besteht. Eine GERADE ist ein Großkreis auf der Kugel (ein Kreis, dessen Mittelpunkt wie beim Äquator im Mittelpunkt der Kugel liegt). So interpretiert sprechen die Sätze der elliptischen Geometrie, obgleich sie Wörter wie „PUNKT“ und „GERADE“ enthalten, von Vorgängen auf einer Kugel, nicht einer ebenen Fläche. Man beachte, daß zwei GERADEN sich immer genau in zwei entgegengesetzten Punkten der Kugeloberfläche schneiden — d. h. in genau einem einzigen PUNKT! Und genau wie zwei GERADEN einen PUNKT bestimmen, so zwei PUNKTE eine GERADE.


  Indem wir Wörter wie „PUNKT“ und „GERADE“ so behandeln, als hätten sie nur die Bedeutung, die ihnen die Sätze verleihen, in denen sie vorkommen, tun wir einen Schritt in der Richtung auf eine vollständige Formalisierung der Geometrie. Diese halbformale Version macht immer noch von einer großen Anzahl deutscher Wörter in deren üblicher Bedeutung Gebrauch (Wörter wie „der“, „die“, „das“, „wenn“, „und“, „verbinden“, „haben“), doch haben spezielle Wörter wie „PUNKT“ und „GERADE“ nicht mehr ihre gängige Bedeutung. Deshalb heißen sie undefinierte Ausdrücke. Undefinierte Ausdrücke wie z. B. das p und das g im pg-System werden aber doch in einem gewissen Sinn definiert, und zwar implizit — durch die Gesamtheit aller Sätze, in denen sie vorkommen, und nicht explizit durch eine Definition.


  Es ließe sich behaupten, daß eine vollständige Definition der undefinierten Ausdrücke allein in den Postulaten liegt, da die Sätze, die aus ihnen folgen, bereits den Postulaten implizit sind. Das würde bedeuten, daß die Postulate implizite Definitionen aller undefinierten Ausdrücke sind, da alle undefinierten Ausdrücke durch die andern definiert wären.


  Die Möglichkeit von Mehrfach-Interpretationen


  Eine vollständige Formalisierung der Geometrie täte den drastischen Schritt, jeden Ausdruck undefiniert zu machen — d. h. jeden Ausdruck in ein „bedeutungsleeres“ Symbol eines formalen Systems zu verwandeln. Ich setze „bedeutungsleer“ in Anführungszeichen, da, wie wir wissen, die Symbole automatisch in Übereinstimmung mit den SÄTZEN, in denen sie vorkommen, passive Bedeutung annehmen. Eine andere Frage ist es indessen, ob man diese Bedeutung entdeckt, und dazu muß man eine Anzahl von Begriffen finden, die vermöge einer Isomorphie mit den Symbolen in dem formalen System verknüpft werden können. Wenn man mit dem Vorsatz beginnt, die Geometrie zu formalisieren, hat man vermutlich für jedes Symbol eine beabsichtigte Interpretation, so daß die passiven Bedeutungen in das System eingebaut sind. Das tat ich mit p und g, als ich das pg-System schuf.


  Vielleicht aber gibt es andere passive Bedeutungen, die möglicherweise wahrnehmbar wären, die aber noch niemand bemerkt hat. Da waren z. B. die überraschenden Interpretationen von p als „gleich“, g als „weggenommen von“ im ursprünglichen pg-System. Das ist vielleicht ein eher triviales Beispiel, enthält aber das Wesentliche der Idee, daß Symbole viele bedeutungstragende Interpretationen haben können Aufgabe des Beobachters ist es, nach ihnen Ausschau zu halten.


  Wir können unsere bisherigen Beobachtungen mit dem Wort „Widerspruchsfreiheit“ zusammenfassen. Begonnen haben wir unsere Diskussion mit der Herstellung eines — wie es schien — (widerspruchsvollen) formalen Systems — eines, das in sich wie auch in Bezug auf die Wirklichkeit widerspruchsvoll war. Doch einen Augenblick später nahmen wir alles wieder zurück, als wir unsern Fehler einsahen: nämlich daß wir eine unglückliche Wahl für die Interpretation der Symbole getroffen hatten. Indem wir die Interpretation wechselten, gewannen wir die Widerspruchsfreiheit zurück! Es zeigt sich nunmehr, daß Widerspruchsfreiheit nicht eine Eigenschaft eines formalen Systems als solchen, sondern von der dafür vorgeschlagenen Interpretation abhängig ist. Aus dem gleichen Grund ist Widersprüchlichkeit keine intrinsische Eigenschaft irgendeines formalen Systems.


  Spielarten der Widerspruchsfreiheit


  Wir haben, ohne sie zu definieren, die ganze Zeit von „Widerspruchsfreiheit“ und „Widersprüchlichkeit“ geredet. Wir verließen uns ganz einfach auf die guten alten Alltagsbegriffe. Nun aber wollen wir genau sagen, was man unter der Widerspruchsfreiheit eines formalen Systems (zusammen mit einer Interpretation) versteht: daß jeder SATZ, wenn interpretiert, zu einer wahren Aussage wird. Und wir werden sagen, daß Widersprüchlichkeit dann vorliegt, wenn sich unter den interpretierten SÄTZEN zumindest eine falsche Aussage findet.


  Diese Definition ist offensichtlich auf Widersprüchlichkeit mit der äußeren Welt gemünzt. Wie steht es mit den inneren Widersprüchen? Ein System wird vermutlich in sich widerspruchsvoll sein, wenn es zwei oder mehr SÄTZE enthält, deren Interpretationen sich nicht miteinander vertragen, und in sich widerspruchsfrei, wenn alle interpretierten SÄTZE sich vertragen. Man betrachte z. B. ein formales System, das nur aus den folgenden drei SÄTZEN besteht: TbZ, ZbE und EbT. Wenn T als „Theo Schildkröte“, Z als „Zeno“, E als „Egbert“ und xby als „x bezwingt y immer im Schachspiel“ interpretiert wird, dann haben wir die folgenden interpretierten SÄTZE:


  Theo Schildkröte bezwingt Zeno immer im Schach.


  Zeno bezwingt Egbert immer im Schach.


  Egbert bezwingt Theo Schildkröte immer im Schach.


  Diese Aussagen sind miteinander nicht unverträglich, wenn sie auch einen eher bizarren Kreis von Schachspielern beschreiben. Gemäß dieser Interpretation ist deshalb das formale System, in dem diese drei Ketten SÄTZE sind, in sich widerspruchsfrei, obgleich in Wirklichkeit keine der drei Aussagen wahr ist! Innere Widerspruchsfreiheit fordert nicht die Wahrheit aller SÄTZE, sondern lediglich ihre Verträglichkeit.


  Nehmen wir nun an, daß xby als „x wurde von y erfunden“ zu interpretieren sei. Das ergäbe:


  Theo Schildkröte wurde von Zeno erfunden.


  Zeno wurde von Egbert erfunden.


  Egbert wurde von Theo Schildkröte erfunden.


  In diesem Fall spielt es keine Rolle, ob die einzelnen Aussagen wahr oder falsch sind und vielleicht gibt es gar keine Möglichkeit festzustellen, welche wahr sind und welche nicht. Sicher ist jedoch, daß nicht alle drei gleichzeitig wahr sein können. Also macht die Interpretation das System innerlich widerspruchsvoll. Diese innere Widersprüchlichkeit hängt nicht von der Interpretation der drei Großbuchstaben ab, sondern nur von der von b und von der Tatsache, daß die drei Großbuchstaben zyklisch um b permutiert werden. Innere Widersprüchlichkeit kann somit bestehen, ohne daß man alle Symbole des formalen Systems interpretiert hat. (In diesem Fall genügt es, ein einziges Symbol zu interpretieren.) Wenn genügend viele Symbole eine Interpretation bekommen haben, stellt sich vielleicht heraus, daß es keine Möglichkeit gibt, den Rest so zu interpretieren, daß alle SÄTZE sich als wahr erweisen. Das ist aber nicht einfach eine Frage der Wahrheit — es ist eine Frage der Möglichkeit. Alle drei SÄTZE erwiesen sich als falsch, wenn die Großbuchstaben als die Namen von realen Personen interpretiert würden — aber das ist nicht der Grund, warum wir das System als in sich widerspruchsvoll bezeichnen würden; unser Grund dafür wäre die Ringförmigkeit, zusammen mit der Interpretation des Buchstabens b. (Mehr über dieses „Autoren-Dreieck“ übrigens in Kapitel XX.)


  Hypothetische Welten und Widerspruchsfreiheit


  Wir haben zwei Möglichkeiten angegeben, wie man Widerspruchsfreiheit auffassen kann: Die erste besagte, daß ein System-plus-Interpretation hinsichtlich der äußeren Welt widerspruchsfreiist, wenn jeder SATZ sich bei der Interpretation als wahr erweist; die zweite ist die, daß ein System-plus-Interpretation innerlich widerspruchsfrei ist, wenn alle SÄTZE, wenn interpretiert, sich als wechselseitig miteinander verträglich erweisen. Nun besteht eine enge Beziehung zwischen diesen beiden Arten von Widerspruchsfreiheit. Um festzustellen, ob mehrere Aussagen wechselseitig miteinander verträglich sind, muß man versuchen, sich eine Welt vorzustellen, in der sie alle gleichzeitig wahr sein könnten. Innere Widerspruchsfreiheit hängt also von der Widerspruchsfreiheit mit dieser äußeren Welt ab — nur daß die „äußere Welt“ jetzt jede vorstellbare Welt ist, und nicht nur die, in der wir leben. Das aber ist eine äußerst vage, unbefriedigende Folgerung. Was ist denn eine „vorstellbare“ Welt? Schließlich ist es möglich, sich eine Welt vorzustellen, in der sich drei Gestalten zyklisch erfinden. Oder doch nicht? Kann man sich eine Welt vorstellen, in der es quadratische Kreise gibt? Ist eine Welt vorstellbar, in der Newtons Gesetze, nicht aber die Relativitäts-Theorie gelten? Ist es möglich, sich eine Welt vorzustellen, in der etwas gleichzeitig grün und nicht grün sein kann? Oder eine Welt, in der Tiere existieren, die nicht aus Zellen bestehen? In der Bach eine achtstimmige Fuge über ein Thema Friedrichs des Großen improvisierte? In der Moskitos intelligenter sind als Menschen? In der Schildkröten Fußball spielen können — oder sprechen? Eine Schildkröte, die über Fußball spricht, wäre natürlich eine Anomalie.


  Einige dieser Welten kann man sich anscheinend schlechter vorstellen als andere, da sie logische Kontradiktionen enthalten — z. B. grün und nicht grün — während uns andere mangels eines besseren Wortes „plausibel“ vorkommen — so der eine achtstimmige Fuge improvisierende Bach, oder Tiere, die nicht aus Zellen bestehen. Oder sogar, fällt mir ein, eine Welt, in der die physikalischen Gesetze anders sind ... Grob gesprochen sollte es also möglich sein, verschiedene Typen von Widerspruchsfreiheit aufzustellen. Z. B. wäre die mildeste die „logische Widerspruchsfreiheit“, die den Dingen keinerlei Zwang auferlegt — ausgenommen den der Logik. Genauer gesagt wäre ein System-plus-Interpretation logisch widerspruchsfrei, solange zwei seiner SÄTZE, wenn als Aussagen interpretiert, nicht direkt kontradiktorisch sind, und mathematisch widerspruchsfrei, solange die interpretierten SÄTZE die Mathematik nicht verletzen; physikalische Widerspruchsfreiheit, solange sich alle interpretierten SÄTZE mit physikalischen Gesetzen vertragen, darauf folgt die biologische Widerspruchsfreiheit usw. In einem biologisch widerspruchsfreien System könnte es einzelne SÄTZE geben, deren Interpretation die Aussage „Shakespeare schrieb eine Oper“ wäre, aber keinen SATZ mit der Interpretation: „Es gibt zellenlose Tiere“. Im allgemeinen gibt man sich freilich mit diesen mehr ausgefallenen Typen von Widersprüchlichkeit nicht ab, und zwar aus dem Grund, daß man sie nur mit großer Mühe entwirren kann. Welcher Typus von Widersprüchlichkeit z. B. liegt in dem Problem der drei Charaktere vor, die einander zyklisch erfinden? Logisch? Physikalisch? Biologisch? Literarisch?


  Im allgemeinen wird die Grenze zwischen dem Uninteressanten und dem Interessanten als die zwischen physikalischer und mathematischer Widerspruchsfreiheit gezogen. (Natürlich sind es die Mathematiker und Logiker, die die Grenzziehung besorgen — kaum eine unparteiische Gesellschaft ...) Das heißt, daß die Typen der Widersprüchlichkeit, die im Formalsystem „zählen“, nur eben die logischen und mathematischen Typen sind. Gemäß dieser Übereinkunft haben wir also noch keine Interpretationen gefunden, die das Triplett von SÄTZEN TbZ, ZbE, EbT widersprüchlich machten. Wir können das erreichen, indem wir b als „größer als“ interpretieren. Wie steht es dann mit T und Z und E? Sie lassen sich als natürliche Zahlen interpretieren, z. B. Z als 10, T als 1000 und E als 100000. Man beachte, daß zwei SÄTZE sich als wahr und einer als falsch erweisen. Hätten wir statt dessen Z als 10 000 interpretiert, hätten wir zwei falsche Aussagen und nur eine wahre erhalten. In beiden Fällen läge Widersprüchlichkeit vor. Tatsächlich spielen die T, Z und E zugesprochenen Werte keine Rolle, solange es klar ist, daß sie auf natürliche Zahlen beschränkt bleiben. Auch hier haben wir den Fall, in dem nur ein Teil der Interpretation notwendig ist, um innere Widersprüchlichkeit festzustellen.


  Einbettung eines formalen Systems in ein anderes


  Das vorhergehende Beispiel, in dem einige Symbole eine Interpretation haben konnten, andere nicht, erinnert daran, wie man in natürlicher Sprache unter Verwendung gewisser Wörter als undefinierter Ausdrücke Geometrie treibt. In einem solchen Fall werden die Wörter in zwei Klassen eingeteilt: solche mit feststehender und unabänderlicher Bedeutung, und solche, deren Bedeutung berichtigt werden muß, bis das System widerspruchsfrei ist (das sind die undefinierten Ausdrücke). Geometrie auf diese Art zu treiben, setzt voraus, daß für die Wörter der ersten Klasse eine Bedeutung irgendwo außerhalb der Geometrie bereits festgelegt worden ist. Diese Wörter bilden ein starres Gerüst, das dem System eine zugrundeliegende Struktur gibt; dieses Gerüst wird mit anderem Material ausgefacht, und dieses kann verschiedener Art sein (euklidische und nichteuklidische Geometrie).


  Formale Systeme werden häufig in gerade dieser sequentiellen oder hierarchischen Art aufgebaut. Z. B. kann man ein Formales System I mit Regeln und Axiomen entwerfen, das seinen Symbolen gewisse beabsichtigte passive Bedeutungen verleiht. Darauf wird das Formale System 1 vollständig in ein größeres System mit mehr Symbolen Formales System II — eingegliedert. Da die Axiome und Regeln des Formalen Systems I einen Teil des Formalen Systems II bilden, bleiben die passiven Bedeutungen der Symbole des Formalen Systems I gültig, sie bilden ein unabhängiges Gerüst, das dann eine große Rolle in der Festlegung der passiven Bedeutungen der neuen Symbole des Formalen Systems II spielt. Das zweite System kann dann seinerseits im Hinblick auf ein drittes System die Rolle eines Gerüst spielen, usw. Auch ist es möglich — und dafür ist die Geometrie ein gutes Beispiel — ein System zu haben (z. B. die absolute Geometrie), das die passiven Bedeutungen seiner undefinierten Ausdrücke zum Teil festlegt, und das durch zusätzliche Regeln oder Axiome ergänzt werden kann, die dann die passive Bedeutung der undefinierten Ausdrücke weiter einschränkt. Das ist der Fall mit der euklidischen im Gegensatz zur nichteuklidischen Geometrie.


  


  [image: Abb. 22.]


  Abb. 22. Relativität, von M. C. Escher (Lithographie, 1953).


  Schichten der Stabilität in der visuellen Wahrnehmung


  Auf ähnliche hierarchisch geordnete Weise erwerben wir neues Wissen, einen neuen Wortschatz oder nehmen wir Gegenstände wahr, mit denen wir nicht vertraut sind. Das ist besonders interessant beim Versuch, Zeichnungen von Escher zu verstehen, z. B. Relativität (Abb. 22), wo eklatant unmögliche Bilder vorkommen. Man könnte meinen, daß wir das Bild immer wieder neu zu interpretieren versuchten, bis wir zu einer Interpretation seiner einzelnen Teile kämen, die frei von Kontradiktionen wäre aber das tun wir keineswegs. Wir sitzen da und lassen uns von den Treppen, die in alle möglichen Richtungen gehen, und von Menschen, die sich auf einer einzigen Treppe in widerspruchsvollen Richtungen bewegen, erheitern und verwirren. Diese Treppen sind „Inseln der Gewißheit“, auf die wir unsere Interpretation des Gesamtbildes stützen. Nachdem wir sie dann identifiziert haben, versuchen wir, unser Verständnis zu erweitern; indem wir ihre Beziehung zueinander festzustellen suchen. In diesem Stadium kommen wir in Schwierigkeiten. Aber wenn wir versuchten, unseren Weg zurück zu verfolgen, d. h. die „Inseln der Gewißheit“ in Frage zu stellen, kämen wir ebenfalls in Schwierigkeiten, wenn auch anderer Art. Es besteht keine Möglichkeit, zurückzugehen und zu „un-entscheiden“, daß es sich um Treppen handelt. Es sind keine Fische, keine Finger, keine Hände, — es sind einfach Treppen. (Es gibt tatsächlich einen einzigen anderen Ausweg — nämlich, daß man alle die Striche des Bildes vollständig uninterpretiert läßt, wie die „bedeutungsleeren Symbole“ eines formalen Systems. Dieser letzte Notausgang ist ein Beispiel für die Reaktion im „U-Modus“ — eine Zen-Haltung gegenüber dem Symbolismus.


  So sind wir also durch die hierarchische Natur unseres Wahrnehmungsprozesses gezwungen, entweder eine verrückte Welt oder einfach ein Bündel sinnloser Striche zu sehen. Auf ähnliche Weise könnte man Dutzende von Eschers Bildern analysieren, die weitgehend auf der Erkenntnis gewisser Grundformen beruhen, die auf Nicht-Standard-Weise zusammengesetzt werden; und wenn der Beobachter dann einmal die Paradoxie auf einer hohen Ebene wahrgenommen hat, ist es zu spät — zurückgehen und seine Ansicht ändern, wie er die Gegenstände der tieferen Ebene interpretieren will, kann er nicht. Der Unterschied zwischen einem Bild von Escher und nichteuklidischer Geometrie besteht darin, daß sich bei letzteren für die undefinierten Ausdrücke verständliche Interpretationen finden lassen, was zu einem verständlichen Gesamtsystem führt, während bei ersterem das Endergebnis sich mit unserer Auffassung von der Welt nicht in Einklang bringen läßt, so lange wir auch die Bilder anstarren mögen. Natürlich kann man hypothetische Welten fabrizieren, in denen Escherianische Ereignisse stattfinden können ... aber in solchen Welten verletzt man die Gesetze der Biologie, der Physik, der Mathematik, sogar die der Logik auf der einen Ebene, während sie gleichzeitig auf einer anderen Gültigkeit haben, und das macht sie zu äußerst verrückten Welten. (Ein Beispiel dafür ist Wasserfall (Abb. 5), wo die normale Schwerkraft für das fließende Wasser gilt, aber die Art des Raumes die Gesetze der Physik verletzt.)


  Ist die Mathematik in allen denkbaren Welten die gleiche?


  Wir haben oben betont, daß innere Widerspruchsfreiheit eines formalen Systems (zusammen mit einer Interpretation) es erforderlich macht, daß es eine vorstellbare Welt gibt, in der alle interpretierten SÄTZE sich als wahr erweisen — eine Welt, deren einzig restriktive Bedingung die ist, daß in ihr die Mathematik und die Logik wie in unserer Welt sein sollen. Äußere Widerspruchsfreiheit jedoch — also Widerspruchsfreiheit in bezug auf die äußere Welt — macht es erforderlich, daß alle SÄTZE sich in der wirklichen Welt als wahr erweisen. Im Sonderfall, in dem man ein widerspruchsfreies formales System errichten will, dessen SÄTZE als Aussagen der Mathematik interpretiert werden sollen, könnte es nun den Anschein haben, daß der Unterschied zwischen den beiden Typen der Widerspruchsfreiheit verschwindet, da nach dem oben Gesagten, alle vorstellbaren Welten die gleiche Mathematik wie die wirkliche Welt besitzen. So müßte in jeder denkbaren Welt 1 plus 1 gleich 2 sein; genauso müßte es unendlich viele Primzahlen geben, sodann müßten in jeder denkbaren Welt alle rechten Winkel kongruent sein, und natürlich müßte es für jeden Punkt, der nicht auf einer gegebenen Geraden liegt, genau eine Parallele geben ...


  Aber halt! Das ist ja das Parallelen-Axiom — und im Lichte dessen, was wir soeben gesagt haben, wäre es ein Fehler, seine Allgemeingültigkeit zu behaupten. Wenn das Parallelen-Axiom in allen denkbaren Welten gilt, dann behaupten wir, daß eine nichteuklidische Geometrie nicht denkbar ist, was uns in den Geisteszustand eines Saccheri und Lambert zurückversetzt — sicher kein kluger Schritt. Was aber müssen alle denkbaren Welten gemeinsam haben, wenn nicht die gesamte Mathematik? Könnte das etwas so geringfügiges sein wie die Logik selbst? Oder ist selbst die Logik suspekt? Könnte es Welten geben, in denen Kontradiktionen keine Kontradiktionen sind?


  Nun, in einem gewissen Sinn haben wir gezeigt, daß solche Welten in der Tat denkbar sind, einfach indem wir diese Vorstellung erfanden; in einem tieferen Sinne sind sie aber gänzlich undenkbar. (Das ist an sich eine kleine Kontradiktion.) Im Ernst jedoch: es hat den Anschein, daß wir uns für eine gemeinsame Grundlage entscheiden müssen, wollen wir überhaupt fähig sein zu kommunizieren, und diese Grundlage muß die Logik so ziemlich einschließen. (Es gibt Glaubenssysteme, die diesen Standpunkt ablehnen — er ist zu logisch. Insbesondere macht Zen sich mit dem gleichen Eifer Kontradiktionen und Nicht-Kontradiktionen zueigen. Das scheint widerspruchsvoll zu sein, aber schließlich ist widerspruchsvoll sein ein Teil von Zen, und ... was kann man dazu sagen?)


  Ist die Zahlentheorie in allen denkbaren Welten die gleiche?


  Nehmen wir an, daß Logik einen Teil jeder denkbaren Welt bildet (und man beachte, daß wir Logik nicht definiert haben, wir werden es aber in späteren Kapiteln tun) — ist das alles? Ist es wirklich denkbar, daß es in gewissen Welten nicht unendlich viele Primzahlen gibt? Scheint es nicht notwendig, daß Zahlen in allen denkbaren Welten den gleichen Gesetzen gehorchen sollten? Oder ... tut man besser daran, den Begriff „natürliche Zahlen“ als undefinierten Ausdruck aufzufassen wie „PUNKT“ und „GERADE“? In diesem Falle wäre die Zahlentheorie wie die Geometrie eine gespaltene Theorie: Es gäbe Standard- und Nichtstandard-Zahlentheorien. Es müßte aber irgendeine Entsprechung zur absoluten Geometrie geben, eine „Kern"-Theorie, einen invarianten Bestandteil aller Zahlentheorien, der sie als Zahlentheorien und nicht als solche über sagen wir Kakao oder Kautschuk oder Bananen auswiese. Es scheint die übereinstimmende Meinung der meisten modernen Mathematiker und Philosophen zu sein, daß es eine solche Kern-Zahlentheorie gibt, die, zusammen mit der Logik, zu dem gehört, was wir unter „denkbaren Welten“ verstehen. Dieser Kern der Zahlentheorie, die Entsprechung zur absoluten Geometrie, heißt Peano-Arithmetik, und wir werden sie im Kapitel VIII formalisieren. Es steht auch nunmehr hinreichend fest, übrigens als eine direkte Folge von Gödels Satz, daß die Zahlentheorie tatsächlich eine gespaltene Theorie mit Standard- und Nichtstandard-Varianten ist. Doch ist die Anzahl der „Typen“ der Zahlentheorien im Gegensatz zur Geometrie unendlich, was die Lage der Zahlentheorie beträchtlich komplexer macht.


  Für praktische Zwecke sind alle Zahlentheorien gleich. In anderen Worten, wenn der Brückenbau auf der Zahlentheorie beruht (was er in einem gewissen Sinne tut), wäre die Tatsache, daß es verschiedene Zahlentheorien gibt, ohne Belang, da sich alle Zahlentheorien in den Aspekten, die sich auf die wirkliche Welt beziehen, überschneiden. Das gilt aber nicht für die verschiedenen Geometrien, z. B. beträgt die Winkelsumme eines Dreiecks nur in der euklidischen Geometrie 180 Grad, in der elliptischen Geometrie ist sie größer, in der hyperbolischen kleiner. Es wird überliefert, daß Gauß einmal versuchte, die Winkelsumme eines großen, durch drei Berggipfel definierten Dreiecks zu messen, um ein für alle Mal festzustellen, welche Art von Geometrie tatsächlich in unserem Weltall herrscht. Hundert Jahre später legte Einstein eine Theorie (allgemeine Relativität) vor, die besagte, daß die Geometrie des Weltalls durch den Materiegehalt bestimmt ist, sodaß also keine bestimmte Geometrie zum Raum gehört. So gibt also die Natur auf die Frage „Welche Geometrie ist wahr?“ eine doppeldeutige Antwort, nicht nur in der Mathematik, sondern auch in der Physik. Was die entsprechende Frage „Welche Zahlentheorie ist wahr?“ betrifft, so werden wir mehr darüber zu sagen haben, nachdem wir Gödels Satz im einzelnen untersucht haben.


  Vollständigkeit


  Wenn Widerspruchsfreiheit die minimale Bedingung ist, unter der Symbole passive Bedeutung annehmen, dann ist ihr Komplement, der Begriff der Vollständigkeit, die stärkstmögliche Bestätigung dieser passiven Bedeutungen. Wenn Widerspruchsfreiheit die Eigenschaft ist, daß „alles von dem System Hervorgebrachte wahr ist“, dann steht es mit der Vollständigkeit umgekehrt: „Jede wahre Aussage wird von dem System hervorgebracht“. Um diesen Begriff etwas schärfer zu fassen: wir können damit nicht jede wahre Aussage in der Welt meinen, sondern nur diejenigen, die dem Bereich angehören, den wir in dem System zu repräsentieren trachten. Deshalb bedeutet Vollständigkeit: „Jede wahre Aussage, die in der Notation des Systems ausgedrückt werden kann, ist ein SATZ.“


  Widerspruchsfreiheit: wenn jeder SATZ, interpretiert, sich (in irgendeiner vorstellbaren Welt) als wahr erweist.


  Vollständigkeit: wenn alle Aussagen, die in einer vorstellbaren Welt wahr sind und die als wohlgeformte Ketten des Systems ausgedrückt werden können, SÄTZE sind.


  Ein Beispiel für ein formales System, das auf seiner eigenen bescheidenen Ebene vollständig ist, ist das ursprüngliche pg-System mit seiner ursprünglichen Interpretation. Alle richtigen Additionen zweier positiver ganzer Zahlen werden durch die SÄTZE des Systems repräsentiert. Wir könnten das noch anders ausdrücken: „Alle richtigen Additionen zweier positiver ganzer Zahlen sind innerhalb des Systems beweisbar.“ (Warnung: wenn wir beginnen, den Ausdruck „beweisbare Aussagen“ anstatt „SÄTZE“ zu gebrauchen, so zeigt das an, daß wir den Unterschied zwischen formalen Systemen und ihrer Interpretation zu verwischen beginnen. Das ist in Ordnung, vorausgesetzt daß wir uns den Tatsachen wohl bewußt sind, daß eine solche Verwischung stattfindet, und vorausgesetzt, wir erinnern uns an die Möglichkeit von Mehrfach-Interpretationen). Das pg-System mit seiner ursprünglichen Interpretation ist vollständig; es ist auch widerspruchsfrei, da keine falsche Aussage innerhalb des Systems — um unseren neuen Ausdruck zu verwenden — beweisbar ist.


  Man könnte einwerfen, das System sei unvollständig, da Additionen von drei positiven ganzen Zahlen (wie etwa 2+3+4=9) nicht durch SÄTZE des pg-Systems repräsentiert werden können, obgleich sie sich in die Notierung des Systems übersetzen lassen (z. B. −−p−−−p−−−−g−−−−−−−−−). Diese Kette ist jedoch nicht wohlgeformt und wäre deshalb als so bedeutungsleer wie pgp−−−gpg aufzufassen. Additionen mit drei Summanden sind ganz einfach in der Notation des Systems nicht ausdrückbar — somit bleibt die Vollständigkeit des Systems bewahrt.


  Trotz der Vollständigkeit des so interpretierten pg-Systems kann es sicher den vollen Begriff der Wahrheit in der Zahlentheorie bei weitem nicht in seiner Gesamtheit einfangen. Zum Beispiel kann das pg-System uns nicht sagen, wie viele Primzahlen es gibt. Gödels Unvollständigkeitssatz sagt aus, daß jedes „hinreichend mächtige“ System kraft seiner Mächtigkeit in dem Sinn unvollständig ist, daß es wohlgeformte Ketten gibt, die wahre zahlentheoretische Aussagen, aber keine SÄTZE sind. (Es gibt der Zahlentheorie zugehörige Wahrheiten, die innerhalb des Systems nicht beweisbar sind.) Systeme wie das pg-System, die vollständig aber nicht sehr stark sind, sind eher einem Low-Fidelity-Grammophon zu vergleichen; sie sind von vornherein schon so unergiebig, daß sie offensichtlich das nicht leisten können, was wir von ihnen verlangen — nämlich uns alles über die Zahlentheorie zu sagen.


  Wie eine Interpretation Vollständigkeit herstellen

  oder zerstören kann


  Was heißt es, wenn man sagt, wie ich das oben tat, daß „Vollständigkeit die stärkst-mögliche Bestätigung von passiven Bedeutungen“ sei? Es bedeutet, daß wenn ein System widerspruchsfrei, aber unvollständig ist, zwischen den Symbolen und ihrer Interpretation ein Mißverständnis besteht. Das System besitzt nicht die Stärke, die uns berechtigte, es auf diese Weise zu interpretieren. Wenn man die Interpretation etwas "zurechtstutzt“, kann das System mitunter vollständig werden. Um das zu illustrieren, werfen wir einen Blick auf das modifizierte pg-System (einschließlich Axiomenschema II) und die von uns dafür verwendete Interpretation.


  Nachdem wir das pg-System modifiziert hatten, modifizierten wir die Interpretation für g von „ist gleich“ zu „ist größer als oder gleich“. Wir sahen, daß das modifizierte pg-System, so interpretiert, widerspruchsfrei war, doch hängt dieser Neuinterpretation etwas Unbefriedigendes an. Das Problem ist einfach: es gibt nunmehr viele Wahrheiten, die sich ausdrücken lassen, aber keine SÄTZE sind. Zum Beispiel wird „2 plus 3 ist größer oder gleich 1“ durch den Nicht-SATZ −−p−−−g− ausgedrückt. Die Interpretation ist einfach zu schlampig! Sie spiegelt nicht genau wider, was die SÄTZE in dem System tun. So schlampig interpretiert ist das pg-System nicht vollständig. Wir könnten diesem Mißstand abhelfen, entweder indem wir 1. dem System neue Regeln zufügen und es so stärker machen, oder 2. die Interpretation einengen. Die Einengung der Interpretation scheint in diesem Fall die vernünftige Alternative zu sein. Anstatt g als „ist größer als oder gleich“ zu interpretieren, könnten wir sagen „ist gleich oder um 1 größer“. Nun wird das modifizierte pg-System sowohl widerspruchsfrei als auch vollständig. Und die Vollständigkeit bestätigt die Angemessenheit der Interpretation.


  Unvollständigkeit der formalisierten Zahlentheorie


  In der Zahlentheorie werden wir der Unvollständigkeit noch einmal begegnen; wir werden dann aber, um die Situation zu berichtigen, in die andere Richtung gezogen werden — zur Hinzufügung neuer Regeln, um das System stärker zu machen. Die Ironie liegt darin, daß wir jedes Mal , wenn wir eine neue Regel hinzufügen, glauben, das System jetzt sicherlich vollständig gemacht zu haben! Dieses Dilemma läßt sich anhand der folgenden Allegorie erläutern ...


  Wir haben einen Plattenspieler, und wir haben zudem eine Platte, die vorläufig den Titel „Kanon auf B-A-C-H“ trägt. Wenn wir jedoch die Platte auf dem Grammophon spielen, stören uns die von der Rückkoppelung induzierten Schwingungen (wie sie die Platte des Herrn Schildkröte verursachte) so sehr, daß wir nicht einmal die Melodie erkennen. Wir folgern, daß etwas mangelhaft ist — entweder unsere Platte oder unser Plattenspieler. Um unsere Platte zu testen, müßten wir sie auf den Plattenspielern unserer Freunde spielen und so ihre Qualität feststellen. Um den Plattenspieler zu testen, müßten wir die Platten unserer Freunde auf ihm spielen und feststellen, ob die Musik, die wir hören, der auf dem Etikett angegebenen, entspricht. Besteht unser Plattenspieler den Test, dann wollen wir sagen, die Platte sei mangelhaft; besteht umgekehrt die Platte ihren Test, dann werden wir sagen, unser Plattenspieler sei es. Was aber läßt sich schließen, wenn wir entdecken, daß beide ihren Test bestehen? Jetzt heißt es, sich an die Ketten aus zwei Isomorphien erinnern (Abb. 20). Und gründlich nachzudenken!


  Kleines harmonisches Labyrinth


  Herr Schildkröte und Achilles verbringen einen Tag auf dem Oktoberfest. Sie haben sich Zuckerwatte gekauft und entschließen sich zu einer Fahrt auf dem Riesenrad.


  Schildkröte: Das ist meine Lieblingsfahrt. Man scheint so weit zu gelangen, und in Wirklichkeit kommt man überhaupt nicht weiter.


  Achilles: Ich weiß schon, warum Ihnen das so gefällt. Sind Sie angeschnallt?


  Schildkröte: Ja, ich glaube, die Schnalle ist zu. Also los. Huiii!


  Achilles: Sie sind aber heute in glänzender Stimmung.


  Schildkröte: Aus gutem Grund: Meine Tante, eine Wahrsagerin, sprach von einem Glücksfall, der mir heute zustoßen würde. Und so zittere ich geradezu vor Hoffnung.


  Achilles: Sie glauben doch nicht an Wahrsagerei?


  Schildkröte: Nein ... aber man sagt, daß sie funktioniert, auch wenn man nicht an sie glaubt.


  Achilles: Nun, das ist tatsächlich ein Glück.


  Schildkröte: Ah, was für eine Aussicht. Die Wies'n, die Menschen, die Stadt ...


  Achilles: Ja, großartig. Schauen Sie mal den Hubschrauber dort drüben. Er scheint auf uns zuzufliegen. Jetzt ist er sogar gerade über uns.


  Schildkröte: Seltsam — ein Drahtseil hängt von ihm herunter und kommt uns ganz nahe, so nahe, daß wir es festhalten könnten.


  Achilles: Schauen Sie: Am Ende ist ein riesiger Haken und daran ein Zettel.


  (Er streckt die Hand aus und erhascht den Zettel. Sie fahren weiter und befinden sich nun auf der Talfahrt.)


  Schildkröte: Können Sie lesen, was auf dem Zettel steht?


  Achilles: Ja. „Hallo Freunde. Ergreift das nächste Mal den Haken, und ihr werdet eine unerwartete Überraschung erleben.“


  Schildkröte: Bißchen seltsam, aber wer weiß, wohin das führen wird. Vielleicht hat es etwas mit dem Glücksfall zu tun, den ich erwarte. Versuchen wir es also!


  Achilles: Gut.


  (Während der Fahrt nach oben schnallen sie sich los, und auf dem Höhepunkt ihrer Fahrt ergreifen sie den riesigen Haken. Plötzlich werden sie von dem Drahtseil in die Höhe gerissen, das sie rasch himmelwärts in den über ihnen schwebenden Hubschrauber befördert. Eine große starke Hand hilft ihnen hinein.)


  Stimme: Willkommen an Bord, ihr Gimpel.


  Achilles: W-wer sind Sie?


  Stimme: Darf ich mich vorstellen, ich bin Hexachlorophen J. Glücksfall, Gelegenheitskidnapper und Verschlinger von Schildkröten par excellence, zu Ihren Diensten.


  Schildkröte: (Schluck!)


  Achilles (flüstert seinem Freunde zu): Uh, ich glaube, daß dieser Glücksfall nicht gerade das ist, was wir erwarteten. (Zu Glücksfall) Ah, wenn ich so frei sein darf, wohin entführen Sie uns denn?


  Glücksfall: Ho, ho! In meinen voll-elektrischen Küchenhimmel, wo ich DIESEN schmackhaften Bissen (grinst die Schildkröte an) zu einer himmlischen Pastete verarbeiten werde. Und machen Sie sich nichts vor, das ist alles bloß für MEIN Lecker-Schlecker-Mäulchen! Ho ho ho!


  Achilles: Ich kann nur sagen, Sie haben ein ziemlich teuflisches Lachen.


  Glücksfall (lacht teuflisch): Ho ho ho! Diese Bemerkung werden Sie teuer bezahlen. Ho ho!


  Achilles: Um Gottes willen! Was er wohl damit meint.


  Glücksfall: Sehr einfach — ich habe für Euch beide ein unheilvolles Schicksal in petto. Wartet nur! Ho ho ho! Ho ho ho!


  Achilles: Jesses!


  Glücksfall: Nun, hier wären wir. Aussteigen, meine Freunde, und hinein in meinen fabelhaften voll-elektrischen Küchenhimmel!


  (Sie treten ein.)


  Darf ich Sie herumführen, bevor ich Ihr Schicksal vorbereite? Hier mein Schlafzimmer. Hier mein Arbeitszimmer. Bitte warten Sie hier einen Augenblick. Ich muß meine Messer wetzen. Bedienen Sie sich unterdessen mit Popcorn. Ho ho ho! Schildkrötenpastete! Schildkrötenpastete! Meine Lieblingspastete! (Ab.)


  Achilles: Hei! Popcorn. Daran könnt' ich mich dumm und dußlig essen.


  Schildkröte: Achilles! Sie haben sich doch eben erst mit Zuckerwatte vollgestopft; und übrigens, wie können Sie in einem solchen Moment vom Essen reden?


  Achilles: Äh, ich wollte Sie nicht in die Pfanne hauen — oh, pardon! — ich sollte diesen Ausdruck nicht gebrauchen, nicht wahr? Ich meine, unter diesen düsteren Umständen ...


  Schildkröte: Zum Kuckuck, ich fürchte, mit uns ist es aus.


  Achilles: Kucken Sie einmal alle diese Bücher, die der alte Glücksfall in seinem Arbeitszimmer hat. Eine richtige Sammlung von Esoterika: „Spatzenhirne, die ich gekannt habe“, „Schach und Regenschirmzwirbeln leicht gemacht“, „Concerto für Steptänzer und Orchester“... Hmmm.


  Schildkröte: Was ist das für ein kleines Buch, das dort offen auf dem Schreibtisch neben dem Dodekaeder und dem offenen Zeichenblock liegt?


  Achilles: Dieses hier? Es trägt den Titel: Aufregende Abenteuer des Achilles und Herrn Schildkrötes an verschiedenen Stellen der Welt.


  Schildkröte: Ein halbwegs aufregender Titel.


  Achilles: In der Tat — das Abenteuer, bei dem es geöffnet ist, sieht aufregend aus. Es heißt „Schinn und Tonic“.


  Schildkröte: Hmm ... Warum wohl? Wollen wir versuchen, es zu lesen? Ich könnte die Rolle von Herrn Schildkröte übernehmen und Sie die des Achilles.


  Achilles: Ich bin dabei. Also los ...


  (Sie beginnen, „Schinn und Tonic“ zu lesen.)


  (Achilles hat Herrn Schildkröte eingeladen, seine Sammlung von Bildern seines Lieblingskünstlers M C. Escher anzuschauen.)


  Schildkröte: Es sind wundervolle Blätter, Achilles.


  Achilles: Ich wußte, daß sie Ihnen gefallen würden. Haben Sie ein besonderes Lieblingsbild?


  Schildkröte: Eines meiner Lieblingsbilder ist Konkav und Konvex, auf dem zwei in sich widerspruchsfreie Welten, wenn man sie nebeneinander-hält, zusammen eine vollständig widersprüchliche Welt bilden. Widersprüchliche Welten machen immer Spaß, wenn man sie besucht, aber leben möchte ich dort nicht.


  Achilles: Was meinen Sie mit „Spaß, wenn man sie besucht“? Widersprüchliche Welten EXISTIEREN nicht, wie kann man sie also besuchen?


  Schildkröte: Entschuldigung — aber waren wir uns nicht schon einig geworden, daß in diesem Bild von Escher eine widersprüchliche Welt abgebildet ist?


  Achilles: Ja, aber das ist einfach eine zweidimensionale Welt, eine fiktive Welt, ein Bild. Diese Welt kann man nicht besuchen.


  Schildkröte: Ich habe da meine Mittel und Wege.


  Achilles: Wie könnten Sie sich in eine flaches Bilduniversum werfen?


  Schildkröte: Indem ich ein kleines Glas PUSH-SAFT trinke. Das ist das Geheimnis.


  Achilles: Was in aller Welt ist Push-Saft?


  Schildkröte: Es ist eine Flüssigkeit in kleinen Keramikfläschchen, und wenn jemand bei der Betrachtung eines Bildes davon trinkt, „pusht“ sie ihn in die Welt dieses Bildes. Wenn einer die Kraft des Push-Safts nicht kennt, ist er oft über die Lage, in die er gerät, nicht wenig erstaunt.


  Achilles: Gibt es kein Gegenmittel? Wenn man einmal gepusht worden ist, ist man dann unrettbar verloren?


  Schildkröte: In gewissen Fällen ist das gar kein so schlimmes Schicksal. Aber es gibt tatsächlich einen anderen Saft, nun eigentlich kein Saft, sondern ein Elixier — nein, nicht ein Elixier, sondern ein -


  Schildkröte: Wahrscheinlich meint er „Tonic“.


  Achilles: Tonic?


  Schildkröte: Das ist das Wort, nach dem ich suchte. Man nennt es „POPTONIC“, und wenn Sie daran denken, in Ihrer rechten Hand ein Fläschlein davon zu halten, wenn Sie den Push-Saft schlucken, wird es ebenfalls ins Bild gepusht, und wenn Sie dann das Bedürfnis haben, ins wirkliche Leben zurück zu „poppen“, brauchen Sie nur einen Schluck Pop-Tonic zu trinken und Simsalabim! sind Sie wieder in der wirklichen Welt, genau dort, wo Sie waren, bevor Sie sich hineinpushten.


  Achilles: Das klingt aber sehr interessant. Was würde passieren, wenn Sie Pop-Tonic zu sich nehmen, ohne sich vorher selbst in ein Bild gepusht zu haben?


  Schildkröte: Das weiß ich auch nicht genau, Achilles. Aber ich wäre sehr vorsichtig im Umgang mit diesen seltsamen Push- und Pop-Flüssigkeiten. Ich hatte einmal einen Freund — er trug immer Kaschmir-Pullover —, der genau das tat, was Sie vorschlagen — und niemals wieder hat jemand etwas von ihm gehört.


  Achilles: Pech! Kann man die Flasche mit Push-Saft mit sich nehmen?


  Schildkröte: Gewiß. Halten Sie sie einfach in der rechten Hand, und sie wird zusammen mit Ihnen in das Bild gepusht, das Sie betrachten.


  Achilles: Was passiert, wenn Sie dann ein Bild innerhalb des Bildes finden, in das Sie bereits eingetreten sind, und nochmals einen Schluck Push-Saft zu sich nehmen?


  Schildkröte: Genau das, was zu erwarten war: Sie geraten in dieses Bild-im-Bild.


  Achilles: Ich nehme also an, daß Sie zweimal poppen müssen, um sich aus den ineinander eingebetteten Bildern zu befreien und ins wirkliche Leben zurückzukehren.


  Schildkröte: Richtig! Für jeden Push müssen Sie einmal poppen, da ein Push Sie innerhalb des Bildes hinunterstößt, und ein Pop das wieder aufhebt.


  Achilles: Wissen Sie, das kommt mir alles recht verdächtig vor ... Sind Sie sicher, daß Sie nicht einfach die Grenzen meiner Leichtgläubigkeit prüfen wollen?


  Schildkröte: Ich schwöre! Sehen Sie, hier sind die beiden Fläschchen, hier in meiner Tasche.


  (Er faßt in seine Tasche und zieht zwei ziemlich große unetikettierte Röhrchen heraus. In einem hört man eine rote Flüssigkeit schwappen, im andern eine blaue.)


  Wenn Sie wollen, können wir sie versuchen. Was sagen Sie dazu?


  Achilles: Nun ja, hm, vielleicht, hm ...


  Schildkröte: Gut! Ich wußte, daß Sie es versuchen wollten. Sollen wir uns nun in die Welt von Eschers Konkav und Konvex pushen?


  Achilles: Nun, äh ...


  Schildkröte: Dann wäre das also entschieden. Nur müssen wir daran denken, dieses Gefäß mit Tonic mitzunehmen, so daß wir wieder herauspoppen können. Wollen Sie diese Verantwortung auf sich nehmen, Achilles?


  Achilles: Wenn es Ihnen nichts ausmacht — ich bin ein bißchen nervös, und es wäre mir lieber, wenn Sie mit Ihrer Erfahrung die Sache in die Hand nehmen.


  Schildkröte: Gut!


  (Damit schenkt Herr Schildkröte zwei kleine Portionen Push-Saft ein. Dann nimmt er die Flasche mit Tonic und hält sie fest in der rechten Hand, und er und Achilles heben die Gläser zum Mund.)


  Schildkröte: Ex!


  (Sie trinken.)


  Achilles: Ein äußerst seltsamer Geschmack.


  Schildkröte: Man gewöhnt sich daran.


  Achilles: Fühlt man sich beim Tonic ebenso seltsam?


  Schildkröte: Nein, es ist ein ganz anderes Gefühl. Wenn man das Tonic kostet, hat man ein Gefühl tiefer Zufriedenheit, so als hätte man sein ganzes Leben auf diesen Geschmack gewartet.


  Achilles: Da freue ich mich aber drauf.


  Schildkröte: Nun, Achilles, wo sind wir?


  Achilles (blickt sich in seiner Umgebung um): Wir befinden uns in einer kleinen Gondel, die einen Kanal hinuntertreibt! Ich möchte aussteigen. Herr Gondoliere, lassen Sie mich bitte aussteigen.


  (Der Gondoliere ignoriert diese Bitte.)


  Schildkröte: Er versteht kein Deutsch. Wenn wir hier herauswollen, wäre es besser, schnell hinauszuspringen, bevor er den bedrohlichen „Liebestunnel“ dort gerade vor uns erreicht.


  (Achilles, im Gesicht etwas blaß, klettert im Nu hinaus und zieht dann seinen langsameren Freund nach sich.)


  Achilles: Irgendwie mochte ich den Klang dieses Orts nicht. Glücklicherweise sind wir hier herausgekommen. Aber sagen Sie mal, wie kommt es, daß Sie diesen Ort so gut kennen? Sind Sie schon einmal hiergewesen?


  Schildkröte: Sehr oft, aber ich kam immer durch andere Escher-Bilder herein. Die sind alle miteinander verbunden, wissen Sie. Wenn Sie sich in einem befinden, können Sie in alle andern eintreten.


  Achilles: Erstaunlich! Wenn ich nicht hier wäre und das mit meinen eigenen Augen sähe, würde ich es Ihnen kaum glauben. (Sie gehen durch einen kleinen Torbogen hinaus.) Oh, schauen Sie diese beiden allerliebsten Eidechsen an!


  Schildkröte: Allerliebst? Die sind nicht allerliebst — die machen mich schaudern, wenn ich nur an sie denke. Es sind die bösen Wächter der magischen Lampe aus Kupfer, die dort an der Decke hängt. Eine Berührung ihrer Zungen, und jeder Sterbliche verwandelt sich in Gewürzgurken.


  


  [image: Abb. 23.]


  Abb. 23. Konkav und Konvex, von M. C. Escher (Lithographie, 1955).


  Achilles: Solche mit Dill oder süße?


  Schildkröte: Dill.


  Achilles: Ein saures Schicksal: Aber wenn die Lampe magische Kräfte besitzt, würde ich gerne versuchen, sie zu bekommen.


  Schildkröte: Ein tollkühnes Unternehmen, mein Freund. Ich würde es nicht riskieren.


  Achilles: Ich mach' nur einen einzigen Versuch.


  (Er nähert sich vorsichtig der Lampe, um den in der Nähe schlafenden Burschen nicht zu wecken. Aber plötzlich rutscht er auf einer seltsamen Einbuchtung auf dem Fußboden aus und stürzt in den Raum. Er torkelt wie ein Verrückter, streckt seine Hand nach irgend etwas aus, und irgendwie gelingt es ihm, sich mit einer Hand an der Lampe festzuhalten. Er schwingt wie wild, während die beiden Eidechsen zischen und ihre wütenden Zungen nach ihm ausstrecken, und hängt hilflos in der Mitte des Raums.)


  Achilles: Hi-i-i-ilfe!


  (Sein Schrei macht eine Frau auf ihn aufmerksam, die die Treppe hinuntersteigt und den schlafenden Knaben aufweckt. Der sieht sich die Situation an, und mit einem freundlichen Lächeln auf seinem Gesicht gibt er Achilles zu verstehen, daß alles ein gutes Ende finden werde. In einer seltsam gutturalen Sprache ruft er zwei Trompetern ganz oben in den Fenstern etwas zu, und unheimliche Töne erklingen im Takt miteinander. Der schläfrige junge Mann deutet auf die Eidechsen und Achilles sieht, daß die Musik eine stark einschläfernde Wirkung auf sie hat. Bald sind sie völlig bewußtlos. Dann ruft der hilfreiche Bursche zwei Gefährten etwas zu, die auf Leitern emporsteigen. Beide ziehen die Leiter hinauf und strecken sie gerade unter Achilles in den Raum hinaus, so daß sie eine Art Brücke bilden. Ihre Gebärden machen klar, daß Achilles sich beeilen und auf die Brücke hinaufklettern solle. Aber zuvor löst Achilles noch vorsichtig das oberste Glied der Kette, die die Lampe festhält; und macht die Lampe los. Dann steigt er auf die Brücke aus Leitern und die drei jungen Burschen bringen ihn in Sicherheit. Achilles umarmt sie dankbar.)


  Achilles: Oh, Herr S., wie kann ich die drei belohnen?


  Schildkröte: Ich weiß zufällig, daß diese tapferen Knaben sehr gerne Kaffee trinken, und unten in der Stadt gibt es einen Laden, wo man einen vortrefflichen Espresso bekommt. Laden Sie sie zu einem Espresso ein!


  Achilles: Das ist genau das Richtige.


  (Mit einer eher komischen Reihe von Gebärden, Lächeln, Wörtern macht Achilles den Burschen seine Einladung klar, und die Fünf gehen eine steile Treppe in die Stadt hinunter. Sie kommen zu einem hübschen kleinen Café, nehmen draußen Platz und bestellen fünf Espressos. Als sie ihr Getränk schlürfen, fällt Achilles ein, daß er die Lampe bei sich hat.)


  Achilles: Ich hab' ganz vergessen, Herr Schildkröte, ich habe ja diese magische Lampe hier. Aber — was ist denn an ihr so magisch?


  Schildkröte: Ach, wissen Sie, einfach das Übliche — ein Geist.


  Achilles: Was — Sie meinen, daß ein Geist erscheint, wenn ich sie reibe, und meine Wünsche erfüllt?


  Schildkröte: Richtig! Was haben Sie erwartet? Daß es Goldstücke regnet?


  Achilles: Das ist aber phantastisch! Ich kann mir wünschen, was ich will. Das habe ich mir immer schon gewünscht ...


  (Und so reibt Achilles sanft den großen Buchstaben „L“, der auf der kupfernen Oberfläche der Lampe eingraviert ist. Plötzlich erscheint eine große Rauchwolke, und in den von Rauchschwaden gebildeten Formen können die fünf Freunde eine unheimliche, geisterhafte Gestalt ausmachen, die sich über ihnen erhebt.)


  Geist: Hallo Freunde — und vielen Dank, daß Sie meine Lampe vor dem bösen Eidechsen-Duo gerettet haben.


  (Und mit diesen Worten nimmt der Geist die Lampe an sich und steckt sie in die Tasche, die in seinem langen geisterhaften Gewand verborgen ist, das aus der Lampe herauskommt.)


  Als ein Zeichen der Dankbarkeit für Ihre heroische Tat möchte ich Ihnen im Namen der Lampe die Gelegenheit geben, drei Wünsche zu äußern, die in Erfüllung gehen werden.


  Achilles: Erstaunlich! Meinen Sie nicht auch, Herr S.?


  Schildkröte: Aber gewiß. Also los Achilles, den ersten Wunsch!


  Achilles: Toll! Aber was soll ich mir wünschen? Oh, ich weiß. Etwas, an das ich erstmals dachte, als ich Tausendundeine Nacht las (diese Sammlung verrückter [und ineinander verschachtelter] Erzählungen) — ich wünsche, daß ich anstatt nur drei HUNDERT Wünsche hätte. Ziemlich klug, nicht Herr S.? Ich wette, SIE wären nie auf diesen Trick gekommen. Ich habe mich immer gewundert, warum diese Blödmänner in den Geschichten das nie versucht haben.


  Schildkröte: Vielleicht finden Sie jetzt die Antwort.


  Geist: Es tut mir leid, Achilles, aber Meta-Wünsche kann ich nicht erfüllen.


  Achilles: Ich wünschte, Sie würden mir sagen, was ein ,,Meta-Wunsch“ ist.


  Geist: DAS ist sogar ein Meta-Meta-Wunsch, Achilles — und auch den kann ich nicht erfüllen.


  Achilles: Waaas? Ich kann Ihnen da überhaupt nicht folgen.


  Schildkröte: Warum formulieren Sie Ihren letzten Wunsch nicht anders, Achilles?


  Achilles: Wie meinen Sie das? Warum sollte ich?


  Schildkröte: Nun, Sie fingen mit den Worten „Ich wünsche“ an. Da Sie eine Information wollen, warum stellen Sie dann nicht einfach eine Frage?


  Achilles: Also gut, obgleich ich es nicht recht einsehe. Sagen Sie mir, Herr Geist, was ist ein Meta-Wunsch?


  Geist: Einfach ein Wunsch über Wünsche. Meta-Wünsche darf ich nicht befriedigen. In meiner Macht steht es, einfache Wünsche zu erfüllen, also solche wie zehn Flaschen Bier oder Greta Garbo auf einem Eisbärenfell oder ein Wochenende für zwei an der Copacabana, alles inbegriffen. Wissen Sie — einfache Dinge dieser Art. Aber Meta-Wünsche kann ich nicht erfüllen. ZEUS erlaubt es nicht.


  Achilles: ZEUS? Wer ist ZEUS? Und warum läßt er Sie keine Meta-Wünsche erfüllen? Das ist doch so wenig verglichen mit den andern, die Sie erwähnt haben.


  Geist: Nun, das ist eine komplizierte Geschichte. Warum schießen Sie nicht einfach los und äußern Ihre drei Wünsche? Oder zumindest einen. Meine Zeit ist nicht unbeschränkt ...


  Achilles: Oh, ich fühle mich so niedergeschlagen. Ich hatte WIRKLICH GEHOFFT, mir hundert Wünsche wünschen zu können ...


  Geist: Du meine Güte! Ich hasse es, jemand so enttäuscht zu sehen. Und außerdem sind Meta-Wünsche meine Lieblingswünsche. Lassen Sie mich überlegen, ob sich da gar nichts machen läßt. Es dauert nur einen Augenblick ...


  (Der Geist entnimmt den Falten seines Gewands einen Gegenstand, der genau wie die Kupferlampe aussieht, die er zu sich genommen hatte, nur daß sie aus Silber ist; und wo auf der vorhergehenden ein „L“ eingraviert war, steht an derselben Stelle „ML“ in kleineren Buchstaben, die den gleichen Raum einnehmen.)


  Achilles: Und was ist das?


  Geist: Das ist meine Meta-Lampe.


  (Er reibt die Meta-Lampe. In den Rauchschwaden können alle eine geisterhafte Gestalt erkennen, die sich über sie erhebt.)


  Meta-Geist: Ich bin der Meta-Geist. Sie riefen mich, oh Geist? Was wünschen Sie?


  Geist: Ich habe einen besonderen Wunsch an Sie, oh Schinn und an ZEUS. Ich wünsche Erlaubnis für eine zeitweilige Aufhebung aller Einschränkungen, was den Typ der Wünsche betrifft — für die Dauer eines Typ-freien Wunsches. Könnten Sie mir bitte diesen Wunsch erfüllen?


  Meta-Geist: Das muß natürlich den offiziellen Weg gehen. Einen halben Augenblick bitte.


  (Und doppelt so schnell, wie es der Geist tat, entnimmt dieser Meta-Geist den Falten seines Gewands einen Gegenstand, der genau wie die silberne Meta-Lampe aussieht, nur daß sie aus Gold verfertigt ist, und wo auf der vorhergehenden „ML“ eingraviert war, hat diese „MML“ in kleineren Buchstaben, die den gleichen Raum einnehmen.)


  Achilles (seine Stimme eine Oktave höher als vorher): Und was ist das?


  Meta-Geist: Das ist meine Meta-Meta-Lampe


  (Reibt die Meta-Meta-Lampe, und es erscheint eine riesige Rauchwolke. In den Rauchschwaden erkennen sie alle eine geisterhafte Gestalt die sich über ihnen erhebt.)


  Meta-Meta-Geist: Ich bin der Meta-Meta-Geist. Sie riefen mich, oh Meta-Geist? Was wünschen Sie?


  Meta-Geist: Ich habe einen besonderen Wunsch an Sie, oh Schinn, und an ZEUS. Ich wünsche Erlaubnis für eine zeitweilige Aufhebung aller Einschränkungen, was den Typ der Wünsche betrifft — für die Dauer eines Typ-freien Wunsches. Können Sie mir bitte diesen Wunsch erfüllen?


  Meta-Meta-Geist: Das muß natürlich den offiziellen Weg gehen. Ein Viertel Augenblick bitte.


  (Und doppelt so schnell, wie es der Meta-Geist getan hatte, entnimmt dieser Meta-Meta-Geist den Falten seines Gewands einen Gegenstand, der genau wie die goldene Meta-Meta-Lampe aussieht, nur daß sie verfertigt ist aus ...
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  ... wirbelt zurück in die Meta-Meta-Meta-Lampe, die der Meta-Meta-Geist dann in seinem Gewand verbirgt — halb so schnell wie es der Meta-Meta-Meta-Geist tat.)


  Dein Wunsch ist gewährt, oh Meta-Geist!


  Meta-Geist: Ich danke Dir, oh Schinn, und ZEUS.


  (Und der Meta Meta-Geist, wie all die höheren vor ihm, wirbelt zurück in die Meta-Meta-Lampe, die der Meta-Geist dann in seinem Gewand verbirgt, halb so schnell wie es der Meta-Meta-Geist tat.)


  Dein Wunsch ist gewährt, oh Geist.


  Geist: Ich danke Dir, oh Schinn, und ZEUS.


  (Und der Meta-Geist, wie all die höheren zuvor, wirbelt zurück in die Meta-Lampe, die der Geist dann in seinem Gewand verbirgt, halb so schnell wie es der Meta-Geist tat.)


  Dein Wunsch ist gewährt, Achilles.


  (Und genau ein Augenblick ist verstrichen seit er sagte „Es dauert nur einen Augenblick“.)


  Achilles: Ich danke Dir, oh Schinn, und ZEUS.


  Geist: Es freut mich, Ihnen mitteilen zu können, Achilles, daß Sie gerade einen (1) Typ-freien Wunsch haben, das heißt, einen Wunsch oder einen Meta-Wunsch oder einen Meta-Meta-Meta-Wunsch, so viele ,,Metas“ wie Sie wünschen — unendlich viele (wenn Sie wünschen).


  Achilles: Oh, vielen Dank, Geist. Aber jetzt bin ich neugierig geworden. Bevor ich meinen Wunsch ausspreche, würde es Ihnen etwas ausmachen, mir zu sagen, wer — oder was — ZEUS ist?


  Geist: Keineswegs. „ZEUS“ ist ein Akronym, das für „ZEUS Ewig Ueber Schinn“ steht. Das Wort „Schinn“ dient zur Bezeichnung von Geistern, Meta-Geistern, Meta-Meta-Geistern usw. Es ist ein Typ-freies Wort.


  Achilles: Aber — aber — wie kann „ZEUS“ ein Wort in seinem eigenen Akronym sein? Das ist doch unsinnig!


  Geist: Ach so, Sie sind mit rekursiven Akronymen nicht vertraut? Ich glaubte, jeder wisse, was das ist. Sehen Sie, „ZEUS“ steht für „ZEUS Ewig Ueber Schinn“ — was erweitert werden kann zu „ZEUS Ewig Ueber Schinn, Ewig Ueber Schinn“ — und das kann wiederum zu „ZEUS Ewig Ueber Schinn, Ewig Ueber Schinn, Ewig Ueber Schinn“ erweitert werden, und das auch wieder ... Sie können so weit gehen, wie Sie wollen.


  Achilles: Aber das wird ja nie enden!


  Geist: Natürlich nicht. Man kann ZEUS nie vollständig erweitern.


  Achilles: Hmm ... Das ist verwirrend. Was meinten Sie eigentlich, als Sie zum Meta-Geist sagten: „Ich habe einen besonderen Wunsch an Sie, oh Schinn, und an ZEUS?“


  Geist: Ich wollte nicht nur eine Bitte an den Meta-Geist richten, sondern auch an alle über ihm stehenden Schirms. Die rekursive Akronym-Methode leistet das auf ganz natürliche Weise. Sehen Sie, als der Meta-Geist meine Wünsche entgegennahm, mußte er sie nach oben an seinen ZEUS weiterleiten. So gab er an den Meta-Meta-Geist eine ähnliche Botschaft weiter, dieser tat das gleiche zum Meta-Meta-Meta-Geist. Wenn man so in dieser Kette aufsteigt, wird die Botschaft an ZEUS weitergeleitet.


  Achilles: Ich verstehe. Sie meinen, daß ZEUS am obersten Ende einer Leiter von Schinns sitzt?


  Geist: Nein, nein, nein! Es gibt nichts „am oberen Ende“. Denn es gibt kein oberes Ende. Das ist der Grund, warum ZEUS ein rekursives Akronym ist. ZEUS ist nicht so etwas wie ein allerhöchster, letzter Schinn, ZEUS ist der Turm von Schirms über jedem einzelnen Schinn.


  Schildkröte: Mir scheint, daß jeder Schinn eine andere Vorstellung davon hat, was ZEUS ist, da für jeden Schinn ZEUS die Menge der Schinns über ihm ist, und für keine zwei Schinns ist diese Menge gleich.


  Geist: Sie haben völlig recht — und da ich der niedrigste Schirm von allen bin, ist meine Vorstellung von ZEUS die erhabenste. Ich fühle Mitleid für die höheren Schinns, die glauben, daß sie irgendwie näher bei ZEUS sind. Welch Blasphemie!


  Achilles: Donnerkeil, es muß ein großer Geist gewesen sein, der ZEUS erfunden hat!


  Schildkröte: Glauben Sie tatsächlich an dieses ganze Zeugs mit ZEUS, Achilles?


  Achilles: Aber sicher! Sind Sie Atheist, Herr Schildkröte? Oder Agnostiker?


  Schildkröte: Ich glaube nicht, daß ich Agnostiker bin. Vielleicht Meta-Agnostiker.


  Achilles: Waaas? Ich kann Ihnen da überhaupt nicht folgen.


  Schildkröte: Also ... Wäre ich ein Meta-Agnostiker, wäre ich in einiger Verwirrung darüber, ob ich ein Agnostiker bin oder nicht. Ich bin aber nicht ganz sicher, ob ich so denke, also muß ich wohl Meta-Meta-Agnostiker sein (glaube ich). Nun ja, sagen Sie mir, Geist, macht ein Schirm jemals einen Fehler, indem er eine Botschaft nach oben oder unten auf der Kette verstümmelt?


  Geist: Das kommt tatsächlich vor, es ist der häufigste Grund dafür, daß Typ-freies Wünschen nicht erfüllt wird. Sehen Sie, die Chancen einer Verstümmelung bei einem BESTIMMTEN Glied der Kette sind unendlich gering — wenn Sie aber eine unendliche Anzahl von ihnen aneinanderreihen, ist es praktisch sicher, daß IRGENDWO eine Verstümmelung stattfindet. Tatsächlich, so seltsam es klingt, finden gewöhnlich unendlich viele Verstümmelungen statt, die allerdings über die ganze Kette sehr dünn verteilt sind.


  Achilles: Dann scheint es ein Wunder, daß irgendein Typ-freier Wunsch jemals in Erfüllung geht.


  Geist: Nicht ganz. Die meisten Verstümmelungen sind belanglos, und viele Verstümmelungen tendieren dahin, sich gegenseitig aufzuheben. Aber gelegentlich — wenn auch ziemlich selten läßt sich die Nichterfüllung eines Typ-freien Wunsches auf die Verstümmelung durch einen einzigen ungeschickten Schinn zurückführen. Wenn das eintritt, ist der schuldige Schinn gezwungen, ein endloses Spießrutenlaufen anzutreten und sich seinen oder ihren Rücken verdreschen zu lassen, bei ZEUS! Das macht den Verdreschern einen Riesenspaß und ist für den Verdroschenen ganz harmlos. Der Anblick würde Sie bestimmt amüsieren.


  Achilles: Das würde ich gern sehen! Aber es geschieht nur, wenn ein Typ-freier Wunsch nicht erfüllt wird?


  Geist: Jawohl.


  Achilles: Hmm ... Das gibt mir eine Idee für meinen Wunsch.


  Schildkröte: Tatsächlich? Welche denn?


  Achilles: Ich wünsche, daß mein Wunsch nicht in Erfüllung geht!


  (In diesem Augenblick tritt ein Ereignis ein — aber ist „Ereignis“ das richtige Wort dafür? —, das hier nicht beschrieben werden kann, deshalb wird auch kein Versuch gemacht, es zu beschreiben.)


  Achilles: Was in aller Welt bedeutet dieser kryptische Kommentar?


  Schildkröte: Er bezieht sich auf den Typ-freien Wunsch, den Achilles geäußert hat.


  Achilles: Aber er hat ihn doch noch gar nicht geäußert.


  Schildkröte: Doch, das hatte er. Er sagte, „Ich wünsche, daß mein Wunsch nicht in Erfüllung geht!“, und der Geist faßte DAS als seinen Wunsch auf.


  (In diesem Augenblick hört man Schritte, die in der Halle näherkommen.)


  Achilles: O wei! Das klingt ja recht unerfreulich!


  (Die Schritte halten inne, dann machen sie kehrt und verschwinden wieder.)


  Schildkröte: Uff!


  Achilles: Geht die Geschichte weiter oder ist sie zu Ende? Blättern Sie um, und sehen wir, was geschieht.


  (Herr Schildkröte blättert die Seite von „Schinn und Tonic“ um, und sie stellen fest, daß die Geschichte weitergeht ...)


  Achilles: He! Was ist los? Wo ist mein Geist? Meine Lampe? Meine Tasse Espresso? Was geschah mit unsern jungen Freunden von der konkaven und konvexen Welt? Und was machen all diese kleinen Eidechsen hier?


  Schildkröte: Ich fürchte, daß unser Kontext falsch wiederhergestellt wurde, Achilles.


  Achilles: Was in aller Welt bedeutet dieser kryptische Kommentar?


  Schildkröte: Ich beziehe mich auf den Typ-freien Wunsch, den Sie geäußert haben.


  Achilles: Aber ich habe ihn ja noch gar nicht geäußert.


  Schildkröte: Doch, das hatten Sie. Sie sagten „Ich wünsche, daß mein Wunsch nicht in Erfüllung geht!“, und der Geist faßte DAS als Ihren Wunsch auf.


  Achilles: Das klingt ja recht unerfreulich!


  Schildkröte: PARADOX nennt man das. Damit der Typ-freie Wunsch erfüllt wurde, mußte er verweigert werden — und doch hieß ihn nicht gewähren, ihn gewähren.


  Achilles: Was geschah also? Stand die Erde still, stürzte das Universum ein?


  Schildkröte: Nein. Das System stürzte ab.


  Achilles: Was heißt das?


  Schildkröte: Es heißt, daß Sie und ich, Achilles, plötzlich und augenblicklich nach Tumbolia versetzt wurden.


  Achilles: Wohin?


  Schildkröte: Tumbolia: das Land des toten Schluckaufs und der ausgelöschten Glühbirnen. Es ist eine Art Wartesaal, in dem die schlummernde Software darauf wartet, daß ihr Gastgeber Hardware zurückkommt. Unmöglich zu sagen, wie lange das System außer Betrieb war und wir in Tumbolia waren. Es können Augenblicke, Stunden, Tage, sogar Jahre gewesen sein.


  Achilles: Ich weiß nicht, was Software ist, und auch nicht, was Hardware ist. Das aber weiß ich, daß ich nicht dazugekommen bin, meine Wünsche zu äußern. Ich will meinen Geist wiederhaben!


  Schildkröte: Tut mir leid, Achilles — Sie haben es verpatzt. Sie haben das System zum Absturz gebracht, und danken Sie dem Himmel, daß Sie überhaupt zurückkehren konnten. Es hätte alles viel schlimmer ausgehen können. Aber ich habe keine Ahnung wo wir sind.


  Achilles: Jetzt erkenne ich es! Wir sind in einem andern von Eschers Bildern. Diesmal ist es Reptilien.


  


  [image: Abb. 24.]


  Abb. 24. Reptilien, von M. C. Escher (Lithographie, 1943).


  Schildkröte: Aha! Das System versuchte, so viel als möglich von unserem Kontext zu bewahren, bevor es abstürzte, und es konnte gerade noch feststellen, daß es sich um ein Escher-Bild mit Eidechsen handelt. Das ist anerkennenswert.


  Achilles: Nun schauen Sie mal: Ist das dort auf dem Tisch neben dem Eidechsenreigen nicht unser Fläschchen mit Pop-Tonic?


  Schildkröte: Ja, das ist es tatsächlich, Achilles. Ich muß sagen, wir haben wirklich großes Glück gehabt. Das System war sehr freundlich, uns unser Pop-Tonic zurückzugeben; es ist ein wertvoller Stoff.


  Achilles: Aber gewiß. Jetzt können wir aus Eschers Welt in mein Haus zurückpoppen.


  Schildkröte: Da liegen ein paar Bücher auf dem Tisch neben dem Tonic. Was das wohl für welche sind? (Nimmt das kleinere zur Hand, das zufällig aufgeschlagen ist.) Das sieht wie ein halbwegs aufregendes Buch aus.


  Achilles: Tatsächlich? Wie heißt es denn?


  Schildkröte: Aufregende Abenteuer Herrn Schildkrötes und des Achilles in verschiedenen Teilen der Welt. Klingt interessant, könnte man draus vorlesen.


  Achilles: Nun, SIE können es lesen, wenn Sie wollen. Was aber mich betrifft, so gehe ich mit dem Pop-Tonic kein Risiko ein. Eine der Eidechsen könnte es vom Tisch hinunterwerfen, deshalb werde ich es sofort an mich nehmen.


  (Er stürzt sich auf den Tisch und streckt seine Hand nach dem Pop-Tonic aus, aber in seiner Eile stößt er die Flasche mit Tonic um: sie fällt vom Tisch und beginnt zu rollen.)


  O nein, Herr S., schauen Sie: Ich habe das Tonic auf den Boden fallen lassen, und nun rollt es auf die Treppe zu. Schnell — bevor es 'runterfällt!


  (Herr Schildkröte jedoch ist ganz in das Buch vertieft, das er in Händen hält.)


  Schildkröte (murmelt): Hm? Diese Geschicht sieht faszinierend aus.


  Achilles: Herr S., Herr S., Hilfe! Helfen Sie die Tonic-Flasche einfangen!


  Schildkröte: Was ist denn los?


  Achilles: Die Flasche mit Tonic — ich habe sie vom Tisch geschubst und jetzt rollt sie und -


  (In diesem Augenblick erreicht sie die oberste Stufe der Treppe und fällt hinunter ...)


  O nein! Was können wir tun? Herr Schildkröte — regt Sie denn das gar nicht auf? Wir verlieren unser Tonic! Es ist soeben die Treppe hinuntergefallen. Wir können bloß eins tun! Wir müssen ihm ins untere Stockwerk folgen!


  Schildkröte: Dem Werk folgen? Mit Vergnügen. Wollen Sie nicht mitmachen? (Beginnt laut zu lesen, und Achilles, hin- und hergerissen, bleibt schließlich und übernimmt die Rolle von Herrn Schildkröte.)


  Achilles: Es ist arg dunkel hier, Herr S. Ich kann nichts sehen. Autsch! — ich bin an eine Wand angestoßen. Vorsicht!


  Schildkröte: Hier — ich habe zwei Spazierstöcke. Nehmen Sie doch einen. Sie können ihn vor sich hinhalten, so daß Sie nirgends anrempeln.


  Achilles: Gute Idee. (Nimmt den Stock.) Merken Sie, daß unser Weg leicht nach links gebogen ist?


  Schildkröte: Ganz leicht, ja.


  Achilles: Wo wir wohl sein mögen? Und ob wir jemals wieder das Tageslicht erblicken? Hätte ich doch nie darauf gehört, als Sie vorschlugen, etwas von Ihrem „TRINKMICH"-Zeug zu schlucken.


  Schildkröte: Ich versichere Ihnen, es ist ganz harmlos. Ich habe es noch und noch getan und habe es nie bereut. Entspannen Sie sich und genießen Sie es, klein zu sein.


  Achilles: Klein sein? Was haben Sie mit mir gemacht, Herr S.?


  Schildkröte: Machen Sie mir bloß keinen Vorwurf. Sie haben aus freien Stücken gehandelt.


  Achilles: Haben Sie mich schrumpfen lassen? So daß das Labyrinth, in dem wir uns befinden, tatsächlich ein winziges Ding ist, auf das jemand TRETEN könnte.


  Schildkröte: Labyrinth? Labyrinth? Ist es möglich? Befinden wir uns in dem berühmten Kleinen Harmonischen Labyrinth des gefürcheteten Majotaurus?


  Achilles: Jesses! Was ist denn das?


  Schildkröte: Man sagt — ich habe es allerdings nie geglaubt —, ein Böser Majotaurus habe ein winziges Labyrinth erbaut und sitze in einer Grube in dessen Mitte, wo er darauf warte, daß unschuldige Opfer sich in seiner furchterregenden Komplexität verirren. Und wenn sie dann verloren und halb betäubt in der Mitte ankommen, lacht er und lacht — so sehr, daß er sie zu Tode lacht!


  Achilles: O nein!


  Schildkröte: Aber er ist nur ein Mythos. Mut, Achilles!


  (Und das tapfere Paar schleppt sich mühsam weiter.)


  Achilles: Befühlen Sie diese Wände. Sie sind wie Wellblech oder so etwas ähnliches. Aber die einzelnen Wellen sind verschieden groß.


  (Um das zu unterstreichen hält er im Gehen seinen Spazierstock gegen die Wand. Während der Stab gegen die einzelnen Wellen schlägt, hallen merkwürdige Klänge durch den langen gebogenen Korridor, in dem sie sich befinden.)


  [image: Abb. 25.]


  Abb. 25. Kretisches Labyrinth (italienischer Stich; Schule von Finiguerra). [Aus: W 1-1. Matthews, Mazes and Labyrinths: Their History and Development, New York 1070.]


  Schildkröte (erschrocken): Was war DAS?


  Achilles: Das war bloß ich. Ich streifte mit meinem Spazierstock die Wand entlang.


  Schildkröte: Ich dachte einen Augenblick, es sei das Gebell des wilden Majotaurus.


  Achilles: Haben Sie nicht gesagt, das alles sei nur ein Mythos?


  Schildkröte: Natürlich ist es das. Nur keine Angst.


  (Achilles hält seinen Spazierstock wieder gegen die Wand und geht weiter. Dabei erklingen musikalische Klänge. Sie kommen von dem Punkt, an dem der Stock die Wand berührt.)


  Schildkröte: Puuh. Ich habe ein schlechtes Gefühl, Achilles. Vielleicht ist dieses Labyrinth eben doch kein Mythos.


  Achilles: Augenblick. Warum besinnen Sie sich so plötzlich eines andern?


  Schildkröte: Hören Sie die Musik?


  (Um besser zu hören, senkt Achilles seinen Stock, und die melodischen Klänge verstummen.)


  He! Tun Sie den Stock zurück! Ich will das Stück zu Ende hören.


  (Achilles gehorcht verwirrt. Die Musik setzt wieder ein.)


  Danke! Wie ich gerade bemerken wollte: Ich habe jetzt herausbekommen, wo wir uns befinden.


  Achilles: Tatsächlich? Wo denn?


  Schildkröte: Wir wandern in der spiralförmigen Rille einer Grammophonplatte in ihrer Hülle. Ihr Stock, mit dem Sie gegen das merkwürdige Gebilde an der Hauswand kratzen, ist wie eine Nadel, die in der Rille läuft, und produziert so Kunst für uns.


  Achilles: O nein, o nein ...


  Schildkröte: Was? Sind Sie nicht außer sich vor Glück? Haben Sie jemals eine Gelegenheit gehabt, in so enge Verbindung mit Musik zu treten?


  Achilles: Wie kann ich jemals wieder Wettläufe gegen Menschen normaler Größe gewinnen, wenn ich kleiner als ein Floh bin, Herr Schildkröte?


  Schildkröte: Und sonst haben Sie keinen Kummer? Sie brauchen sich nicht aufzuregen, Achilles!


  Achilles: Wenn man Ihnen zuhört, könnte man glauben, daß Sie sich überhaupt nie Sorgen machen.


  Schildkröte: Ich weiß nicht. Ganz sicher ist aber, daß ich mir keine Gedanken über meine Größe mache. Besonders dann nicht, wenn ich mich der schrecklichen Gefahr des gefürchteten Majotaurus gegenübersehe.


  Achilles: O Schreck! Wollen Sie mir sagen ...


  Schildkröte: Ich fürchte ja, Achilles. Die Musik hat es verraten.


  Achilles: Wie war das möglich?


  Schildkröte: Sehr einfach. Als ich die Melodie B-A-C-H in der oberen Stimme hörte, erkannte ich sofort, daß die Rille, die wir durchwandern, nur das Kleine Harmonische Labyrinth, eines der weniger bekannten Orgelwerke Bachs, sein konnte. Es heißt so wegen seiner schwindelerregend häufigen Modulation.


  Achilles: Was ist das?


  Schildkröte: Nun, Sie wissen, daß die meisten Musikstücke in einer Tonart, wie z. B. C-Dur, geschrieben sind. So auch dieses.


  Achilles: Ich habe den Ausdruck schon früher gehört. Heißt das nicht, daß C die Note ist, auf der man enden will?


  Schildkröte: Ja. C ist sozusagen der Landepunkt. Der übliche Ausdruck ist „Tonika“.


  Achilles: Entfernt man sich also von einer Tonika mit der Absicht, schließlich zu ihr zurückzukehren?


  Schildkröte: Das ist richtig. Während das Stück sich entwickelt, werden mehrdeutige Akkorde und Melodien verwendet, die von der Tonika wegführen. Allmählich wird so eine Spannung geschaffen, man hat ein ständig wachsendes Verlangen, heimzukehren, die Tonika zu hören.


  Achilles: Ist das der Grund, warum ich mich am Ende eines Stücks so befriedigt fühle, als hätte ich mein ganzes Leben darauf gewartet, die Tonika zu hören?


  Schildkröte: Genau! Der Komponist hat seine Kenntnis der harmonischen Progression verwendet, um Ihr Gefühl zu manipulieren und in Ihnen die Hoffnung wachzurufen, die Tonika zu hören.


  Achilles: Aber Sie wollten etwas über die Modulationen sagen.


  Schildkröte: Ach ja. Etwas sehr Wichtiges, das der Komponist tun kann, ist im Verlauf des Stücks zu „modulieren“, d. h. er setzt sich vorübergehend ein anderes Ziel als die Auflösung in der Tonika.


  Achilles: Ich verstehe, glaube ich wenigstens. Meinen Sie, daß eine Folge von Akkorden irgendwie die harmonische Spannung verschiebt, so daß ich tatsächlich eine Auflösung in einer anderen Tonart erhoffe?


  Schildkröte: Richtig. Das macht die Situation komplexer, weil Sie zwar auf kurze Sicht die Auflösung in einer neuen Tonart wollen, während Sie die ganze Zeit irgendwo in Ihrem Kopf den Wunsch haben, das ursprüngliche Ziel zu erreichen — in diesem Fall C-Dur. Und wenn das untergeordnete Ziel erreicht ist, dann ...


  Achilles (gestikuliert plötzlich begeistert): Hören Sie sich diese großartigen nach oben schweifenden Akkorde an, die das Ende des Kleinen Harmonischen Labyrinths bilden!


  Schildkröte: Nein, Achilles, das ist nicht das Ende. Das ist lediglich ...


  Achilles: Aber gewiß! Toll! Was für ein starkes, mächtiges Ende. Was für ein G-G-Gefühl der Erleichterung. Das ist mir aber wahrhaftig eine Auflösung! G-G-Gewaltige G-Gefühle dominieren!


  (Und tatsächlich endet die Musik in dem Augenblick, in dem sie in das offene Gelände ohne Mauern gelangen.)


  Sehen Sie, es IST zu Ende. Was habe ich Ihnen gesagt?


  Schildkröte: Etwas ist aber ganz schief. Diese Platte ist ein Schandfleck in der Welt der Musik.


  Achilles: Was meinen Sie damit?


  Schildkröte: Genau das, wovon ich Ihnen gesprochen habe. Hier hat Bach von C-Dur nach G-Dur moduliert und als untergeordnetes Ziel die Note G erreicht. D. h., daß Sie zwei Spannungen zu gleicher Zeit erleben — Sie warten auf eine Auflösung nach G, behalten aber Ihren Wunsch, nämlich triumphierend mit C aufzuhören, bei.


  Achilles: Warum muß man sich überhaupt an etwas erinnern, wenn man sich ein Musikstück anhört? Ist denn Musik lediglich eine intellektuelle Übung?


  Schildkröte: Nein, natürlich nicht. Es gibt Musik, die in hohem Grade intellektuell ist, aber meistens ist sie es nicht. Und meistens führt Ihr Ohr oder Gehirn die „Berechnungen“ für Sie aus, und läßt Ihr Gefühl Sie wissen, was Sie hören wollen. Man braucht darüber nicht bewußt nachzudenken. In diesem Stück jedoch hat Bach Tricks verwendet in der Hoffnung, sie in die Irre zu führen. Und in Ihrem Fall, Achilles , war er erfolgreich.


  Achilles: Wollen Sie mir damit sagen, daß ich auf eine Auflösung in einer untergeordneten Tonart reagiert habe?


  Schildkröte: Jawohl!


  Achilles: Für mich klang es trotzdem wie ein Ende.


  Schildkröte: Bach machte absichtlich, daß es so klang. Sie gingen ihm einfach in die Falle. Es war absichtlich so arrangiert, daß es wie ein Abschluß klang, aber wenn Sie die harmonische Progression sorgfältig verfolgt haben, werden Sie bemerken, daß es in der falschen Tonart ist. Anscheinend sind nicht nur Sie, sondern auch diese elende Schallplattenfabrik auf den gleichen Trick hereingefallen und sie haben das Stück vorzeitig abgeschnitten.


  Achilles: Was für einen üblen Streich hat uns Bach gespielt!


  Schildkröte: Das ist der ganze Witz — Sie dazu zu bringen, daß Sie sich im Labyrinth verlaufen. Der Böse Majotaurus steckt halt mit Bach unter einer Decke. Und wenn Sie sich nicht vorsehen, wird er Sie jetzt zu Tode lachen und mich vielleicht dazu.


  Achilles: Also auf und davon! Schnell! Rennen wir in der Rille zurück und entweichen wir nach außen bevor der Böse Majotaurus uns findet!


  Schildkröte: Um Gottes willen, nein. Ich bin viel zu feinfühlig, um mit den bizarren Akkordprogressionen fertig zu werden, die sich bei einer Umkehrung der Zeit ergeben.


  Achilles: Oh, Herr S., wie können wir jemals hier herauskommen, wenn wir nicht auf dem gleichen Weg zurückkehren können?


  Schildkröte: Eine sehr gute Frage.


  (Achilles, leicht verzweifelt, rennt planlos im Dunkeln umher. Plötzlich hört man ein leichtes Keuchen, und dann einen dumpfen Aufschlag.)


  Achilles, ist alles in Ordnung?


  Achilles: Nur ein bißchen wacklig, aber sonst geht's mir gut. Ich bin in ein großes Loch gefallen.


  Schildkröte: Sie sind in die Grube des Bösen Majotaurus gefallen! Hier, ich helfe Ihnen heraus. Wir müssen uns beeilen.


  Achilles: Vorsichtig, Herr S., ich möchte nicht, daß SIE auch hineinfallen.


  Schildkröte: Keine Aufregung, Achilles, alles wird ...


  (Plötzlich ein leichtes Keuchen, und dann ein dumpfer Aufschlag.)


  Achilles: Nun sind Sie auch hineingefallen, Herr S. Alles in Ordnung?


  Schildkröte: Nur mein Stolz ist verletzt, sonst geht's mir gut.


  Achilles: Jetzt liegen wir hier wie Gurken im Glas, nicht?


  (Plötzlich erklingt, beängstigend nahe, ein gewaltig dröhnendes Lachen.)


  Schildkröte: Achtung Achilles, das ist nicht zum Lachen.


  Majotaurus: Hi hi hi! Ho ho! Ha ha ha!


  Achilles: Mir wird ganz schwach zumute, Herr S.


  Schildkröte: Versuchen Sie, nicht auf das Lachen zu hören, Achilles. Das ist unsere einzige Hoffnung.


  Achilles: Ich will mir Mühe geben. Wenn nur mein Magen nicht so leer wäre!


  Schildkröte: Halt, phantasiere ich, oder riecht es hier nach einer Schale Popcorn mit heißer Butter?


  Achilles: Ich rieche es auch. Woher kommt das nur?


  Schildkröte: Von hier, glaube ich. Oh. Ich bin gerade auf eine große Schale von diesem Zeug gestoßen. Ja, tatsächlich — eine Schale voll Popcorn.


  Achilles: Oh, Popcorn! Ich werd' mich dumm und dußlig daran essen!


  Schildkröte: Hoffen wir, daß es nicht Pushcorn ist. Pushcorn und Popcorn sind äußerst schwierig zu unterscheiden.


  Achilles: Was reden Sie da von Puschkin?


  Schildkröte: Gar nichts. Sie müssen sich das einbilden.


  Achilles: Toll, 's täuscht einen leicht. Aber gut, greifen wir zu.


  (Und die zwei Freunde beginnen, sich über das Popcorn (oder Pushcorn?) herzumachen. Und ganz plötzlich POP! Es war also wohl doch Popcorn.)


  Schildkröte: Was für eine amüsante Geschichte. Hat sie Ihnen Spaß gemacht?


  Achilles: Einigermaßen. Nur möchte ich gerne wissen, ob sie jemals aus der Grube des Bösen Majotaurus wieder herauskamen. Der arme Achilles. Er wollte doch seine richtige Größe wiedererlangen.


  Schildkröte: Kein Grund zur Sorge — sie entkamen, und jetzt ist er wieder von normaler Größe. Das war der ganze Sinn dieses „POP“.


  Achilles: Das war mir unklar. Nun will ich aber WIRKLICH die Flasche mit Tonic finden. Aus irgendeinem Grund brennen meine Lippen. Nichts würde mir besser schmecken als ein Glas Pop-Tonic.


  Schildkröte: Ein für seine durstlöschende Eigenschaft berühmtes Getränk. An gewissen Orten hat es den Menschen fast verrückt gemacht. Im Wien der Jahrhundertwende stellte die Schönberg-Nahrungsmittelfabrik die traditionelle Herstellung von Tonic auf serielle Produktion um. Was das für eine Aufregung war, können Sie sich gar nicht vorstellen.


  Achilles: Ich kann es mir schon denken, aber suchen wir das Tonic. Moment mal. Diese Eidechsen auf dem Tisch — sehen Sie etwas Merkwürdiges an ihnen?


  Schildkröte: Äh — nichts Besonderes. Was interessiert Sie denn daran so?


  Achilles: Sehen Sie nicht? Sie steigen aus dem ebenen Bild heraus, ohne Pop-Tonic zu trinken. Wie bringen sie das fertig?


  Schildkröte: Habe ich Ihnen das nicht gesagt? Sie können, wenn es kein Pop-Tonic gibt, aus einem Bild heraussteigen, indem Sie sich senkrecht zur Bildebene bewegen. Die kleinen Eidechsen haben gelernt, nach OBEN zu klettern, wenn sie aus der zweidimensionalen Welt des Zeichenblocks herauskommen wollen.


  Achilles: Könnten wir das gleiche tun, um aus dem Escher-Bild herauszukommen?


  Schildkröte: Natürlich. Wir müssen einfach eine Ebene HÖHER gehen. Wollen Sie es versuchen?


  Achilles: Alles, wenn wir nur nach Hause zurückkehren können. Ich habe genug von all diesen aufregenden Abenteuern.


  Schildkröte: Dann folgen Sie mir hier hinauf.


  (Und sie gehen eine Ebene höher.)


  Achilles: Es ist gut, wieder zurück zu sein. Aber etwas kommt mir nicht ganz geheuer vor. Das ist ja gar nicht mein Haus! Das ist IHR Haus, Herr Schildkröte.


  Schildkröte: Tatsächlich — und ich bin froh darüber. Ich habe dem langen Weg zurück von Ihrem Haus keineswegs mit Freude entgegengesehen. Ich bin ziemlich erschöpft, und ich zweifle, ob ich es hätte schaffen können.


  Achilles: Mir macht's nichts aus, nach Hause zu gehen, so ist es wohl ganz gut, daß wir schließlich hier gelandet sind.


  Schildkröte: Aber sicher, ein Glücksfall scheint hier seine Finger im Spiel gehabt zu haben.


  KAPITEL V


  Rekursive Strukturen und Prozesse


  Was ist Rekursion?


  WAS IST REKURSION? Sie ist das, was der Dialog Kleines harmonisches Labyrinth illustriert: Verschachtelung und Varianten der Verschachtelung. Der Begriff ist sehr umfassend. (Geschichten innerhalb von Geschichten, Filme innerhalb von Filmen, Gemälde innerhalb von Gemälden, russische Puppen innerhalb von russischen Puppen (sogar Kommentare in Klammern innerhalb von Kommentaren in Klammern!) — das sind nur ein paar Beispiele für Rekursion.) Man sollte sich jedoch vor Augen halten, daß die Bedeutung von „rekursiv“ in diesem Kapitel nur ganz entfernt mit der in Kapitel III verwandt ist. Die Verwandtschaft sollte bis zum Ende dieses Kapitels klar werden.


  Mitunter kommt Rekursion einer Paradoxie sehr nahe. Zum Beispiel gibt es rekursive Definitionen. Solche Definitionen könnten bei einer oberflächlichen Betrachtung den Eindruck erwecken, daß etwas durch sich selbst definiert wird. Das wäre zirkulär und würde zu einer unendlichen Regression, wenn nicht zu einer eigentlichen Paradoxie führen. Tatsächlich führt aber eine rekursive Definition (wenn sie richtig formuliert ist), nie zu einer unendlichen Regression oder zu einer Paradoxie. Das rührt daher, daß eine rekursive Definition nie durch sich selbst, sondern immer durch einfachere Versionen seiner selbst definiert wird. Was ich damit meine, wird in Kürze klar werden, wenn ich einige Beispiele rekursiver Definitionen gebe.


  Am häufigsten tritt Rekursion im täglichen Leben in Erscheinung, wenn man die Erfüllung einer Aufgabe zugunsten einer einfacheren Aufgabe, oft derselben Art, aufschiebt. Ein gutes Beispiel ist das folgende: Ein Manager besitzt ein besonders raffiniertes Telefon, auf dem er viele Anrufe empfängt. Während er mit A spricht, ruft B an. Er sagt zu A: „Wären Sie so freundlich, einen Augenblick zu warten?“ Natürlich ist es ihm ganz gleichgültig, ob A so freundlich ist! Er drückt einfach auf einen Knopf und schaltet auf B. Nun ruft C an. B erleidet den gleichen Aufschub. Das könnte unendlich so weitergehen, aber fahren wir uns nicht in unserem Eifer fest! Nehmen wir also an, das Gespräch mit C sei beendet. Dann „poppt“ unser Manager zurück nach B und macht weiter. Unterdessen sitzt A am anderen Ende des Drahts, trommelt mit den Fingernägeln auf den Tisch und hört sich irgendwelche schreckliche Musikberieselung an, die zu seiner Besänftigung durchs Telefon übertragen wird ... Nun ist der leichteste Fall der, daß das Gespräch mit B einfach aufhört und der Manager schließlich zu A zurückkehrt. Es könnte aber geschehen, daß sich ein neuer Anrufer D meldet, nachdem das Gespräch mit B wieder aufgenommen wurde. B wird noch einmal auf den Stapel wartender Anrufer „gepusht“, und das Gespräch mit D wird erledigt. Wenn D fertig ist — zurück zu B und dann zurück nach A. Dieser Manager denkt sicher hoffnungslos mechanistisch — aber wir illustrieren ja Rekursion in ihrer präzisesten Form.


  Pushen, Poppen und Stapel


  Im vorhergehenden Kapitel habe ich einige Grundbegriffe der Rekursivität vorgestellt zumindest so, wie sie die Computerwissenschaftler sehen. Dies sind push, pop und Stapel (oder genauer push-down-stack), und sie sind alle miteinander verwandt. Eingeführt wurden sie in den späten fünfziger Jahren als Bestandteil von IPL, einer der ersten Sprachen für Artifizielle Intelligenz (AI). „Push“ und „pop“ sind wir bereits in dem Dialog begegnet. Ich will mich trotzdem noch etwas darüber verbreiten. Pushen heißt, die Aufgabe, mit der man sich gerade beschäftigt, in der Schwebe lassen, ohne aber dabei zu vergessen, wo man innegehalten hat, und eine neue Aufgabe in Angriff nehmen. Von dieser neuen Aufgabe sagt man, daß sie auf einer „tieferen Stufe“ stehe als die erste. „Poppen“ ist das Umgekehrte; es bedeutet die Operation auf einer Stufe abschließen, und die eine Stufe höher gelegene Operation, genau wo man aufgehört hatte, wieder aufzunehmen.


  Wie aber erinnert man sich genau, wo man sich auf jeder Stufe befand? Die Antwort: man bewahrt die betreffende Information in einem Stapel auf. Ein Stapel ist also einfach eine Tabelle, die uns über Dinge Auskunft gibt wie 1.) wo wir bei jeder unbeendeten Aufgabe stehengeblieben sind (Jargon: „Return-Adresse“), 2.) was man am Punkt der Unterbrechung an einschlägigen Fakten wissen mußte (Jargon: „Bindung der Variablen“). Wenn man zurückpoppt, um eine Aufgabe wieder aufzunehmen, ist es der Stapel, der den Zusammenhang wiederherstellt, so daß man sich nicht verloren vorzukommen braucht. So sagt uns der Stapel im Beispiel mit dem Telefon, wer auf jeder einzelnen Stufe wartet, und wo man im Gespräch war, als es unterbrochen wurde.


  Übrigens rühren die Ausdrücke „push“, „pop“ und „Stapel“ alle von der bildlichen Vorstellung von Tabletts in einem Selbstbedienungsrestaurant her. Im allgemeinen befindet sich eine Art Federung darunter, die dafür sorgt, daß das obere Tablett mehr oder weniger auf gleichbleibender Höhe liegt. Wenn man also ein Tablett auf den Stapel „pusht“, sinkt dieser ein bißchen; und wenn man das Tablett vom Stapel wegnimmt, springt es — pop! — ein bißchen nach oben.


  Ein weiteres Beispiel aus dem täglichen Leben: Wenn man eine Nachrichtensendung hört, geschieht es oft, daß zu einem auswärtigen Korrespondenten umgeschaltet wird: „Wir schalten nun um zu Susi Schwätzer in Rottenburg an der Fulda.“ Nun hat Susi ein Tonband von einem Lokalreporter, der jemanden vor Ort interviewt hat, und nachdem sie etwas über die Hintergründe gesagt hat, spielt sie es ab: „Hier spricht Karl Quassel, am Ort des Geschehens unweit von Rottenburg an der Fulda, wo der große Raubüberfall stattfand, und ich spreche mit ...“ Nun sind wir drei Stufen hinuntergestiegen. Es kann vorkommen, daß der Interviewpartner ebenfalls ein Gespräch vom Band abspielt. Es ist gar nicht so ungewöhnlich, bei Nachrichtensendungen, drei Stufen hinunterzusteigen. Überraschenderweise sind wir uns des zeitweiligen Aussetzens kaum bewußt. Es wird im Unterbewußtsein ohne Schwierigkeiten festgehalten. Wahrscheinlich liegt der Grund, warum das so leicht ist, darin, daß jede Stufe sich von allen anderen im Kolorit so stark unterscheidet. Wären sie sich alle ähnlich, wären wir in kürzester Zeit völlig durcheinander.


  Ein Beispiel für eine kompliziertere Rekursivität ist natürlich unser Dialog. Hier traten Achilles und Herr Schildkröte auf allen verschiedenen Stufen auf. Manchmal lasen sie eine Geschichte, in der sie selbst als Handelnde auftraten. Hier wird unser Verständnis der Vorgänge vielleicht ein bißchen verschwommen, und wir müssen uns sorgfältig konzentrieren, damit wir nicht in Verwirrung geraten: „Also: der wirkliche Achilles und der wirkliche Herr Schildkröte sind immer noch dort oben in Glücksfalls Luftschloß, aber der sekundäre Herr Schildkröte und der sekundäre Achilles sind in einem Escher-Bild — und dann fanden sie das Buch und lasen es; so ist es also der tertiäre Achilles und der tertiäre Herr Schildkröte, die in den Rillen des Kleinen harmonischen Labyrinths umherwandern. Aber halt! Ich habe irgendwo eine Stufe ausgelassen ...“ Man muß einen solchen Stapel im Bewußtsein haben, auf den man zurückgreifen kann, um der Rekursion im Dialog zu folgen (siehe Abb. 26).


  [image: Abb. 26.]


  Abb. 26. Strukturdiagramm des Dialogs Kleines harmonisches Labyrinth. Bewegungen senkrecht nach unten sind Pushes, nach oben Pops. Beachte die Ähnlichkeit dieses Diagramms mit dem Einrückungsmuster im Dialog. Das Diagramm macht klar, daß die anfängliche Spannung  Glücksfalls Drohung  nie aufgelöst wurde. Achilles und Theo Schildkröte bleiben einfach am Himmel hängen. Einige Leser beklagen vielleicht diesen ungepoppten Push, während andere nicht einmal mit der Wimper zucken. Bachs musikalisches Labyrinth wurde im Dialog ebenfalls zu früh abgeschnitten  aber Achilles fand nichts komisch daran. Nur Theo Schildkröte war sich der globaleren Spannung bewußt.


  Stapel in der Musik


  Wenn wir vom Kleinen harmonischen Labyrinth sprechen, sollten wir auf etwas eingehen, das wir im Dialog angedeutet, wenn auch nicht explizit ausgesprochen haben, nämlich daß wir Musik rekursiv hören, und insbesondere, daß wir im Kopf einen Stapel von Tonarten haben und jede neue Modulation eine neue Tonart auf den Stapel pusht. Eine weitere Folge ist, daß wir die Reihe der Tonarten in umgekehrter Reihenfolge hören wollen, d. h. die gepushten Tonarten, eine nach der anderen, vom Stapel hinunterpoppen, bis die Tonika erreicht ist. Das ist eine Übertreibung, doch enthält sie ein Körnchen Wahrheit.


  Jeder einigermaßen musikalische Mensch besitzt automatisch einen flachen Stapel mit zwei Tonarten. In diesem kurzen Stapel findet sich die wahre Grundtonart, und ebenfalls die unmittelbar folgende Pseudotonika (die Tonart, in der der Komponist sich zu befinden vorgibt). In anderen Worten: die globalste Tonart und die lokalste Tonart. Auf diese Weise weiß der Hörer, wann die wirkliche Tonart wieder erreicht ist, und er hat ein starkes Gefühl der Erleichterung. Auch kann der Hörer (im Gegensatz zu Achilles) zwischen einem lokalen Nachlassen der Spannung  zum Beispiel einer Auflösung in der Pseudotonika  und der globalen Auflösung unterscheiden. Tatsächlich sollte eine Pseudo-Auflösung die globale Spannung steigern und nicht abschwächen, weil sie ein Stück Ironie darstellt  genau wie Achilles' Rettung von seinem gefährlichen Sitz auf der schwingenden Lampe  während man doch weiß, daß er und Herr Schildkröte ihr bitteres Schicksal unter dem Messer des Monsieur Glücksfall erwarten.


  Dafür, daß Spannung und Auflösung Herz und Seele der Musik bilden, gibt es zahllose Beispiele. Sehen wir uns einige bei Bach an. Er komponierte viele Stücke in der Form AABB, d. h. zwei Hälften, die beide wiederholt werden. Nehmen wir die Gigue in der Französischen Suite Nr. 5, die für diese Form typisch ist. Ihre Grundtonart ist G, und wir hören eine gelöste Tanzweise, die die Tonart G fest begründet. Bald jedoch leitet eine Modulation in Abschnitt A über zu der eng verwandten Tonart D (der Dominante). Wenn der Abschnitt A endet, befinden wir uns in der Tonart D. Tatsächlich klingt es so, als wäre das Stück in dieser Tonart zu Ende gegangen. (Oder es würde zumindest in Achilles' Ohren so klingen.) Dann aber geschieht etwas Seltsames  wir springen unvermittelt zum Anfang zurück, nämlich zu G, und hören wieder den gleichen Übergang nach D. Dann aber geschieht etwas Seltsames  wir springen unvermittelt zum Anfang zurück, nämlich zu G, und hören wieder den gleichen Übergang nach D.


  Dann kommt der Abschnitt B. Mit der Umkehrung des Themas unserer Melodie beginnen wir in D, als wäre das schon immer die Tonika gewesen  aber schließlich modulieren wir zurück nach G, was bedeutet, daß wir in die Tonika zurückpoppen, und der Abschnitt B endet korrekt. Dann findet diese komische Wiederholung statt, die uns unvermittelt nach D zurückwirft und uns abermals nach G zurückkehren läßt.


  Dann findet diese komische Wiederholung statt, die uns unvermittelt nach D zurückwirft und uns abermals nach G zurückkehren läßt.


  Die psychologische Wirkung all dieser Tonart-Verschiebungen  einige unvermittelt, andere gleitend  ist sehr schwierig zu beschreiben. Es gehört zur Magie der Musik, daß wir diesen Verschiebungen automatisch einen Sinn geben können. Oder vielleicht ist es die Magie Bachs, daß er so strukturierte Stücke komponieren kann, denen solch eine natürliche Grazie innewohnt, daß wir uns gar nicht bewußt werden, was eigentlich geschieht.


  Das ursprüngliche Kleine harmonische Labyrinth ist ein Stück, in dem Bach versucht, den Hörer sich in einem Labyrinth von raschen Wechseln in der Tonart verirren zu lassen. Bald ist man so durcheinander, daß man seinen Orientierungssinn verloren hat. Man weiß nicht, wo die eigentliche Tonika ist, wenn man nicht das absolute Gehör oder, wie Theseus, eine Freundin wie Ariadne besitzt, die einem einen Faden gib, anhand dessen man seinen Weg zurück finden kann. In diesem Falle wäre der Faden die Partitur. Dieses Stück  ein anderes Beispiel wäre der Endlos Reduplizierte Canon  zeigt, daß wir  als Zuhörer  keine sehr verläßlichen tiefen Stapel haben.


  Rekursion in der Sprache


  In der Sprache ist unsere Fähigkeit, Stapel zu bilden, vielleicht etwas stärker. Die grammatikalische Struktur aller Sprachen bedingt, daß man recht komplizierte pushdown-Stapel herstellt, obgleich die Schwierigkeit, einen Satz zu verstehen, mit der Anzahl von Push's auf einem Stapel rapide zunimmt.


  Die notorische Eigenheit der deutschen Sprache, das Verbum ans Ende des Satzes zu stellen, über welche lustige Geschichten von geistesabwesenden Professoren, die einen Satz beginnen, die ganze Vorlesung lang weiterreden, und damit aufhören, daß sie eine Kette von Verben herunterleiern, wobei die Zuhörer, für die der Stapel schon längst jeglichen Zusammenhang verloren hat, völlig verwirrt werden, erzählt werden, ist ein sehr gutes Beispiel für linguistisches Pushen und Poppen. Ein klassisches Beispiel ist Christian Morgensterns Vorrede zu seinen Galgenliedern:


  Es darf daher getrost, was auch von allen, deren Sinne, weil sie unter Sternen, die, wie der Dichter sagt, zu dörren, statt zu leuchten, geschaffen sind, geboren sind, vertrocknet sind, behauptet wird, enthauptet werden, daß hier einem sozumaßen und im Sinne der Zeit, dieselbe im Negativen als Hydra betrachtet, hydratherapeutischen Moment ersten Ranges, immer angesichts dessen, daß, wie oben, keine mit Rosenfingern den springenden Punkt ihrer schlechthin unvoreingenommenen Hoffnung auf eine, sagen wir, schwansinnige oder wesenzielle Erweiterung des natürlichen Stofffeldes zusamt mit der Freiheit des Individuums vor dem Gesetz ihrer Volksseele zu verraten den Mut, was sage ich, die Verruchtheit haben wird, einem Moment, wie ihm in Handel, Wandel, Kunst und Wissenschaft allüberall dieselbe Erscheinung, dieselbe Tendenz den Arm bietet, und welches bei allem, ja vielleicht eben trotz allem, als ein mehr oder minder undulationsfähiger Ausdruck einer ganz bestimmten und im weitesten Verfolge excösen Weltauffasseraumwortkindundkunstanschauung kaum mehr zu unterschlagen versucht werden zu wollen vermag  gegenübergestanden und beigewohnt werden zu dürfen gelten lassen zu müssen sein möchte.


  Im gewöhnlichen Umgangsdeutsch kommen solche umfangreiche Stapel jedoch fast nie vor. Tatsächlich verletzen Leute deutscher Muttersprache oft unbewußt gewisse Konventionen, wie etwa die, daß in Nebensätzen das Verbum an den Schluß kommt, um so die Anstrengung zu vermeiden, dem Stapel zu folgen. Jede Sprache weist Konstruktionen auf, die Stapel benötigen, wenn auch im allgemeinen nicht so spektakulär wie im Deutschen. Methoden, die Sätze so umzuformulieren, daß die Stapel von minimaler Tiefe sind, gibt es jedoch immer.


  Rekursive Transitions-Netzwerke


  Die syntaktische Struktur von Sätzen bietet einen guten Ausgangspunkt für die Beschreibung von rekursiven Strukturen und Prozessen: das Rekursive Transitions-Netzwerk (RTN). Ein RTN ist ein Diagramm, das verschiedene Wege zeigt, denen man bei der Erledigung einer bestimmten Aufgabe folgen kann. Jeder Weg besteht aus einer Anzahl von Knoten oder Kästchen, die ein Wort enthalten, und diese sind durch Bögen oder Pfeile miteinander verbunden. Die Bezeichnung für das ganze RTN wird separat auf die linke Seite geschrieben, und die ersten und letzten Knoten enthalten die Wörter Anfang und Ende. Alle anderen Knoten enthalten entweder ganz kurze explizite Anweisungen für das weitere Vorgehen oder Namen von anderen RTNs. Jedesmal , wenn man auf einen Knoten stößt, sind die in ihm enthaltenen Anweisungen auszuführen, oder es ist auf das RTN, das er bezeichnet, überzugehen und selbiges auszuführen.


  Nehmen wir als Beispiel ein RTN mit dem Namen BLUMIGES SUBSTANTIV, das angibt, wie man einen gewissen Typus deutscher Nominalausdrücke bildet (Abb. 27a). Wenn wir BLUMIGES SUBSTANTIV einfach horizontal durchlaufen, beginnen wir, dann erzeugen wir einen ARTIKEL, ein ADJEKTIV und ein SUBSTANTIV, und dann kommen wir zum Ende. Zum Beispiel: »das verrückte Schampon, oder ein undankbares Frühstück. Aber die Pfeile zeigen noch andere Möglichkeiten, etwa die, den Artikel wegzulassen oder das Adjektiv zu wiederholen. So könnten wir Milch konstruieren oder großes rotes blaues grünes Niesen, usw.


  Wenn man auf den Knoten SUBSTANTIV stößt, fordert man die unbekannte Black Box namens SUBSTANTIV auf, aus ihrem Vorrat an Substantiven irgendeines hervorzuholen. In der Terminologie der Computerwissenschaft nennt man das einen Prozeduraufruf (procedure call). Es bedeutet, daß man an diesem Punkt die Führung vorübergehend einer Prozedur (Unterprogramm, procedure) überläßt (hier: SUBSTANTIV), die 1.) das tut, was sie tun soll (nämlich ein Substantiv erzeugen) und dann 2.) die Führung an uns zurückgibt. Im obigen RTN haben wir drei solche Vorgänge aufgerufen: ARTIKEL, ADJEKTIV und SUBSTANTIV. Nun könnte das RTN BLUMIGES SUBSTANTIV selbst von einem anderen RTN aufgerufen worden sein, z. B. einem RTN namens SATZ. In diesem Fall würde BLUMIGES SUBSTANTIV einen Ausdruck wie das verrückte Schampon erzeugen und dann zu dem Ort innerhalb SATZ zurückkehren, von der es aufgerufen worden war. Das erinnert daran, wie man den Faden bei verschachtelten Telefongesprächen oder verschachtelten Nachrichtensendungen dort wieder aufnimmt, wo man ihn verlassen hat.


  


  [image: Abb. 27]


  Abb. 27. Rekursive Transitions Netzwerke für BLUMIGES SUBSTANTIV und FANTASIEVOLLES SUBSTANTIV.


  Dennoch haben wir, obgleich wir das ein „Rekursives Transitions-Netzwerk“ nennen, bis jetzt noch keine wirkliche Rekursion aufgezeigt. Rekursiv — und anscheinend zirkulär — werden die Dinge erst, wenn man zu einem RTN wie dem in Abb. 27b übergeht, zu FANTASIEVOLLES SUBSTANTIV. Wie man sieht, bedingt jeder mögliche Weg in FANTASIEVOLLES SUBSTANTIV einen Aufruf von BLUMIGES SUBSTANTIV; es läßt sich also nicht vermeiden, daß man ein Substantiv irgendwelcher Art erhält. Und möglicherweise wird man es bei einem blumigen belassen, indem man einfach mit „Milch“ oder „großes rotes blaues grünes Niesen“ herausrückt. Drei dieser Wege jedoch bedingen rekursive Aufrufe von FANTASIEVOLLES SUBSTANTIV selbst. Es sieht wirklich so aus, als würde hier etwas durch sich selbst definiert. Ist es das, was geschieht, oder nicht?


  Die Antwort lautet: „Ja, aber auf zuträgliche Art.“ Nehmen wir an, daß in der Prozedur SATZ ein Knoten ist, der FANTASIEVOLLES SUBSTANTIV aufruft, und daß wir auf diesen Knoten stoßen. Das heißt, daß wir den Platz dieses Knotens innerhalb von SATZ im Gedächtnis (d. h. im Stapel) behalten, so daß wir wissen, wohin wir zurückkehren müssen — dann lenken wir unsere Aufmerksamkeit auf die Prozedur FANTASIEVOLLES SUBSTANTIV. Nun müssen wir eine Bahn aussuchen, um FANTASIEVOLLES SUBSTANTIV zu erzeugen. Angenommen, wir wählen den untersten der oberen Wege, also den, dessen Aufrufsequenz lautet:


  BLUMIGES SUBSTANTIV, RELATIVPRONOMEN, FANTASIEVOLLES SUBSTANTIV, VERBUM


  Also speien wir ein BLUMIGES SUBSTANTIV aus: „die seltsamen Krapfen“, ein RELATIVPRONOMEN, „die“ und jetzt werden wir plötzlich nach einem FANTASIEVOLLEN SUBSTANTIV gefragt. Aber wir befinden uns doch mitten in FANTASIEVOLLES SUBSTANTIV! Ja, aber denken wir an den Manager, der mitten in einem Telefongespräch war, als ein anderes angemeldet wurde. Er verstaute einfach das vorhergehende Gespräch im Stapel und begann mit dem neuen, als wäre nichts außergewöhnliches geschehen. Tun wir also desgleichen.


  Zuerst notieren wir in unserem Stapel den Knoten, bei dem wir uns bei dem von außen kommenden Aufruf von FANTASIEVOLLES SUBSTANTIV befanden, so daß wir eine „Return-Adresse“ haben, dann springen wir zum Beginn von FANTASIEVOLLES SUBSTANTIV über, als wäre das ganz normal. Nun müssen wir wiederum eine Bahn wählen. Zur Abwechslung schlagen wir die untere Bahn ein: BLUMIGES SUBSTANTIV, PRÄPOSITION, FANTASIEVOLLES SUBSTANTIV (z. B. die „purpurfarbene Kuh“), dann eine PRÄPOSITION (z. B. „ohne“) und wiederum stoßen wir auf die Rekursion. Also schnallen wir unseren Gürtel fester und steigen eine weitere Stufe hinunter. Um die Sache nicht allzu komplex werden zu lassen, wollen wir annehmen, daß die Bahn, die wir einschlagen, diesmal die direkte ist — einfach BLUMIGES SUBSTANTIV. Das könnte z. B. „Hörner“ ergeben. Bei diesem Aufruf von FANTASIEVOLLES SUBSTANTIV stoßen wir auf den Knoten Ende, was auf Herauspoppen hinausläuft, und so gehen wir zu unserem Stapel, um die Return-Adresse zu finden. Er sagt uns, daß wir inmitten der Ausführung von FANTASIEVOLLES SUBSTANTIV eine Stufe höher waren — und so setzen wir dort wieder ein. Das ergibt „die purpurfarbene Kuh ohne Hörner“.


  Auch auf dieser Stufe stoßen wir auf Ende, und so poppen wir noch einmal auf eine höhere Stufe, diesmal brauchen wir ein VERBUM. Nehmen wir „verschlang“. Das beendet den Aufruf von FANTASIEVOLLES SUBSTANTIV auf der höchsten Stufe, mit dem Ergebnis, daß der Ausdruck


  „die seltsamen Krapfen, die die purpurfarbene Kuh ohne Hörner verschlang““


  nach oben zu dem geduldigen SATZ weitergeleitet wird, wenn wir ein letztes Mal poppen.


  Wie man sieht, geraten wir nicht in eine unendliche Regression. Der Grund ist der, daß zumindest eine Bahn innerhalb des RTNs FANTASIEVOLLES SUBSTANTIV keinen rekursiven Aufruf von FANTASIEVOLLEM SUBSTANTIV selbst bedingt. Natürlich hätten wir uns widersinnigerweise darauf versteifen können, immer die untere Bahn innerhalb FANTASIEVOLLEM SUBSTANTIV zu wählen, und dann wären wir nie zu einem Ende gekommen, genauso wie das Akronym ZEUS nie völlig entwickelt werden konnte. Wenn aber die Bahnen rein zufällig gewählt werden, kann eine unendliche Regression dieser Art nie zustande kommen.


  „Auslaufen“ und Heterarchien


  Das ist die entscheidende Tatsache, durch die sich rekursive Definitionen von zirkulären unterscheiden. Es gibt immer einen Teil der Definition, der Selbstbezüglichkeit vermeidet, so daß die Konstruktion eines Objekts, das der Definition genügt, schließlich „ausläuft“.


  Nun gibt es auch indirektere Methoden als den Selbstaufruf, um Rekursivität in RTNs zu erreichen. Da wäre etwa die Analogie zu Eschers Zeichnen (Abb. 135), wo jede der beiden Prozeduren eine andere aufruft, aber nicht sich selbst. Z. B. könnten wir ein RTN namens NEBENSATZ haben, das FANTASIEVOLLES SUBSTANTIV aufruft, wann immer ein Objekt für ein transitives Verbum benötigt wird, und umgekehrt könnte der obere Weg von FANTASIEVOLLES SUBSTANTIV RELATIVPRONOMEN aufrufen und dann NEBENSATZ, wann immer ein Relativsatz benötigt wird. Das ist ein Beispiel für indirekte Rekursivität und erinnert auch an die zweistufige Version der Paradoxie von Epimenides.


  Es braucht nicht eigens gesagt zu werden, daß es ein Triplett von Prozeduren geben kann, die sich alle gegenseitig zyklisch aufrufen usw. Es kann ganze Familien von RTNs geben, die alle miteinander verwickelt sind und sich selber und die anderen wie verrückt aufrufen. Ein Programm mit einer solchen Struktur, in der es keine „höchste Stufe“ (oder keinen „Monitor“) gibt, nennt man eine Heterarchie (im Gegensatz zu Hierarchie). Der Ausdruck stammt, glaube ich, von Warren McCulloch, einem der ersten Kybernetiker und einem hingabevollen Erforscher von Gehirnen und Denkprozessen.


  Knoten, die sich ausdehnen


  Anschaulich läßt sich wie folgt über RTNs nachdenken: Wann immer man sich auf einem Weg bewegt und auf einen Knoten stößt, der ein RTN aufruft, dann „expandiert“ man den Knoten, d. h. man ersetzt ihn durch eine sehr kleine Kopie des RTNs, das er aufruft (s. Abb. 28). Dann geht man weiter, in dieses winzige RTN hinein! Wenn


  [image: Abb. 28.]


  Abb. 28. Das RTN FANTASIEVOLLES SUBSTANTIV mit einem rekursiv erweiterten Knoten.


  man aus ihm herauspoppt, ist man im großen Knoten automatisch am richtigen Ort. Während man sich im kleinen aufhält, kommt man möglicherweise dazu, sogar noch weitere Miniatur-RTNs zu konstruieren. Wenn man aber Knoten nur dann expandiert, wenn man auf sie stößt, vermeidet man die Notwendigkeit der Herstellung eines unendlichen Diagramms, selbst wenn ein RTN sich selbst aufruft.


  Einen Knoten zu expandieren, ist nicht ganz unähnlich der Substitution eines Buchstabens in einem Akronym durch das Wort, das es repräsentiert. Das Akronym ZEUS ist rekursiv, hat aber den Nachteil — oder den Vorzug —, daß man das Z immer wieder expandieren muß; es läuft also nie aus. Wenn jedoch das RTN als ein wirkliches Computerprogramm verwendet wird, dann gibt es zumindest einen Weg, der direkte Rekursivität vermeidet, so daß keine unendliche Regression entsteht. Selbst die heterarchischste Programmstruktur läuft aus — sonst würde sie nicht funktionieren! Sie würde nur ständig einen Knoten nach dem anderen expandieren, aber nie eine Handlung ausführen.


  Diagramm G und rekursive Folgen


  Unendliche geometrische Strukturen lassen sich in eben dieser Weise definieren, d. h. durch die Expansion eines Knotens nach dem anderen. Definieren wir z. B. ein unendliches Diagramm, nennen wir es „Diagramm G“. Zu diesem Zwecke wählen wir eine implizite Darstellung. In zwei Knoten schreiben wir lediglich den Buchstaben „G“, der jedoch für eine vollständige Kopie von Diagramm G steht. In Abb. 29a ist Diagramm G


  [image: Abb. 29.]


  
    
      	
        Abb.29.

      

      	
        a) Diagramm G, nicht erweitert.

      

      	
        c) Diagramm H, nicht erweitert.

      
    


    
      	

      	
        b) Diagramm G, einmal erweitert.

      

      	
        d) Diagramm H, einmal erweitert.

      
    

  


  implizit wiedergegeben. Wenn wir Diagramm G jetzt expliziter anschauen wollen, expandieren wir beide G, d. h. wir ersetzen sie durch dasselbe Diagramm, nur in kleinerem Maßstab (Abb. 29b). Diese Version zweiter Ordnung von Diagramm G läßt uns ahnen, wie das endgültige, unmöglich zu realisierende Diagramm G wirklich aussieht. Abb. 30 zeigt einen größeren Teil von Diagramm G, wobei alle Knoten von unten nach oben und von links nach rechts numeriert worden sind. Zwei zusätzliche Knoten  Nr. 1 und Nr. 2  sind unten hinzugefügt worden.


  [image: Abb. 30.]


  Abb. 30. Diagramm G, noch mehr erweitert und mit numerierten Knoten.


  Dieser unendliche Baum besitzt einige sehr merkwürdige mathematische Eigenschaften. Am rechten Rand nach oben läuft die berühmte Folge der Fibonacci-Zahlen:


  1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, ...


  die um das Jahr 1202 von Leonardo von Pisa, dem Sohn des Bonaccio (ergo „filius Bonacci“, oder abgekürzt „Fibonacci“) entdeckt wurden. Diese Zahlen werden am besten durch das folgende Formelpaar definiert:


  
    
      	
        FIBO(n) = FIBO(n-1) + FIBO(n-2)

      

      	
        für n > 2

      
    


    
      	
        FIBO(1) = FIBO(2) = 1

      

      	
    

  


  Man beachte, wie diese Fibonacci-Zahlen vermittels vorhergehender Fibonacci-Zahlen definiert werden. Wir könnten dieses Formelpaar in einem RTN darstellen (Abb. 31):


  [image: Abb. 31.]


  Abb. 31. Ein RTN für Fibonacci-Zahlen.


  So kann man also FIBO(15) durch eine Reihe rekursiver Aufrufe der durch das obige RTN definierten Prozedur definieren. Diese rekursive Definition läuft aus, wenn man auf FIBO(1) oder FIBO(2) stößt (die explizit gegeben sind), nachdem man den Weg rückwärts durch absteigende Werte von n zurückgelegt hat. Den Weg zurückzugehen hat etwas Unhandliches, wenn man genausogut vorwärts gehen könnte, indem man mit FIBO(1) und FIBO(2) beginnen und fortwährend die beiden Werte addieren würde, bis man FIBO(15) erreicht. Auf diese Weise muß man nicht auf einen Stapel achten.


  Nun hat Diagramm G sogar noch überraschendere Eigenschaften als diese. Seine gesamte Struktur kann in einer einzigen rekursiven Definition codiert werden, und zwar:


  
    
      	
        G(n) = n - G(G(n-1))

      

      	
        für n > 0

      
    


    
      	
        G(0) = 0

      

      	
    

  


  Wie läßt sich diese Funktion G(n) als Baumstruktur codieren? Ganz einfach, wenn man einen Baum konstruiert, indem man G(n) für alle Werte von n unter n setzt, wird man das Diagramm G neu schaffen. Tatsächlich habe ich Diagramm G zuerst auf diese Weise entdeckt. Ich untersuchte die Funktion G, und als ich versuchte, ihre Werte rasch zu berechnen, verfiel ich darauf, die Werte, die ich bereits kannte, in Baumform anzuordnen. Zu meiner Überraschung erwies sich, daß der Baum eine äußerst wohlgeordnete rekursive geometrische Darstellung besaß.


  Wenn man einen analogen Baum für eine Funktion H(n) erzeugt, die durch genau eine Verschachtelung mehr als G definiert ist —


  
    
      	
        H(n) = n - H(H(H(n - 1)))

      

      	
        für n > 0

      
    


    
      	
        H(0) = 0

      

      	
    

  


  — dann ist noch erstaunlicher, daß das zugehörige „Diagramm H“ wie in Abb. 29c implizit definiert ist. Der rechte Ast enthält einen zusätzlichen Knoten, aber das ist der einzige Unterschied. Die erste rekursive Expansion von Diagramm H zeigt Abb. 29d. Und so geht es weiter — für jeden Verschachtelungsgrad. Diese rekursiven geometrischen Strukturen, die genau den rekursiven algebraischen Definitionen entsprechen, sind von schöner Regelmäßigkeit.


  Ein Problem für neugierige Leser: angenommen man dreht das Diagramm G herum wie in einem Spiegel und etikettiert die Knoten des neuen Baums so, daß sie von links nach rechts ansteigen. Können Sie eine rekursive algebraische Definition für diesen „umgekehrten Baum“ finden? Und wie steht es mit der „Drehung“ des H-Baumes? Und so weiter?


  Ein anderes hübsches Problem betrifft ein Paar von rekursiv miteinander verwickelten Funktionen F(n) und M(n) — sozusagen „verheiratete“ Funktionen, definiert wie folgt:


  
    
      	
        F(n) = n - M(F(n - 1))
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        [image: brv_cen.png]

      

      	
        für n > 0

      
    


    
      	
        M(n) = n - F(M(n - 1))
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        F(0) = 1, und M(0) = 0

      

      	

      	
    

  


  Die RTNs dieser beiden Funktionen rufen einander und ebenfalls sich selber auf. Das Problem besteht einfach darin, die rekursiven Strukturen von Diagramm F und Diagramm M herauszufinden. Sie sind einfach und elegant.


  Eine chaotische Folge


  Ein letztes Beispiel von Rekursion in der Zahlentheorie führt zu einem kleinen Mysterium. Betrachten wir die folgende rekursive Definition einer Funktion


  
    
      	
        Q(n) = Q(n - Q(n - 1)) + Q(n - Q(n - 2))

      

      	
        für n > 2

      
    


    
      	
        Q(1) = Q(2) = 1.

      

      	
    

  


  Sie erinnert an die Fibonacci-Definition, indem jeder neue Wert die Summe zweier vorhergehender Werte ist — aber nicht der unmittelbar vorhergehenden Werte. Statt dessen sagen uns die zwei unmittelbar vorhergehenden Werte, wie weit wir rückwärts zählen müssen, um die Zahlen zu erhalten, die wir addieren müssen, um den neuen Wert zu erhalten. Die ersten 17 Q-Zahlen lauten wie folgt:


  
    
      	
        1, 1, 2, 3, 3, 4, 5, 5, 6, 6, 6, 8, 8, 8, 10, 9, 10, ...

      
    


    
      	
        1, 1, 2, 3, 3, 4, 5, ↑, ↑, 6, 6, 8, 8, 8, 10 [image: ][image: ][image: ]

      
    


    
      	
        1, 1, 2, 3, 3, 4, 5,5 + 6 = 11  8, 8, 8, 10um soviel

      
    


    
      	
        1, 1, 2, 3, 3, 4, 5,  5 + [image: ][image: ][image: ]   nach links weiterrücken

      
    


    
      	
        1, 1, 2, 3, 3, 4, 5, 5, neuer Term

      
    


    
      	
        

      
    

  


  Um die nächste zu erhalten, geht man (von den drei Punkten aus) 10 bzw. 9 Terme nach links; man erreicht eine 5 und eine 6, wie die Pfeile zeigen. Ihre Summe — 11 gibt den neuen Wert: Q(18). Dies ist das seltsame Vorgehen, bei dem die Liste der bekannten Q-Zahlen dazu verwendet wird, sich selbst zu verlängern. Die so erzeugte Folge ist, gelinde gesagt, zumindest absonderlich. Je weiter man geht, desto weniger Sinn scheint sie zu haben. Das ist einer jener sehr absonderlichen Fälle, wo etwas, das wie eine einigermaßen natürliche Definition aussieht, zu äußerst rätselhaftem Verhalten führt — zu einem auf sehr ordentliche Art und Weise herbeigeführten Chaos. Man fragt sich natürlich, ob das vermeintliche Chaos irgendeine subtile Regelmäßigkeit enthält. Natürlich besteht definitionsgemäß Regelmäßigkeit; interessant ist aber, ob es eine andere Möglichkeit gibt, diese Folge zu charakterisieren — und das, wenn man Glück hat, auf nicht-rekursive Art und Weise.


  Zwei eindrucksvolle rekursive Graphen


  Die Wunder der Rekursion in der Mathematik sind nicht zu zählen, und ich beabsichtige nicht, sie alle vorzuführen. Doch kenne ich ein paar besonders eindrucksvolle Beispiele aus meiner eigenen Erfahrung, die mir erwähnenswert erscheinen. Beide sind Graphen. Das eine Beispiel tauchte im Verlauf gewisser zahlentheoretischer Untersuchungen auf, das andere im Verlauf meiner Dissertation auf dem Gebiet der Festkörperphysik. Das wirklich Faszinierende daran ist, daß die beiden Graphen eng miteinander verwandt sind.


  


  [image: Abb. 32.]


  Abb. 32. Graph der Funktion INT(x). Bei jedem rationalen Wert von x gibt es einen Diskontinuitätssprung.


  Der erste (Abb. 32) ist ein Graph einer Funktion, die ich INT(x) nenne. Er ist hier für x zwischen 0 und 1 dargestellt. Für x zwischen jedem anderen Paar von ganzen Zahlen, n und n+1 ermittelt man einfach INT(x−n), und addiert dann n. Die Struktur der Darstellung ist, wie man sieht, recht sprunghaft. Sie besteht aus einer unendlichen Anzahl von gekrümmten Stücken, die gegen die Ecken hin immer kleiner werden und übrigens auch immer weniger stark gekrümmt. Wenn man nun jedes solche Teilstück genau betrachtet, wird man feststellen, daß es tatsächlich eine Kopie des ganzen Graphs ist  lediglich gekrümmt! Die sich daraus ergebenden Implikationen sind phantastisch. Eine davon ist die, daß der Graph von INT lediglich aus Kopien seiner selbst besteht, die bis in eine unendliche Tiefe ineinander verschachtelt sind.


  Wenn man ein beliebiges Teilstück des Graphs, so klein es auch sein möge, herausnimmt, hält man eine vollständige Kopie des ganzen Graphs in Händen  ja unendlich viele Kopien von ihm.


  Die Tatsache, daß INT aus nichts als aus Kopien seiner selbst besteht, könnte zur Ansicht verleiten, daß es zu flüchtig ist, um existieren zu können. Seine Definition sieht zu zirkulär aus. Wie kann es sich jemals vom Boden erheben? Eine sehr interessante Angelegenheit. Vor allem ist festzustellen, daß es bei der Beschreibung von INT für jemand, der es nicht gesehen hat, nicht genügt, einfach zu sagen: Es besteht aus Kopien seiner selbst. Die andere Hälfte der Angelegenheit  die nicht-rekursive Hälfte  sagt uns, wo diese Kopien innerhalb des Quadrats liegen, und wie sie im Verhältnis zu dem Graphen als ganzem deformiert worden sind. Erst die Kombination dieser beiden Aspekte von INT wird seine Struktur beschreiben. Es ist genau wie bei den Fibonacci-Zahlen, bei denen man zwei Zahlen braucht: eine um die Rekursion, die andere um das Fundament (d. h. die Anfangswerte) zu definieren. Um ganz konkret zu sprechen: wenn man einen der Fundamentwerte mit 3 statt mit 1 festlegt, erzeugt man eine völlig andere Folge, die als Lucas-Folge bekannt ist:


  
    
      	
        das 1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, 76, 123, ...

      
    


    
      	
        das[image: ][image: ][image: ]

      
    


    
      	
        das Fundament , 11, 18, 29 + 47 = 76

      
    


    
      	
        das Fundament , 11,gleiche rekursive Regel

      
    


    
      	
        das Fundament , 11,wie für Fibonacci-Zahlen

      
    

  


  Was in der Definition von INT dem Fundament entspricht, ist ein aus vielen Schachteln zusammengesetztes Bild (Abb. 33 a), das zeigt, wohin die Kopien zu stehen kommen, und wie sie verzerrt sind. Ich nenne das das Skelett von INT. Um INT aus einem Skelett zu konstruieren, verfährt man für jede Skelett-Schachtel zunächst wie folgt: 1. man legt eine kleine gekrümmte Kopie des Skeletts in die Schachtel, wobei man sich von der inneren gekrümmten Linie leiten läßt; 2. man radiert die umgebende Schachtel und ihre gekrümmte Linie aus. Wenn man das mit jeder Schachtel des ursprünglichen Skeletts durchgeführt hat, erhält man anstatt eines großen Skeletts viele Baby-Skelette. Dann wiederholt man den Prozeß mit allen Baby-Skeletten auf der nächst tieferen Stufe. Und so fort und so fort ... Am Ende nähert man sich einem genauen Graph von INT an, ohne ihn je zu erreichen. Indem man das Skelett innerhalb seiner selbst immer wieder einbettet, konstruiert man allmählich den Graphen von INT aus nichts. Tatsächlich aber war das Nichts nicht nichts, es war ein Bild.


  Um das noch dramatischer zu sehen, stelle man sich vor, man behalte den rekursiven Teil der Definition von INT bei, verändere aber das ursprüngliche Bild, das Skelett. Eine Variante des Skeletts zeigt Abb. 33b, wiederum mit Schachteln, die kleiner und kleiner werden und sich in den vier Ecken verlieren. Wenn man dieses zweite Skelett immer wieder in sich selbst verschachtelt, erzeugt man den Schlüsselgraphen meiner Dissertation, den ich Gplot nenne (Abb. 34). (Übrigens bedarf es außerdem einer gewissen Verzerrung jeder Kopie, aber die Grundidee ist doch die der Verschachtelung.)


  [image: Abb. 33.]


  
    
      	
        Abb.33.

      

      	
        a)

      

      	
        Das Skelett, aus dem INT durch rekursive Substitutionen konstruiert werden kann.

      
    


    
      	

      	
        b)

      

      	
        Das Skelett, aus dem Gplot durch rekursive Substitutionen konstruiert werden kann.

      
    

  


  [image: Abb. 33b.]


  Gplot ist somit ein Mitglied der INT-Familie. Es ist ein entfernter Verwandter, weil sein Skelett völlig verschieden von dem des INT ist  und beträchtlich komplexer. Identisch jedoch ist der rekursive Teil der Definition  und darin liegt die Verwandtschaft.


  Ich will den Leser, was den Ursprung dieser schönen Graphen betrifft, nicht zulange im dunkeln lassen. INT  Abkürzung für interchange (Vertauschung)  rührt von einem Problem her, das mit Eta-Folgen zu tun hat, die mit den Kettenbrüchen verwandt sind. Der Grundgedanke bei INT ist, daß die Plus- und Minuszeichen bei einer gewissen Art von Kettenbrüchen miteinander vertauscht werden. Als Folge davon ist INT(INT(x)) = x. INT hat die Eigenschaft, daß wenn x rational ist, dann ist es auch INT(x); ist x quadratisch, dann ist es auch INT(x). Ob diese Tendenz auch für höhere algebraische Grade anhält, weiß ich nicht. Eine andere hübsche Eigenschaft von INT ist die, daß es für alle rationalen Werte von x Sprungstellen aufweist, aber für alle irrationalen Werte von x stetig ist.


  Gplot rührt von einer hochidealisierten Version der Frage her: Welches sind die zulässigen Energien von Elektronen in einem Kristall in einem magnetischen Feld? Dieses Problem ist interessant, weil sich in ihm zwei sehr einfache und fundamentale physikalische Situationen kreuzen: ein Elektron in einem perfekten Kristall und ein Elektron in einem homogenen magnetischen Feld. Diese beiden einfacheren Probleme sind eingehend erforscht, und ihre charakteristischen Lösungen scheinen miteinander beinahe unvereinbar.


  Deshalb ist es von beträchtlichem Interesse, zu beobachten, wie die Natur es fertigbringt, sie miteinander in Einklang zu bringen. Nun ergibt es sich, daß die Situation Kristall ohne magnetisches Feld und die Situation magnetisches Feld ohne Kristall etwas gemeinsam haben: in beiden verhält sich das Elektron in der Zeit periodisch.


  Wenn die beiden Situationen kombiniert werden, zeigt sich, daß der entscheidende Parameter der Quotient der beiden Perioden ist. Tatsächlich enthält dieser Quotient die gesamte Information über die Verteilung der zulässigen Elektronen-Energien  aber er gibt sein Geheimnis erst dann preis, wenn er in einen Kettenbruch expandiert wird.


  Gplot zeigt diese Verteilung. Die waagrechte Achse repräsentiert die Energie und die senkrechte Achse den eben erwähnten Quotienten der Perioden, den wir a nennen können. Am unteren Ende ist a gleich null, und am oberen Ende ist es eins. Wenn a gleich null ist, gibt es kein magnetisches Feld. Jedes der Linien-Segmente, aus denen Gplot zusammengesetzt ist, ist ein Energie-Band, das heißt, es stellt zulässige Werte der Energie dar. Die leeren Streifen, die Gplot auf allen verschiedenen Größenskalen durchziehen, sind somit die Bereiche der unzulässigen Energien. Eine der verblüffendsten Eigenschaften von Gplot ist die, daß wenn a rational ist (sagen wir p/q, in gekürzter Darstellung) es genau q solche Streifen gibt (wenn q gerade ist, küssen sich zwei von ihnen in der Mitte). Und wenn a irrational ist, schrumpfen die Bänder auf Punkte zusammen, deren es unendlich viele gibt, sehr dünn über eine sogenannte Cantor-Menge verteilt  ein weiterer rekursiv definierter Ausdruck, der in der Topologie auftaucht.


  Man wird sich sicher fragen, ob eine so komplizierte Struktur jemals in einem Experiment auftreten könnte. Offen gesagt wäre niemand mehr überrascht als ich,
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  Abb. 34. Gplot: ein rekursiver Graph, der die Energiebänder für Elektronen in einem idealisierten Kristall in einem magnetischen Feld zeigt. α, die Stärke des magnetischen Felds angebend, verläuft senkrecht von 0 bis 1. Die Energie verläuft waagrecht. Die horizontalen Linien sind Bänder der zulässigen Elektronenenergie.


  wenn Gplot sich aus irgendeinem Experiment ergäbe. Die physikalische Bedeutung von Gplot liegt in der Tatsache, daß es den Weg zur richtigen mathematischen Behandlung weniger idealisierter Probleme dieser Art weist. In anderen Worten: Gplot ist lediglich ein Beitrag zur theoretischen Physik und nicht ein Hinweis für Experimentalphysiker, was sie zu sehen erwarten können! Ein agnostischer Freund von mir war von den unendlich vielen Unendlichkeiten von Gplot so beeindruckt, daß er es ein „Bild Gottes“ nannte, was mir keineswegs blasphemisch vorkommt.


  Rekursion auf der tiefsten Stufe der Materie


  Wir haben Rekursion in der Grammatik von Sprachen festgestellt; wir haben rekursive geometrische Bäume gesehen, die unaufhörlich nach oben weiterwachsen, und wir haben eine der Möglichkeiten gesehen, wie Rekursion in die Theorie der Festkörperphysik eingeht. Nun werden wir noch eine andere Möglichkeit des Aufbaus der Welt aus Rekursionen kennenlernen. Diese hängt mit der Struktur der Elementarteilchen zusammen: Elektronen, Protonen, Neutronen und die winzigen Quanten der elektromagnetischen Strahlung, die man „Photonen“ nennt. Wir werden sehen, daß die Teilchen — in einem gewissen Sinn, der nur in der relativistischen Quantenmechanik streng definiert werden kann — auf eine Art und Weise verschachtelt sind, die durch Rekursion, vielleicht sogar durch eine Art „Grammatik“ beschrieben werden kann.


  Wir gehen von der Feststellung aus, daß wenn die Teilchen nicht miteinander in Beziehung treten würden, die Dinge unglaublich einfach lägen. Die Physiker hätten gerne eine solche Welt, weil sie dann das Verhalten aller Teilchen leicht berechnen könnten (wenn es — und das ist zumindest zweifelhaft — in einer solchen Welt Physiker gäbe). Teilchen, die nicht in Wechselwirkung mit anderen stehen, nennt man nackte Teilchen, und sie sind völlig hypothetische Erfindungen; es gibt sie nicht.


  Wenn man nun die Wechselwirkungen „einschaltet“, werden die Teilchen miteinander verwickelt, wie die Funktionen F und M, oder Eheleute miteinander verflochten sind. Diese reellen Teilchen nennt man renormalisiert — ein unschöner, aber anschaulicher Ausdruck. Was geschieht, ist, daß kein Teilchen auch nur definiert werden kann, ohne alle anderen Teilchen einzubeziehen, deren Definition ihrerseits von den ersten Teilchen abhängt usw. Immer im Kreise herum, in einer niemals endenden Schleife.


  Werden wir etwas konkreter! Wir beschränken uns auf nur zwei Arten von Teilchen: Elektronen und Photonen. Außerdem werden wir noch das Antiteilchen des Elektrons, das Positron dazunehmen müssen. (Photonen sind ihre eigenen Antiteilchen.) Stellen wir uns zuerst eine langweilige Welt vor, in der ein nacktes Elektron sich von Punkt A nach Punkt B fortbewegen will, wie es Zeno in meiner Dreistimmigen Invention tat. Ein Physiker würde ein Bild wie das folgende zeichnen:
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  Es gibt einen mathematischen Ausdruck, der diesen Geraden und ihren Endpunkten entspricht, und er läßt sich leicht niederschreiben. Mit ihm kann ein Physiker das Verhalten des nackten Elektrons in seiner Flugbahn begreifen.


  Nun „schalten“ wir die elektromagnetische Wechselwirkung ein, bei der Elektronen und Photonen aufeinander einwirken. Obgleich Photonen auftreten, ergeben sich dennoch sogar für diese einfache Flugbahn tiefgreifende Konsequenzen. Insbesondere wird unser Elektron fähig, virtuelle Photonen auszusenden und wieder zu absorbieren, Photonen, deren Existenz kurz aufflackert und wieder verlischt, bevor man sie wahrnehmen kann. Schauen wir uns einen solchen Vorgang an:
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  Während unser Elektron sich nunmehr fortbewegt, kann es ein Photon nach dem anderen aussenden und wieder absorbieren und das sogar verschachtelt, wie folgt:
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  Die diesen Diagrammen — man nennt sie „Feynman-Diagramme“ — entsprechenden mathematischen Ausdrücke lassen sich leicht niederschreiben, sind aber schwieriger zu berechnen als die für ein „nacktes“ Elektron. Was aber die Dinge ganz gehörig kompliziert, ist die Tatsache, daß ein Photon (reell oder virtuell) für einen kurzen Moment in ein Paar von einem Elektron und einem Positron zerfallen kann. Dann annihilieren sich diese beiden gegenseitig, und wie durch Magie erscheint wieder das ursprüngliche Photon. Ein Vorgang dieser Art ist der nachstehende:
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  Das Elektron weist einen nach rechts, das Positron einen nach links zeigenden Pfeil auf.


  Wie der Leser vermutlich vorausgesehen hat, können diese virtuellen Vorgänge in beliebiger Tiefe geschachtelt sein. Dabei können recht komplizierte Diagramme wie das in Abb. 35 gezeigte entstehen. Auf diesem Feynman-Diagramm tritt ein einziges Elektron links bei A ein, vollbringt einige erstaunliche akrobatische Kunststücke — und dann tritt ein einziges Elektron bei B aus.


  Für einen Außenseiter, der den Wirrwarr im Inneren nicht sieht, hat es den Anschein, ein Elektron sei friedlich von A nach B gesegelt. Man erkennt im Diagramm, wie Elektronenbahnen nach Belieben angereichert werden können, und das gleiche gilt auch für die Bahnen von Photonen. Die Berechnung dieses Diagramms wäre teuflisch schwierig.


  


  [image: Abb. 35.]


  Abb. 35. Ein Feynman-Diagramm zeigt die Fortbewegung eines renormalisierten Elektrons von A nach B. In diesem Diagramm nimmt die Zeit nach rechts zu. In den Segmenten, in denen der Pfeil des Elektrons nach links weist, bewegt es sich „in der Zeit rückwärts“. Anschaulicher ist dies so auszudrücken, daß sich ein Anti-Elektron (Positron) in der Zeitdimension vorwärts bewegt. Photonen sind ihre eigenen Anti-Teilchen; deshalb bedürfen ihre Linien nicht der Pfeile.


  Für diese Art von Diagrammen gibt es eine Art „Grammatik“, wonach sich nur gewisse Bilder in der Natur verwirklichen lassen. Das nachstehende z. B. ist unmöglich:
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  Man könnte es ein „nicht wohlgeformtes“ Feynman-Diagramm nennen. Die Grammatik ergibt sich aus den physikalischen Grundgesetzen — Erhaltung der Energie, Erhaltung der elektrischen Ladung usw. Und wie die Grammatik der menschlichen Sprachen weist diese Grammatik eine rekursive Struktur auf, indem sie tiefe Verschachtelungen von Strukturen zuläßt. Es wäre möglich, eine Anzahl von RTNs auszuarbeiten, welche die „Grammatik“ elektromagnetischer Wechselwirkungen definieren.


  Wenn man nackte Elektronen und nackte Photonen in dieser willkürlichen verwickelten Weise miteinander in Wechselwirkung treten läßt, sind renormalisierte Elektronen und Photonen das Ergebnis. Um also zu verstehen, wie ein reelles, physikalisches Elektron sich von A nach B fortbewegt, muß der Physiker imstande sein, eine Art Durchschnitt aus all den unendlich vielen verschiedenen möglichen Zeichnungen zu ziehen, bei denen virtuelle Teilchen auftreten. Das heißt Zeno auf die Spitze treiben!


  Es kommt also darauf an, daß ein physikalisches Teilchen — ein renormalisiertes Teilchen — 1) ein nacktes Teilchen und 2) einen ungeheuren Wirrwarr von virtuellen Teilchen bedingt, die unaufhörlich in einen rekursiven Wirrwarr verschlungen sind. Die Existenz jedes Teilchens bedingt damit die Existenz von unendlich vielen anderen Teilchen, die in einer „virtuellen Wolke“ enthalten sind, die es umgibt, während es sich fortbewegt. Und jedes dieser virtuellen Teilchen in der Wolke schleppt natürlich seine eigene virtuelle Wolke mit sich und so weiter ad infinitum.


  Teilchenphysiker haben herausgefunden, daß sie mit dieser Komplexität nicht fertig werden, und um das Verhältnis von Elektronen und Photonen zu verstehen, bedienen sie sich gewisser Annäherungen, die alle außer einigermaßen einfachen Feynman-Diagrammen nicht berücksichtigen. Je komplizierter ein Diagramm, desto unwichtiger glücklicherweise sein Beitrag. Die Wissenschaft kennt keine Methode für die Zusammenfassung all der unendlich vielen möglichen Diagramme, mit der sich ein Ausdruck für das Verhalten eines vollständig renormalisierten physikalischen Elektrons gewinnen ließe. Indem sie aber ungefähr die hundert einfachsten Diagramme für gewisse Vorgänge verwendeten, ist es den Physikern gelungen, einen Wert (den sogenannten g-Faktor des Muons) — auf neun Dezimalstellen korrekt! — vorauszusagen.


  Renormalisierung findet nicht nur bei Elektronen und Photonen statt. Immer wenn irgendwelche Teilchen aufeinander einwirken, greifen die Physiker, um die Phänomene zu verstehen, zur Vorstellung der Renormalisierung. Protonen und Neutronen, Neutrinos und psi-Mesonen, Quarks und die ganze Fauna im subnuklearen Zoo besitzen in den physikalischen Theorien nackte und renormalisierte Versionen. Und aus all den Milliarden dieser Blasen innerhalb von Blasen setzen sich Tiere und Tand der Welt zusammen.


  Kopien und Gleichheit


  Betrachten wir noch einmal Gplot. Man wird sich daran erinnern, daß wir in der Einleitung von verschiedenen Arten des Kanons sprachen. Kanons jeglicher Art nehmen ein Qriginalthema, um es durch eine Isomorphie, eine informationserhaltende Transformation, zu kopieren. Manchmal standen die Kopien auf dem Kopf, manchmal waren sie rückläufig, manchmal schrumpften sie oder wurden erweitert ... in Gplot haben wir alle diese Transformationstypen und noch einige mehr. Die Abbildung des vollen Gplot mit den „Kopien“ seiner selbst innerhalb seiner selbst bedingt Änderungen in der Größe, den Verschiebungen, den Spiegelungen usw. Und doch bleibt eine skelettartige Identität, die das Auge mit etwas Anstrengung aufnehmen kann - besonders wenn es sich an INT geübt hat.


  Escher griff die Idee auf, daß die Teile eines Gegenstands Kopien eben dieses Gegenstands sein können, und machte daraus ein Bild, den Holzschnitt Fische und Schuppen (Abb. 36). Natürlich sind diese Fische und Schuppen nur dann einander gleich, wenn wir sie auf einer hinreichend abstrakten Ebene betrachten. Jedermann weiß, daß die Schuppen eines Fisches in Wirklichkeit nicht verkleinerte Kopien des Fisches sind und daß die Zellen eines Fisches nicht kleine Kopien des Fisches sind; doch ist die DNS eines Fisches, die sich in jeder einzelnen Zelle des Fisches findet, tatsächlich eine sehr verzwickte „Kopie“ des ganzen Fisches — und so enthält Eschers Bild mehr als nur ein Körnchen Wahrheit.


  Was ist an allen Schmetterlingen „gleich“? Wenn man einen Schmetterling auf einen anderen abbildet, dann heißt das nicht, daß man eine Zelle auf die andere
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  Abb. 36. Fische und Schuppen, von M. C. Escher (Holzschnitt, 1959).


  abbildet, sondern vielmehr einen funktionellen Teil auf einen anderen funktionellen Teil, und das kann teils auf einer makroskopischen, teils auf einer mikroskopischen Skala geschehen. Nicht die genauen Größenverhältnisse zwischen den beiden Teilen bleiben erhalten, sondern nur die funktionellen Beziehungen zwischen ihnen. Das ist die Art von Isomorphie, die alle Schmetterlinge in Eschers Holzstich Schmetterlinge (Abb. 37) miteinander verbindet. Dasselbe gilt für die mehr abstrakten Schmetterlinge in Gplot, die alle durch mathematische Abbildungen miteinander verbunden sind, die einen funktionellen Teil auf einen anderen abbilden, die genauen Proportionen von Linien, Winkeln usw. aber völlig außer acht lassen.


  Indem wir diese Erforschung der Gleichheit auf eine noch höhere Abstraktionsebene verlegen, können wir uns sehr wohl fragen: „Was ist das ,Gleiche' an allen Bildern von Escher?“ Sie Strich um Strich aufeinander abzubilden wäre recht absurd. Das Erstaun-
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  Abb. 37. Schmetterlinge, von M. C. Escher (Holzstich, 1950),


  liche ist, daß sogar ein winziger Teil eines Bildes von Escher oder eines Stücks von Bach sie sofort verraten. Genauso, wie die DNS eines Fisches in jedem winzigen Teil des Fisches vorhanden ist, so ist die „Signatur“ eines schöpferischen Menschen in jedem einzelnen Teil seines Werks enthalten. Wir haben dafür kein genaueres Wort als das vage und verschwommene „Stil“.


  Immer wieder stoßen wir auf „Gleichheit in der Verschiedenheit“ und auf die Frage:


  Wann sind zwei Dinge einander gleich?


  Sie wird in diesem Buch immer wieder auftauchen. Wir werden aus allen möglichen unerwarteten Winkeln auf sie stoßen, und schließlich werden wir sehen, wie tief diese einfache Frage mit dem Wesen der Intelligenz verknüpft ist.


  Daß dieses Problem im Kapitel über Rekursion auftrat, ist kein Zufall, denn Rekursion ist ein Bereich, in dem „Gleichheit in der Verschiedenheit“ eine zentrale Rolle spielt. Rekursion beruht darauf, daß das „gleiche“ Ereignis auf verschiedenen Ebenen zugleich auftritt. Doch sind die Ereignisse auf verschiedenen Ebenen nicht genau gleich — oder vielmehr: wir finden trotz allen Verschiedenheiten eine invariante Eigenschaft in ihnen. Zum Beispiel sind im Kleinen harmonischen Labyrinth all die verschiedenen Stufen in keiner Weise miteinander verwandt — ihre „Gleichheit“ beruht auf bloß zwei Faktoren: 1) sind es Geschichten, 2) handeln sie von Herrn Schildkröte und Achilles. Abgesehen davon unterscheiden sie sich grundlegend voneinander.


  Programmierung und Rekursion: Modularität, Schleifen, Prozeduren


  Eine der wesentlichen Fertigkeiten bei der Programmierung von Computern besteht darin, zu erkennen, wann zwei Vorgänge in diesem. weiteren Sinn gleich sind, denn das führt zur Modularisierung— dem Aufspalten einer Aufgabe in natürliche Unteraufgaben. Zum Beispiel will man eine Folge von vielen ähnlichen Operationen nacheinander durchführen. Anstatt sie alle niederzuschreiben, kann man eine Schleife niederschreiben, die dem Computer sagt, eine bestimmte Anzahl von Operationen vorzunehmen, dann zurückzukehren, um sie immer wieder auszuführen, bis eine gewisse Bedingung erfüllt ist. Nun braucht der Körper der Schleife — die feststehende Anzahl von zu wiederholenden Anweisungen — nicht vollständig festzustehen. Er kann in einer voraussagbaren Weise variieren.


  Ein Beispiel ist der einfachste Test, ob eine natürliche Zahl N eine Primzahl ist, indem man versucht, N durch 2 zu dividieren, dann durch 3, 4, 5 usw. bis N-1. Wenn N all diese Tests überlebt hat, ohne geteilt worden zu sein, dann ist es eine Primzahl. Man beachte, daß jeder Schritt der Schleife ähnlich, aber nicht gleich jedem anderen Schritt ist. Außerdem beachte man, daß die Anzahl der Schritte mit N variiert deshalb könnte eine Schleife von feststehender Länge niemals als allgemeiner Test für Primzahlen verwendet werden. Für den „Abbruch“ der Schleife gibt es zwei Kriterien: 1) wenn eine Zahl genau in N aufgeht, stelle das Verfahren mit der Antwort „Nein“ ein; 2) wenn N-1 als Testdivisor erreicht ist und N überlebt hat, stelle das Verfahren mit der Antwort „Ja“ ein.


  Das allgemeine Prinzip der Schleife ist also dieses: Führe eine Anzahl verwandter Schritte immer und immer wieder durch und buche das Verfahren ab, wenn spezifische Bedingungen erfüllt sind. Nun wird in gewissen Fällen die maximale Anzahl von Schritten in einer Schleife von vornherein bekannt sein; in anderen Fällen fängt man einfach an und wartet, bis sie abgebrochen wird. Diese zweite Art von Schleife — ich nenne sie freie Schleife — ist gefährlich, weil das Kriterium für Abbruch vielleicht gar nicht eintritt und den Computer in einer sogenannten „unendlichen Schleife“ beläßt. Der Unterschied zwischen begrenzter Schleife und freier Schleife ist eine der wichtigsten Tatsachen in der gesamten Computerwissenschaft, und wir werden ihr noch ein ganzes Kapitel widmen: „BlooP und FlooP und GlooP“.


  Nun können Schleifen ineinander verschachtelt werden. Nehmen wir z. B. an, daß wir alle Zahlen zwischen 1 und 5000 daraufhin prüfen, ob sie Primzahlen sind. Wir können eine zweite Schleife niederschreiben, die den oben beschriebenen Test immer und immer wieder anwendet, von N = 1 bis N = 5000. So wird unser Programm eine „Schleife in der Schleife“-Struktur besitzen. Solche Programmstrukturen sind typisch; man betrachtet sie sogar als guten Programmierungsstil. Verschachtelte Schleifen dieser Art kommen auch in Anweisungen für die Zusammensetzung alltäglicher Dinge vor und bei Tätigkeiten wie Stricken oder Häkeln — wobei ganz kleine Schleifen mehrere Male in größeren Schleifen wiederholt werden, die ihrerseits wiederholt ausgeführt werden ... Während das Ergebnis einer Schleife auf einer tieferen Ebene vielleicht nicht mehr ist als ein paar Stiche, kann das Ergebnis einer Schleife auf hoher Ebene ein wesentlicher Teil eines Kleidungsstückes sein.


  Auch in der Musik treten häufig verschachtelte Schleifen auf — so zum Beispiel, wenn eine Tonleiter (eine kleine Schleife) verschiedene Male hintereinander gespielt wird, vielleicht jedesmal mit einer Verschiebung in der Tonhöhe. Zum Beispiel enthalten die letzten Sätze sowohl von Prokofieffs Fünftem Klavierkonzert wie von Rachmaninoffs Zweiter Symphonie ausgedehnte Passagen, in denen schmale, gemäßigte und langsame Tonleiter-Schleifen von verschiedenen Instrumentengruppen gleichzeitig gespielt werden — mit starker Wirkung. Die Tonleitern gehen bei Prokofieff nach oben, bei Rachmaninoff nach unten. Man kann auswählen.


  Ein allgemeinerer Begriff ist der des Unterprogramms oder der Prozedur, worauf wir bereits etwas eingegangen sind. Dabei ist die Grundvorstellung die, daß eine Gruppe von Operationen gebündelt und als eine einzige Einheit mit einem Namen aufgefaßt wird — so die Prozedur BLUMIGES SUBSTANTIV. Wie wir bei den RTN-Verfahren sahen, können Prozeduren einander mit Namen aufrufen und damit sehr konzis Folgen von auszuführenden Operationen ausdrücken. Das ist das Wesen der Modularität beim Programmieren. Modularität tritt natürlich bei Hi-Fi-Systemen, bei Möbeln, bei lebenden Zellen, in der menschlichen Gesellschaft auf — wo immer eine hierarchische Organisation besteht.


  Ab und an benötigt man eine Prozedur, die sich je nach dem Zusammenhang variieren läßt: Eine solche Prozedur kann entweder mit einer Möglichkeit ausgestattet werden, das im Gedächtnis Gespeicherte zu überprüfen und entsprechend zu handeln, oder man kann ihr explizit eine Liste von Parametern eingeben, die die Wahl der vorzunehmenden Handlung bestimmt. Manchmal verwendet man beide Methoden. In der RTN-Terminologie ist die Wahl der Reihenfolge der auszuführenden Handlungen gleichbedeutend mit der Wahl des einzuschlagenden Weges. Ein RTN, das mit Parametern und Bedingungen gefüttert ist, die die Wahl des Weges in seinem Inneren bestimmen, heißt „Ausgebautes“ Transitions-Netzwerk“ (ATN). Ein Gebiet, auf dem ATNs den RTNs vielleicht vorzuziehen sind, ist das der Erzeugung vernünftiger — im Gegensatz zu unsinnigen — deutscher Sätze aus nackten Wörtern gemäß der Grammatik, die in einer Anzahl von ATNs repräsentiert ist. Die Parameter und Bedingungen würden uns erlauben, verschiedene semantische Einschränkungen einzugeben, so daß rein zufällige Zusammenstellungen wie „ein undankbares Frühstück“ verboten wären. Mehr darüber in Kapitel XVIII.


  Rekursion in Schachprogrammen


  Ein klassisches Beispiel für einen rekursiven Vorgang mit Parametern ist die Prozedur für die Wahl des „besten“ Zugs beim Schach. Der beste Zug ist offensichtlich der, der den Gegner in der schwierigsten Lage beläßt. Deshalb ist ein Test für die Güte eines Zugs einfach: Nimm an, du hättest den Zug ausgeführt, und beurteile dann die Stellung vom Standpunkt deines Gegners aus. Wie aber beurteilt er die Stellung? Nun, er sucht nach seinem besten Zug. Das heißt, er mustert im Geist alle möglichen Züge und beurteilt sie von dem Standpunkt aus, den er für den deinigen hält, in der Hoffnung, daß die Stellung dir jetzt schlecht vorkommt. Beachte aber, daß wir nunmehr „bester Zug“ rekursiv definiert haben, indem wir einfach von dem Grundsatz Gebrauch machten, daß was für die eine Seite das Beste, für die andere das Schlechteste ist. Die rekursive Prozedur, die nach dem besten Zug sucht, geht so vor, daß sie einen Zug ausprobiert — und dann in der Rolle des Gegners sich selbst aufruft! Als solcher versucht sie einen anderen Zug und ruft sich selbst in der Rolle des Gegners ihres Gegners auf — das heißt, sich selbst.


  Die Rekursion kann mehrere Stufen tief sein — aber irgendwo muß sie auslaufen! Wie kann man eine Stellung auf dem Brett beurteilen, ohne vorauszuschauen? Zu diesem Zweck gibt es eine Anzahl nützlicher Kriterien, wie z. B. einfach die Anzahl der Figuren auf jeder Seite, die Anzahl und Art, der dort aufgegriffenen Figuren, die Beherrschung des Zentrums usw. Wenn man aber mit dieser Art von Beurteilung ganz unten beginnt, kann der rekursive Zug-Erzeuger wieder zurückpoppen und eine Beurteilung jedes einzelnen Zugs auf der höchsten Stufe liefern. Einer der Parameter in dem Selbst-Aufruf würde also sagen müssen, wieviele Züge man vorausschauen soll. Der von außen kommende Aufruf dieser Prozedur wird einen von außen festgelegten Wert für diesen Parameter benötigen. Danach muß jedesmal, wenn die Prozedur sich rekursiv selbst aufruft, dieser „Vorausschau-Parameter“ sich um 1 verringern. Wenn der Parameter null erreicht hat, wird die Prozedur die alternative Bahn einschlagen — die nicht-rekursive Bewertung.


  Bei Spielprogrammen dieser Art erzeugt jeder untersuchte Zug einen „Vorausschau-Baum“, wobei der Zug selbst den Stamm, die Antworten die Hauptäste, die Gegenantworten die Zweige bilden usw. In Abb. 38 zeige ich einen einfachen „Vorausschau-
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  Abb. 38. Der sich verzweigende Baum von Zügen und Gegenzügen zu Beginn eines Tick-Tack-Spiels.


  Baum“, der den Beginn eines Tick-Tack-Spiels darstellt. Es bedarf einer gewissen Kunstfertigkeit, herauszufinden, wie man es vermeiden kann, jeden Zweig eines Vorausschau-Baumes bis zu seiner Spitze zu verfolgen. Bei Schach-Bäumen scheinen Menschen — nicht aber Computer — diese Kunst glänzend zu beherrschen; bekannt ist, daß Schachspieler der ersten Garnitur verglichen mit den meisten Schachprogrammen verhältnismäßig wenig vorausschauen — und doch sind die Menschen weit erfolgreicher!


  In den Anfängen des Computer-Schach schätzte man, daß es zehn Jahre dauern würde, bis ein Computer (oder ein Programm) es zum Weltmeister bringen würde. Als aber zehn Jahre vergangen waren, sah es noch immer so aus, als ob der Tag, an dem ein Computer es zur Weltmeisterschaft brächte, mehr als zehn Jahre entfernt sei ... Dies ist nur ein weiteres Beispiel für das ziemlich rekursive


  Hofstadtersche Gesetz: Es braucht immer länger, als man erwartet,

  sogar wenn man das Hofstadtersche Gesetz berücksichtigt.


  Rekursion und Unvorhersagbarkeit


  Was ist nun der Zusammenhang zwischen den rekursiven Vorgängen in diesem Kapitel und den rekursiven Mengen im vorhergehenden? Die Antwort bringt den Begriff der rekursiv aufzählbaren Menge ins Spiel. Daß eine Menge rekursiv aufzählbar ist, heißt, daß sie von einer Anzahl von Ausgangspunkten (Axiomen) durch wiederholte Anwendung der Schlußregeln erzeugt werden kann. So wächst die Menge immer weiter, und jedes neue Element setzt sich irgendwie aus bereits vorhandenen zusammen — eine Art „mathematischer Schneeball“. Das also ist das Wesen der Rekursion: man definiert etwas nicht explizit, sondern durch einfachere Versionen seiner selbst. Die Fibonacci-Zahlen und die Lucas-Zahlen sind ausgezeichnete Beispiele für rekursiv aufzählbare Mengen — zwei Elemente, die vermöge einer rekursiven Regel zu unendlichen Mengen anschwellen. Es ist lediglich eine Sache der Konvention, eine rekursiv aufzählbare Menge, deren Komplement ebenfalls rekursiv aufzählbar ist, „rekursiv“ zu nennen.


  Rekursives Aufzählen ist ein Prozeß, bei dem durch feststehende Regeln neue Dinge aus alten entstehen. Anscheinend gibt es bei solchen Prozessen viele Überraschungen wie z. B. Unvorhersagbarkeit der Q-Folge. Man könnte meinen, daß dem Verhalten rekursiv definierter Folgen dieses Typs eine Art inhärenter zunehmender Komplexität zu eigen ist, so daß sie immer weniger voraussagbar werden, je weiter man geht. Wenn man diese Gedanken etwas weiter verfolgt, kommt man zum Schluß, daß auf geeignete Weise komplizierte rekursive Systeme stark genug sein könnten, um aus jedem vorgegebenen Muster auszubrechen. Und das ist nicht eines der bestimmten Merkmale der Intelligenz? Anstatt lediglich die aus den Prozeduren zusammengesetzten Programme zu betrachten, die sich rekursiv aufrufen können, warum nicht wirklich raffiniert sein und Programme entwerfen, die sich selbst verändern können — Programme, die auf Programme einwirken, sie erweitern, verbessern, verallgemeinern, festhalten können usw. Diese Art „verwickelter Rekursivität“ ruht vermutlich im Kern der Intelligenz.


  Kanon durch intervallische Augmentation


  (Achilles und Theo Schildkröte haben soeben ein köstliches chinesisches Mahl im besten chinesischen Restaurant der Stadt beendet.)


  Achilles: Sie verstehen sich aber aufs Essen mit Stäbchen, Herr S.!


  Schildkröte: Kein Wunder. Von klein auf habe ich die orientalische Küche besonders gerne gemocht. Und wie steht's mit Ihnen  hat's Ihnen geschmeckt, Achilles?


  Achilles: Außerordentlich. Ich habe noch nie chinesisch gegessen. Diese Mahlzeit war eine glänzende Einführung. Müssen Sie jetzt gleich gehen, oder sollen wir einfach hier sitzen bleiben und ein bißchen plaudern?


  Schildkröte: Ich würde gern bei einer Tasse Tee noch ein bißchen schwatzen. Herr Ober!


  (Ein Kellner kommt)


  Die Rechnung  und noch etwas Tee.


  (Der Kellner eilends ab)


  Achilles: Sie kennen sich vielleicht in der chinesischen Küche besser aus als ich, Herr S., aber ich wette, daß ich mehr über japanische Dichtung weiß als Sie. Haben Sie jemals Haikus gelesen?


  Schildkröte: Ich fürchte nein. Was ist ein Haiku?


  Achilles: Ein Haiku ist ein siebzehnsilbiges japanisches Gedicht, oder vielmehr Mini-Gedicht, das etwas heraufbeschwört, wie das z. B. ein duftendes Blütenblatt einer Rose oder ein Teich mit Wasserlilien in einem leichten Regen tun. Es besteht gewöhnlich aus fünf, sieben und fünf Silben.


  Schildkröte: Solche nur siebzehn Silben lange Gedichte scheinen mir sinnlos ...


  Achilles: Der Sinn liegt im Geist des Lesers ebenso wie in dem des Haikus.


  Schildkröte: Hm ... Eine Feststellung, die allerhand heraufbeschwört.


  (Der Kellner kommt mit der Rechnung, einer neuen Teekanne und zwei Glücksküchlein.)


  Danke, Herr Ober. Noch etwas Tee, Achilles?


  Achilles: Gerne. Dieses Gebäck sieht köstlich aus. (Er nimmt ein Stück, beginnt zu kauen) Halt, was ist da Komisches drin? Ein Stück Papier?


  Schildkröte: Das ist Ihr Glück, Achilles. In vielen chinesischen Restaurants erhält man solche Glücksküchlein zusammen mit der Rechnung  um den Schrecken etwas zu dämpfen. Wenn man chinesische Restaurants besucht, kommt man allmählich dazu, dieses Gebäck weniger als Backwerk denn als Botschaftsträger zu betrachten. Leider haben Sie scheint's einen Teil Ihres Glücks verschluckt. Was steht auf dem Rest?


  Achilles: Es ist ein bißchen seltsam, denn alle Buchstaben laufen ohne Zwischenräume ineinander. Vielleicht sollte man es irgendwie entschlüsseln? Ah  nun seh' ich's.


  Wenn man die Zwischenräume dort wieder einsetzt, wo sie hingehören steht da: ODE TWA RAR GAU. Das verstehe ich nicht  vielleicht war es ein haikuähnliches Gedicht, von dem ich die meisten Silben gegessen habe.


  Schildkröte: In diesem Fall ist Ihr Glück ein 4/17-Haiku. Und das beschwört ein kurioses Bild herauf. Wenn 4/17-Haiku eine neue Kunstform ist, dann würde ich als alter Berliner sagen: Au, det war arg! Kann ich es einmal sehen?


  Achilles (gibt das kleine Stückchen Papier der Schildkröte): Gewiß!


  Schildkröte: Wenn ich es entschlüssele, Achilles, kommt etwas ganz anderes heraus! Es ist gar kein 4/17-Haiku. Es ist eine fünfsilbige Botschaft: O, DET WAR ARG, AU! Das klingt wie ein scharfsinniger Kommentar zur neuen Kunstform des 4/17-Haiku.


  Achilles: Sie haben recht. Ist es nicht erstaunlich, daß das Gedicht seinen eigenen Kommentar enthält?


  Schildkröte: Ich habe einfach den Bezugsrahmen um eine Einheit, das heißt die Zwischenräume einen Schritt nach rechts, versetzt.


  Achilles: Was sagt wohl Ihr Glücksküchlein?


  Schildkröte (bricht das Küchlein und liest): Glück liegt ebenso in den Händen des Essers wie im Küchlein selbst.


  Achilles: Ihr Glück ist gleichfalls ein Haiku, Herr Schildkröte  zumindest hat es 17 Silben in der Form 5-7-5.


  Schildkröte: Großartig, darauf wäre ich nie gekommen, Achilles. Solche Dinge merken auch nur Sie! Was mir noch mehr auffiel, ist das, was hier gesagt wird, und das läßt sich natürlich interpretieren.


  Achilles: Es zeigt wohl nur, daß jeder von uns seine eigene charakteristische Art und Weise hat, die Botschaft zu interpretieren, auf die wir stoßen ...


  (Achilles starrt müßig auf die Teeblätter in seiner leeren Tasse.)


  Schildkröte: Noch etwas Tee, Achilles?


  Achilles: Ja, danke. Wie geht es übrigens Ihrem Freund, Herrn Krebs? Ich habe viel an ihn denken müssen, seit Sie mir von Ihrer merkwürdigen Grammophonschlacht berichteten.


  Schildkröte: Ich habe ihm auch von Ihnen erzählt, und er würde Sie sehr gerne kennenlernen. Es geht ihm blendend. Was Plattenspieler anbetrifft, hat er sich übrigens unlängst etwas angeschafft: eine seltene Art von Musikbox.


  Achilles: Erzählen Sie mir davon! Ich liebe Musikboxen mit ihren farbigen Lichtern und törichten Liedern, so schön altmodisch, eine Erinnerung an vergangene Zeiten.


  Schildkröte: Diese Musikbox ist zu groß, als daß er sie in seinem Haus unterbringen könnte; deshalb mußte er hinter dem Haus extra einen Schuppen für sie bauen.


  Achilles: Ich kann mir nicht vorstellen, warum sie so groß sein muß, es sei denn, sie enthalte eine ungewöhnlich große Plattensammlung. Ist das der Grund?


  Schildkröte: In Wirklichkeit hat sie genau eine einzige Platte.


  Achilles: Waaas?  eine Musikbox und nur eine einzige Platte? Das ist ein Widerspruch in sich selbst. Warum ist die Musikbox denn so groß? Ist diese einzige Platte gigantisch  sieben Meter Durchmesser?


  Schildkröte: Nein, es ist einfach eine gewöhnliche Platte, wie für alle Musikboxen.


  Achilles: Herr Schildkröte, Sie wollen mich zum Narren halten. Was ist denn das für eine Musikbox, die nur ein einziges Lied enthält?


  Schildkröte: Wer hat denn etwas von einem einzigen Lied gesagt, Achilles?


  Achilles: Jede Musikbox, der ich in meinem Leben begegnet bin, hat dem fundamentalen Musikboxen-Axiom gehorcht: Eine Platte, ein Lied.


  Schildkröte: Diese aber ist anders, Achilles. Diese eine Platte ist senkrecht aufgehängt, und hinter ihr befindet sich ein kleines, aber kompliziertes Netz von Laufschienen, an denen verschiedene Plattenspieler hängen. Wenn man ein Knopfpaar drückt, z. B. B-1, dann wählt man damit einen der Plattenspieler. Das löst eine Automatik aus, die bewirkt, daß der Plattenspieler quietschend auf den rostigen Schienen heranrollt. Er wird bis zur Platte manövriert  dann rastet er in der Spiel-Stellung ein.


  Achilles: Und dann beginnt die Platte sich zu drehen, und die Musik kommt heraus. Richtig?


  Schildkröte: Nicht ganz. Die Platte steht still, und der Plattenspieler dreht sich.


  Achilles: Das hätte ich mir denken können! Aber wie können Sie, da Sie doch nur eine Platte haben, mehr als nur ein Lied aus dieser verrückten Maschine herausholen?


  Schildkröte: Ich habe Carl Krebs selbst diese Frage gestellt. Er meinte einfach, ich solle es versuchen. Ich fischte also eine Mark aus meiner Tasche, steckte sie in den Schlitz und drückte wahllos die Knöpfe B-1, dann C-3, dann B-10.


  Achilles: Dann glitt also wohl der Plattenspieler B-1 die Schienen hinunter, schaltete sich auf der senkrechten Platte ein und begann sich zu drehen?


  Schildkröte: Genau! Die Musik war ganz angenehm. Sie beruhte auf der berühmten alten Weise B-A-C-H, an die Sie sich wohl erinnern werden ...
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  Achilles: Könnte ich sie jemals vergessen?


  Schildkröte: Das war der Plattenspieler B-1. Dann stellte er ab und rollte langsam zurück an seinen Ort, so daß C-3 in Stellung gebracht werden konnte.


  Achilles: Nun sagen Sie mir nur nicht, daß C-3 eine andere Melodie spielte.


  Schildkröte: Genauso war es aber.


  Achilles: Ich verstehe. Er spielte die Rückseite des ersten Liedes, oder einen anderen Teil auf der gleichen Seite.


  Schildkröte: Nein, diese Platte hat nur auf einer Seite Rillen und nur eine einzige Aufnahme.


  Achilles: Das verstehe ich überhaupt nicht. Man KANN doch nicht verschiedene Lieder aus der gleichen Platte herausholen!


  Schildkröte: Das glaubte ich auch  bis ich die Musikbox von Herrn Krebs sah.


  Achilles: Was war denn dieses zweite Lied?


  Schildkröte: Das ist eben so interessant ... Es war ein Lied, das auf der Melodie C-A-G-E beruhte.
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  Achilles: Das ist eine völlig andere Melodie!


  Schildkröte: Richtig!


  Achilles: Und ist John Cage nicht ein moderner Komponist? Ich meine etwas über ihn in einem meiner Bücher über Haikus gelesen zu haben.


  Schildkröte: Ganz richtig. Er hat viele berühmte Musikstücke komponiert, wie z. B. 4'33, ein Stück in drei Sätzen, die aus Stille verschiedener Länge bestehen. Es ist sehr ausdrucksvoll, wenn man Sinn für so etwas hat.


  Achilles: Ich kann mir schon vorstellen, daß ich in einem lauten, lärmigen Lokal Cages 4'33 gern auf der Musikbox hören würde. Es würde etwas Erleichterung verschaffen.


  Schildkröte: Genau. Wer will schon das Klappern von Geschirr und Besteck hören! Übrigens wäre ein anderer Ort, wo 4'33 nützlich sein könnte, der Raubtierkäfig zur Fütterungszeit.


  Achilles: Wollen Sie damit sagen, daß Cage in den Zoo gehört? Nun, das wäre wohl nicht so dumm. Aber diese Musikbox von Herrn Krebs ... Ich versteh's einfach nicht. Wie können BACH und CAGE gleichzeitig in einer einzigen Platte codiert sein?


  Schildkröte: Wenn Sie ganz genau aufpassen, Achilles, werden Sie eine gewisse Verwandtschaft zwischen den beiden feststellen. Ich zeige Ihnen, wie das vor sich geht. Was kommt heraus, wenn Sie die aufeinanderfolgenden Intervalle in der Melodie B-A-C-H niederschreiben?


  Achilles: Nun, erst geht es einen Halbton abwärts, von B nach A, dann steigt es drei Halbtöne an bis C, und schließlich fällt es einen Halbton nach H. Das ergibt das Muster:


  1, +3, 1


  Schildkröte: Richtig! und nun C-A-G-E?


  Achilles: Nun, in diesem Fall beginnt es mit drei Halbtönen nach unten, dann zehn Halbtöne (fast eine Oktave) nach oben, und fällt schließlich 3 Halbtöne nach unten. Das Muster ist also:


  3, +10, 3


  Es ist dem anderen sehr ähnlich, nicht wahr?


  Schildkröte: In der Tat. In einem gewissen Sinne haben beide das gleiche Skelett. Man kann C-A-G-E aus B-A-C-H gewinnen, indem man alle Intervalle mit 31/3 multipliziert und zur nächsten ganzen Zahl auf- oder abrundet.


  Achilles: Da brat' mir doch einer 'nen Storch! Das heißt also, daß nur eine Art Skelett-Code in den Rillen vorhanden ist und die verschiedenen Plattenspieler ihre eigenen Interpretationen jenem Code hinzufügen?


  Schildkröte: Ich bin nicht ganz sicher. Carl Krebs, verschwiegen wie er ist, erzählte mir nicht alle Einzelheiten. Aber ich bekam ein drittes Lied zu hören, als der Plattenspieler B-10 auf seinen Platz einschwenkte.


  Achilles: Und wie ging dieses?


  Schildkröte: Die Melodie bestand aus enorm großen Intervallen und lautete B-C-A-H.
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  Das Intervall-Muster in Halbtönen:


  10, +33, 10


  Man kann aus dem CAGE-Muster durch eine weitere Multiplikation mit 3A und Abrundung auf ganze Zahlen gewinnen.


  Achilles: Gibt es einen Namen für diese Art von Multiplikation von Intervallen?


  Schildkröte: Man könnte sie intervallische Augmentation nennen. Sie ist ähnlich dem kanonischen Hilfsmittel der zeitlichen Augmentation, bei der die Länge der Noten in einer Melodie mit derselben Konstante multipliziert wird. Doch das hat lediglich die Auswirkung, daß die Melodie verlangsamt wird. Hier aber ist die Wirkung die, daß der Bereich der Melodie auf merkwürdige Weise erweitert wird.


  Achilles: Erstaunlich. So waren also alle drei Melodien intervallische Augmentationen eines einzigen zugrunde liegenden Rillenmusters auf der Platte.


  Schildkröte: Das habe ich daraus geschlossen.


  Achilles: Ich finde es merkwürdig, daß man CAGE erhält, wenn man BACH augmentiert, und wenn man CAGE noch einmal augmentiert, zu BACH zurückkehrt, nur daß er in seinem Inneren durcheinandergebracht ist, als hätte BACH nach dem Passieren des Zwischenstadiums von CAGE Bauchweh.


  Schildkröte: Das scheint mir ein scharfsinniger Kommentar zu Cages neuer Kunstform.


  KAPITEL VI


  Wo die Bedeutung sitzt


  Wann ist ein Ding nicht immer das Gleiche?


  IM LETZTEN KAPITEL stießen wir auf die Frage: „Wann sind zwei Dinge einander gleich?“ In diesem Kapitel befassen wir uns mit der Kehrseite jener Frage: „Wann ist ein Ding nicht immer sich selbst gleich?“ Das Problem, das wir angehen, lautet: Läßt sich sagen, daß einer Botschaft Bedeutung inhärent ist, oder kommt die Bedeutung immer durch die Wechselwirkung eines Gehirns oder eines Mechanismus mit einer Botschaft zustande, wie im vorhergehenden Dialog? Im letzteren Fall könnte man nicht sagen, daß eine Botschaft eine universelle oder objektive Bedeutung habe, da jeder Beobachter seine eigene Bedeutung jeder Botschaft zufügen könnte. Aber im ersteren Fall hätte die Bedeutung sowohl einen Platz als auch Universalität. In diesem Kapitel will ich die Gründe für die Universalität zumindest gewisser Botschaften darlegen, ohne sie — wohl verstanden — für alle Botschaften in Anspruch zu nehmen. Die Vorstellung einer „objektiven Bedeutung“ einer Botschaft wird, in interessanter Weise, in Beziehung gesetzt werden zu der Einfachheit, mit der Intelligenz beschrieben werden kann.


  Informationsträger und Informationsenthüller


  Ich beginne mit meinem Lieblingsspiel: der Beziehung zwischen Platten, Musik und Plattenspieler. Wir finden die Vorstellung einleuchtend, daß eine Platte die gleiche Information enthält wie ein Musikstück, weil es ja Plattenspieler gibt, die die Platte „lesen“ und das Rillenmuster in Töne verwandeln können. In andern Worten: zwischen Rillenmustern und Tönen herrscht eine Isomorphie, und der Plattenspieler ist der Mechanismus, der die Isomorphie physikalisch realisiert. Es ist also ganz natürlich, die Platte als Informationsträger und den Plattenspieler als Informationsenthüller aufzufassen. Ein weiteres Beispiel für solche Begriffe ist das pg-System. Hier sind die „Informationsträger“ die SÄTZE, und der „Informationsenthüller“ ist die Interpretation, die so leicht zu durchschauen ist, daß wir keiner elektrischen Maschinen bedürfen, um mit ihrer Hilfe die Information aus den pg-SÄTZEN zu gewinnen.


  Diese beiden Beispiele erwecken den Eindruck, daß Isomorphie und Decodierungsmechanismus (d. h. Informationsenthüller) ganz einfach Information enthüllen, die den Strukturen innewohnt und darauf wartet, „herausgezogen“ zu werden. Das führt zu der Vorstellung, daß es für jede Struktur gewisse Informationsstücke gibt, die herausgezogen werden können, und solche, bei denen das nicht der Fall ist. Was aber bedeutet „herausziehen“ eigentlich? Wie fest darf man ziehen? Es gibt Fälle, in denen man sehr tief verborgene Informationen aus gewissen Strukturen herausziehen kann, wenn man sich nur genügend anstrengt. Tatsächlich kann das Herausziehen so komplizierte Operationen mit sich bringen, daß man das Gefühl hat, mehr Information zu investieren, als man dann herauszieht.


  Genotyp und Phänotyp


  Nehmen wir den Fall der genetischen Information, von der man allgemein annimmt, sie sitze in der Doppelhelix der Desoxyribonukleinsäure (DNS). Ein Molekül der DNS — ein Genotyp — wird durch einen sehr komplizierten Vorgang — der die Herstellung von Proteinen, die Replikation der DNS, die Replikation der Zellen, die allmähliche Differenzierung der Zelltypen usw. umfaßt — in einen Organismus — einen Phänotyp verwandelt. Übrigens ist dieses Abrollen des Phänotyps vom Genotyp — die Epigenese, die verwickeltste aller verwickelten Rekursionen, und in Kapitel XVI werden wir ihr unsere ganze Aufmerksamkeit schenken. Die Epigenese wird durch eine Anzahl äußerst komplizierter Zyklen von chemischen Reaktionen und Rückkopplungs-Schleifen gelenkt. Wenn dann einmal der ganze Organismus konstruiert worden ist, besteht zwischen den physischen Merkmalen und seinem Genotyp auch nicht die entfernteste Ähnlichkeit mehr.


  Und doch wird die physische Struktur des Organismus ganz allgemein seiner DNS, und nur ihr, zugeschrieben. Die ersten Daten, die diese Anschauung stützten, resultierten aus Experimenten, die Oswald Avery 1944 durchführte, und seither hat sich überwältigendes zusätzliches Beweismaterial angehäuft. Averys Experimente zeigten, daß von allen biologische Molekülen nur die DNS erbliche Eigenschaften transmittiert. Man kann andere Moleküle in einem Organismus, z. B. Proteine, modifizieren, aber derartige Modifikationen werden nicht an die folgende Generation transmittiert. Wenn jedoch die DNS modifiziert wird, erben alle kommenden Generationen diese modifizierte DNS. Solche Experimente zeigen, daß die einzige Methode, die Instruktionen für den Bau eines neuen Organismus zu verändern, die Veränderung der DNS ist — und das wiederum läßt erkennen, daß diese Instruktionen irgendwie in die Struktur der DNS hineincodiert ist.


  Exotische und prosaische Isomorphie


  Deshalb wird man wohl die Vorstellung akzeptieren müssen, daß die Struktur der DNS die Information über die Struktur des Phänotyps enthält, was bedeutet, daß die zwei isomorph sind. Doch ist die Isomorphie exotisch, womit ich sagen will, daß die Aufteilung des Phänotyps und des Genotyps in „Teile“, die aufeinander abgebildet werden können, keineswegs eine triviale Angelegenheit ist. Dagegen sind prosaische Isomorphien solche, bei denen Teile der einen Struktur leicht auf Teile der anderen abgebildet werden können. Ein Beispiel ist die Isomorphie zwischen einer Platte und einem Musikstück, bei der wir wissen, daß es für jeden Ton des Stücks ein genaues „Abbild“ in den eingeritzten Rillenmustern gibt, und man könnte sie mit beliebiger Genauigkeit lokalisieren, sollte das notwendig sein. Eine andere prosaische Isomorphie ist die zwischen Gplot und jedem der Schmetterlinge in seinem Inneren.


  Die Isomorphie zwischen der DNS-Struktur und der des Phänotyps ist alles andere als prosaisch, und der Mechanismus, der sie physisch ausführt, ist von furchterregender Kompliziertheit. Wollte jemand z. B. das Stück seiner DNS finden, das für die Form seiner Nase oder für seine Fingerabdrücke verantwortlich ist, wäre das außerordentlich schwierig — etwa so, als versuche man, die Note in einem Musikstück zu bestimmen, die dessen gefühlsmäßige Bedeutung trägt. Natürlich gibt es eine solche Note nicht, weil das Gefühlsmäßige auf einer sehr hohen Stufe steht durch große „Ballungen“ des Stückes getragen wird, nicht durch Einzelnoten. Übrigens sind solche „Ballungen“ nicht notwendigerweise Gruppen aufeinander folgender Noten; es können auch unverbundene Teile sein, die zusammengenommen erst das Gefühlsmäßige tragen. Auf ähnliche Weise ist „genetische Bedeutung“, das heißt Information über die Struktur des Phänotyps auf all die kleinen Teile eines DNS-Moleküls verteilt, aber noch versteht niemand die Sprache. (Achtung: diese „Sprache“ zu verstehen wäre keineswegs das Gleiche wie das Knacken des genetischen Codes, wie das in den frühen sechziger Jahren geschah. Der genetische Code sagt uns, wie wir kurze Stücke von DNS in verschiedene Aminosäuren übersetzen können. So ist also das Knacken des genetischen Codes vergleichbar dem Auffinden der phonetischen Werte der Buchstaben eines fremden Alphabets, ohne daß man die Grammatik der Sprache oder die Bedeutung auch nur eines ihrer Wörter herausgefunden hätte. Das Knacken des genetischen Codes war ein entscheidender Schritt auf dem Weg zur Ermittlung der Bedeutung der DNS-Stränge, aber es war doch nur der erste auf einem langen Weg, den es noch zurückzulegen gilt.)


  Musikboxen und Auslöser


  Die in der DNS enthaltene genetische „Bedeutung“ ist eines der besten Beispiele für implizite Bedeutung. Um den Genotyp zum Phänotyp umzuwandeln, muß eine Anzahl von weit komplexeren Mechanismen, als der Genotyp einer ist, auf diesen einwirken. Die verschiedenen Teile des Genotyps dienen als Auslöser für diese Mechanismen. Eine Musikbox — der gewöhnlichen Art, nicht der des Krebses! — liefert hier eine nützliche Analogie: Ein paar Knöpfe spezifizieren ein sehr komplexes Vorgehen, das der Mechanismus befolgen soll, so daß sich sehr wohl sagen läßt, daß die Knöpfe das gerade gespielte Lied „ausgelöst“ haben. In dem Prozess, der den Genotyp in einen Phänotyp verwandelt, nehmen Zellen-Musikboxen — wenn man so sagen darf — den „Knopfdruck“ von kurzen Auszügen eines langen DNS-Strangs entgegen, und die „Lieder“, die sie spielen, sind oftmals die Grundstoffe für weitere „Musikboxen“. Es ist, als wären der Ausstoß von wirklichen Musikboxen nicht Liebesschnulzen, sondern Anweisungen für den Bau noch komplizierterer Musikboxen ... Teile der DNS lösen die Produktion von Proteinen aus; diese Proteine lösen Hunderte von neuen Reaktionen aus, diese ihrerseits lösen den Replikationsvorgang der in verschiedenen Schritten DNS kopiert und so weiter und so fort ... Das gibt eine Ahnung davon, wie rekursiv der ganze Vorgang ist. Das Ende dieser vielfach ausgelösten Auslösungen ist der Phänotyp — das Individuum. Und man sagt, daß der Phänotyp die Enthüllung— das „Herausziehen“ — der Information ist, die von allem Anfang an latent in der DNS vorhanden war. (Der Ausdruck „Enthüllung“ — révélation — geht auf Jacques Monod zurück, einen der tiefsinnigsten und originellsten Molekularbiologen unseres Jahrhunderts.)


  Nun wird gewiß niemand sagen, daß das aus dem Lautsprecher einer Musikbox kommende Lied eine „Enthüllung“ der Information bilde, die dem Knopfpaar, das gedrückt wurde, inhärent sei, denn diese beiden Knöpfe scheinen einfach Auslöser zu sein, deren Zweck es ist, informationstragende Teile des Musikbox-Mechanismus zu aktivieren. Andererseits scheint es durchaus vernünftig, das Herausholen von Musik aus einer Platte als „Enthüllung“ der der Platte inhärenten Information zu bezeichnen, und das aus verschiedenen Gründen:


  
    
      	
        1)

      

      	
        Die Musik ist anscheinend nicht im Mechanismus des Plattenspielers verborgen;

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        es ist möglich, Teile des Inputs (der Platte) Teilen des Outputs (der Musik) mit beliebiger Genauigkeit zuzuordnen;

      
    


    
      	
        3)

      

      	
        es ist möglich, andere Platten auf dem gleichen Plattenspieler abzuspielen und damit andere Töne zu erzeugen;

      
    


    
      	
        4)

      

      	
        Platte und Plattenspieler lassen sich leicht trennen.

      
    

  


  Eine ganz andere Frage ist die, ob die Scherben einer zerbrochenen Platte eine ihnen innewohnende Bedeutung haben. Die Ränder der einzelnen Stücke passen zusammen, und auf diese Weise kann die Information wiederhergestellt werden — aber hier geht was weit Komplexeres vor sich. Dann ist da die Frage eines gestörten Telefonanrufs ... Es gibt ein riesiges Spektrum von Graden der inhärenten Bedeutung. Interessant ist es, die Epigenese in diesem Spektrum zu plazieren. Kann man sagen, daß im Laufe der Entwicklung eines Organismus die Information aus seiner DNS „herausgezogen wird? Ist das die Stelle, an der die gesamte Information über die Struktur des Organismus sitzt?


  DNS und die Notwendigkeit eines chemischen Kontexts


  Dank Experimenten wie denen von Avery scheint die Antwort in einem gewissen Sinn „ja“ zu lauten. In einem anderen Sinn ist sie anscheinend „nein“, weil ein so großer Teil des Herausholungsvorgangs auf außerordentlich komplizierten chemischen Prozessen in der Zelle beruht, die in der DNS selbst nicht codiert sind. Die DNS verläßt sich auf die Tatsache, daß sie eintreten werden, enthält aber anscheinend keinen Code, der sie herbeiführen könnte. So haben wir also zwei sich widersprechende Ansichten über das Wesen der Information im Genotyp. Die eine sagt, daß so viel von Information außerhalb der DNS liegt, daß man in der DNS nicht mehr sehen darf, einen sehr komplizierten Satz von Auslösern, wie eine Folge von Knöpfen, die bei einer Musikbox gedrückt werden müssen; eine andere Ansicht ist die, daß die Information nur hier vorhanden ist aber in sehr impliziter Form.


  Nun sieht das so aus, als handelte es sich hier einfach um zwei verschiedene Arten, das Gleiche zu sagen, aber das ist nicht notwendigerweise der Fall. Nach der einen Ansicht ist die DNS außerhalb ihres Kontexts ganz sinnlos; nach der anderen ist ein DNS-Molekül eines Lebewesens sogar außerhalb seines Kontexts von einer solch zwingenden inneren Logik in seiner Struktur, daß sich die Botschaft in jedem Fall ablesen ließe. Um es so knapp wie möglich zu sagen: nach der einen Ansicht ist ein chemischer Kontext notwendig, soll die DNS einen Sinn haben, nach der anderen, daß nur Intelligenz nötig ist, um die einem DNS-Strang „innenwohnende Bedeutung“ zu enthüllen.


  Ein unwahrscheinliches UFO


  Wir können dieses Problem ins richtige Licht rücken, indem wir eine seltsame hypothetische Begebenheit betrachten. Eine Schallplatte von Bachs Sonate in f-Moll für Violine und Klavier, aufgenommen mit den Interpreten David Oistrach und Lev Oborin, wird in einem Satelliten in den Weltraum geschickt. Vom Satelliten aus wird sie dann auf einen Kurs gebracht, der sie aus dem Sonnensystem, vielleicht gar aus der ganzen Milchstraße hinausführt — eine dünne Scheibe aus Plastik mit einem Loch in der Mitte, die durch den intergalaktischen Raum saust. Sicherlich hat sie ihren Kontext verloren. Wieviel Bedeutung trägt sie noch?


  Wenn eine fremde Zivilisation sie fände, fiele ihr sicher die Form der Scheibe auf, und sie würde vermutlich großes Interesse wecken. Somit gäbe also ihre Form, die als Auslöser fungierte, sofort eine gewisse Information her, nämlich daß es sich um ein Artefakt handelt, vielleicht ein informationstragendes Artefakt. Diese Idee — die durch die Platte selbst mitgeteilt oder ausgelöst wird — schafft jetzt einen neuen Kontext, in dem die Platte von nun an betrachtet werden wird. Die nächsten Schritte der Entschlüsselung können wesentlich mehr Zeit erfordern, aber das können wir nur mit den größten Schwierigkeiten beurteilen. Wir können uns vorstellen, daß wenn eine solche Platte zu Bachs Zeit auf der Erde eingetroffen wäre, niemand gewußt hätte, was damit anfangen, und höchstwahrscheinlich hätte man sie überhaupt nicht entziffert. Das jedoch tut unserer Überzeugung keinen Abbruch, daß die Information grundsätzlich da ist; wir wissen einfach, daß die Kenntnisse der Menschen zu jener Zeit im Hinblick auf Speicherung, Umformung und Enthüllung von Information noch nicht sehr fortgeschritten waren.


  Verständnisebenen einer Botschaft


  Heutzutage ist die Idee der Entschlüsselung sehr weit verbreitet. Sie ist ein wesentlicher Bestandteil der Tätigkeit von Astronomen, Linguisten, Archäologen, militärischen Fachleuten usw. Häufig findet man die Vorstellung, daß wir in einem Ozean von Radio-Botschaften von anderen Zivilisationen treiben, Botschaften, die wir nur noch nicht zu entziffern wissen. Und viel ernsthaftes Nachdenken ist auf die Techniken der Entzifferung solcher Botschaften verwendet worden. Eines der Hauptprobleme — vielleicht das Grundproblem — ist die Frage: „Wie können wir erkennen, daß überhaupt eine Botschaft vorliegt? Wie kann man einen Bezugsrahmen identifizieren?“ Eine einfache Lösung scheint zu sein, eine Platte zu schicken — ihre physikalische Grobstruktur erregt starke Aufmerksamkeit, und es leuchtet uns zumindest ein, daß sie bei Wesen von genügend hohem Intelligenzgrad die Idee auslösen wird, nach der in der Platte verborgenen Informationen zu suchen. Jedoch kommt es aus technischen Gründen nicht in Frage, feste Körper nach anderen Sternensystemen zu schicken. Indessen hindert uns das nicht, darüber nachzudenken.


  Nehmen wir nunmehr an, daß eine fremde Zivilisation auf die Idee kommt, der angemessene Mechanismus für die Übersetzung der Platte sei eine Maschine, die die Rillenmuster in Töne verwandelt. Das wäre noch längst keine wirkliche Entzifferung. Was würde überhaupt eine erfolgreiche Entzifferung einer solchen Platte darstellen? Offensichtlich müßten die Angehörigen dieser Zivilisation die Töne irgendwie verstehen können. Das bloße Erzeugen von Tönen wäre an sich kaum der Mühe wert, wenn sie nicht den erwünschten Auslöse-Effekt im Gehirn (wenn das da das richtige Wort ist) auf diese fremdartigen Wesen hätten. Und was wäre dieser erwünschte Effekt? Es bestünde darin, in ihren Gehirnen Strukturen zu aktivieren, die emotionale Effekte in ihnen hervorriefen, welche den emotionalen Effekten analog wären, die wir beim Hören des Stücks erfahren. Die Erzeugung von Tönen ließe sich sogar umgehen, vorausgesetzt, diese Wesen verwendeten die Platte in anderer Weise, um die entsprechenden Strukturen in ihren Gehirnen zu erreichen. (Wenn wir Menschen eine Möglichkeit hätten, die entsprechenden Strukturen eine nach der anderen auszulösen, wie die Musik das tut, könnten wir ganz zufrieden damit sein, den Ton zu umgehen — aber es scheint doch äußerst unwahrscheinlich, daß es dafür einen anderen Weg gibt als den durch das Ohr. Taube Komponisten — Beethoven, Dvořák, Faure — oder Musiker, die Musik „hören“ können, wenn sie die Partituren lesen, entkräften diese Behauptung nicht, denn diese Fähigkeiten beruhen auf vorausgegangener jahrzehntelanger unmittelbarer auditiver Hörerfahrung.)


  Hier ist der Punkt, an dem alles recht unklar zu werden beginnt. Haben die Wesen einer anderen Zivilisation Gefühle? Wann sind diese, falls sie solche haben sollten, in irgendeinem Sinn auf die unsrigen abbildbar? Wenn sie Gefühle besitzen, die den unsrigen einigermaßen ähneln — sind sie ungefähr so gebündelt wie die unsrigen? Verstehen sie Verschmelzungen wie „tragische Schönheit“ oder „tapferes Leiden“? Wenn es sich ergibt, daß Wesen im gesamten Universum tatsächlich kognitive Strukturen mit uns so weitgehend gemeinsam haben, daß sogar die Gefühle sich überschneiden, dann kann die Schallplatte niemals außerhalb ihres natürlichen Kontexts sein; dieser Kontext ist ein Teil der natürlichen Weltordnung. Und wenn das der Fall ist, dann ist es wahrscheinlich, daß eine umherirrende Platte, wenn sie nicht unterwegs zerstört wird, schließlich von einer Gruppe von Wesen aufgenommen und auf eine Weise, die wir als „erfolgreich“ bezeichneten, entziffert würde.


  „Imaginäre Raumschaft”


  Als ich oben nach der Bedeutung eines DNS-Moleküls fragte, gebrauchte ich den Ausdruck „zwingende innere Logik“, und ich halte das für einen Schlüsselbegriff. Zur Illustration ändern wir unsere hypothetisch ins Weltall geschickte Platte, indem wir das Stück von Bach durch „Imaginäre Landschaft Nr. 4“ von John Cage ersetzen. Das ist ein klassisches Beispiel für aleatorische oder Zufallsmusik, Musik, deren Struktur durch verschiedene Zufallsprozesse bestimmt ist und nicht durch das Bestreben, persönliche Gefühle zu vermitteln. In diesem Fall setzen sich vierundzwanzig Künstler an die vierundzwanzig Knöpfe von zwölf Radios. Solange das Stück dauert, spielen sie in aleatorischer Weise an ihren Knöpfen herum, so daß jedes Radio lauter und wieder leiser wird, wobei fortwährend von einem Sender zu einem anderen umgeschaltet wird. Die Gesamtheit der so erzeugten Töne bildet das Musikstück. Cage selbst drückt seine Einstellung so aus: „die Töne sie selbst sein lassen anstatt Träger von von Menschen gemachten Theorien oder vom Ausdruck menschlicher Stimmungen“.


  Nehmen wir nun an, daß dieses Stück auf der Platte in den Weltraum geschickt würde. Für eine fremde Zivilisation wäre es außerordentlich unwahrscheinlich — wenn nicht geradezu unmöglich — das Wesen dieses Artefakts zu ergründen. Wahrscheinlich wäre sie überaus konsterniert über die Kontradiktion zwischen der Rahmenbotschaft (,,Ich bin eine Botschaft — entziffere mich!“) — und der chaotischen inneren Struktur. Es gibt in diesem Stück von Cage wenig innere „Ballungen“, an die man sich halten könnte, wenig Muster, die den Entzifferer leiten könnten. Im Stück von Bach jedoch kann man sich an viel halten — an Muster, Muster von Mustern usw. Wir können nicht wissen, ob solche Muster universellen Anklang finden. Wir wissen nicht genug über das Wesen der Intelligenz, der Gefühle oder der Musik, um sagen zu können, ob die innere Logik eines Stücks von Bach so universell zwingend ist, daß sein Bedeutungsgehalt über Galaxien hinweg gleichbliebe.


  Indessen ist das Problem hier nicht, ob Bach im besonderen über genügend innere Logik verfügt; vielmehr ist das Problem, ob jede Botschaft an sich genügend zwingende innere Logik besitzt, daß ihr Kontext automatisch wiederhergestellt wird, wenn Intelligenz eines genügend hohen Grades mit ihr in Verbindung kommt. Wenn eine Botschaft tatsächlich diese Eigenschaft — den Kontext wiederherstellen zu können aufweist, dann ist es wohl vernünftig, die Bedeutung dieser Botschaft als eine inhärente Eigenschaft zu betrachten.


  Die heroischen Entschlüsseler


  Ein weiteres aufschlußreiches Beispiel für diese Vorstellungen ist die Entschlüsselung alter, in unbekannter Sprache und unbekannten Alphabeten verfaßter Texte. Wir fühlen intuitiv, daß diesen Texten tatsächlich Information inhärent ist, gleichgültig ob es uns gelingt, sie aufzudecken oder nicht. Das Gefühl ist so stark wie der Glaube, daß eine chinesisch gedruckte Zeitung inhärente Bedeutung hat, selbst wenn wir keine Ahnung vom Chinesischen haben. Wann einmal die Schrift oder die Sprache eines
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  Abb. 39. Der Rosettastein [mit freundlicher Genehmigung des British Museum].


  Texts geknackt ist, dann fragt niemand, wo die Bedeutung zu finden sei: natürlich im Text, nicht in der Entschlüsselungsmethode  genauso wie die Musik in der Platte, nicht im Plattenspieler sitzt. Eine der Methoden, durch die wir Entschlüsselungsmechanismen identifizieren, beruht auf der Tatsache, daß sie der Bedeutung der Zeichen oder Gegenstände, die sie als Input verwenden, nichts hinzufügen; sie enthüllen lediglich die diesen Zeichen oder Gegenständen innewohnende Bedeutung. Eine Musikbox ist kein Entschlüsselungsmechanismus, weil sie keine zu ihren Inputsymbolen zugehörige Bedeutung enthüllt; im Gegenteil, sie liefert eine Bedeutung, die in ihr selbst verborgen ist.


  Nun kann die Entschlüsselung eines alten Textes jahrzehntelange Arbeit verschiedener rivalisierender Forschergruppen bedingen, die auf das in Bibliotheken auf der ganzen Welt vorhandene Wissen zurückgreifen können ... Liefert nicht auch dieser Prozeß zusätzliche Informationen? Wie intrinsisch ist die Bedeutung eines Textes bloß, wenn solche Mammutanstrengungen nötig sind, um die Entschlüsselungsregeln ausfindig zu machen? Hat man Bedeutung in den Text hineingetragen, oder war sie bereits vorhanden? Meine Intuition sagt mir, daß die Bedeutung immer schon dort gewesen ist, und daß, trotz der Mühsal des Herausholungsprozesses, nichts herausgeholt wurde, was nicht von Anfang an im Text war. Diese intuitive Überzeugung resultiert hauptsächlich aus einer Tatsache: Ich habe das Gefühl, daß das Ergebnis unvermeidlich war, daß, wäre der Text nicht von dieser Forschergruppe zu diesem Zeitpunkt entschlüsselt worden, dann von jener Gruppe zu jenem Zeitpunkt  und es wäre das Gleiche dabei herausgekommen. Das ist der Grund, warum die Bedeutung ein Teil des Textes selber ist; er wirkt auf die Intelligenz auf vorhersagbare Weise ein. Allgemein kann man sagen, Bedeutung ist Teil eines Objektes insofern, als sie auf Intelligenz auf vorhersagbare Weise einwirkt.


  Abb. 39 zeigt den Rosetta-Stein, eine der wertvollsten aller historischen Entdeckungen. Er bildete den Schlüssel zur Entzifferung der ägyptischen Hieroglyphen, denn er enthält Paralleltexte in drei alten Schriften: Hieroglyphen, demotische Schrift und Griechisch. Die Inschrift auf dieser Basaltstele wurde erstmals im Jahre 1821 von Jean François Champollion, dem Vater der Ägyptologie entschlüsselt; es handelt sich um einen Erlaß der in Memphis versammelten Priester zugunsten von Ptolemäus V. Epiphanes.


  Jede Botschaft hat drei Schichten


  Bei diesen Beispielen für die Entschlüsselung von kontextfreien Botschaften können wir ziemlich deutlich drei Informationsebenen erkennen: 1) die Rahmenbotschaft, 2) die äußere Botschaft, 3) die innere Botschaft. Am vertrautesten sind wir mit 3), der inneren Botschaft; das ist diejenige, die zu übermitteln ist: ein emotionales Musikerlebnis, der Phänotyp in der Genetik, die Könige und Riten alter Zivilisationen usw.


  Die innere Botschaft verstehen, heißt die vom

  Sender beabsichtigte Bedeutung herausziehen.


  Die Rahmenbotschaft lautet: Ich bin eine Botschaft  entschlüssele mich, wenn du kannst, und sie ist implizit durch grobe strukturelle Aspekte jedes beliebigen Informationsträgers übermittelt.


  Die Rahmenbotschaft verstehen, heißt die Notwendigkeit

  für einen Entschlüsselungsmechanismus erkennen.


  Wenn die Rahmenbotschaft als solche erkannt worden ist, dann wird die Aufmerksamkeit auf Ebene 2 umgeschaltet, die äußere Botschaft. Das ist die implizit von Symbolmustern und Strukturen in der Botschaft getragene Information, die angibt, wie man die innere Bedeutung entschlüsseln kann.


  Die äußere Botschaft verstehen, heißt den richtigen

  Entschlüsselungsmechanismus für die innere

  Botschaft zu bauen oder bauen zu können.


  Diese äußere Ebene ist notwendigerweise eine implizite Botschaft in dem Sinn, daß der Sender ihr Verständnis nicht gewährleisten kann. Es wäre vergebliche Mühe, Anweisungen zu senden, die angeben, wie die äußere Botschaft zu entschlüsseln ist, denn diese müßten Teil der inneren Botschaft sein, welche nur verstanden werden kann, wenn der Entschlüsselungsmechanismus erst einmal gefunden worden ist. Aus diesem Grund ist die äußere Botschaft notwendigerweise ein Arrangement von Auslösern, und nicht eine Botschaft, die von einem bekannten Decodierer enthüllt werden kann.


  Die Formulierung dieser drei Schichten ist ein ziemlich primitiver Ansatz zur Lösung des Problems, auf welche Weise die Bedeutung in Botschaften enthalten ist. Es können Schichten um Schichten von äußeren und inneren Botschaften vorliegen, und nicht nur je eine. Man denke z. B. daran, auf welch komplizierte Art die inneren und äußeren Botschaften auf dem Rosetta-Stein ineinander verwickelt sind. Um die Botschaft ganz zu entschlüsseln, müßte man die gesamte semantische Struktur, die seiner Erzeugung zugrundeliegt, rekonstruieren  und so den Sender in seinem vollen Umfang begreifen. Man könnte also die innere Botschaft wegwerfen, weil, wenn man die äußere Botschaft mit all ihren Feinheiten wirklich verstünde, die innere Botschaft sich rekonstruieren ließe.


  Das Buch Nach Babel von George Steiner ist eine lange Auseinandersetzung mit der Wechselwirkung zwischen inneren und äußeren Botschaften (wenngleich er diese Terminologie nicht verwendet). Der Tenor des Buches geht aus dem folgenden Zitat hervor:


  Wir bedienen uns ... normalerweise einer gesprochenen Kurzschrift, unter der ein ganzer Schatz an unbewußten, halbbewußten, absichtlich verheimlichten oder bekundeten Assoziationen liegt. Dieses unser Assoziationsvermögen ist so umfangreich und detailliert, daß es wahrscheinlich in seiner Einzigartigkeit der Summe unserer personalen Individualität, unserer Persönlichkeit gleichkommt. 1


  Auf der gleichen Linie liegen die von Leonard B. Meyer in seinem Buch Music, the Arts, and Ideas ausgesprochenen Gedanken:


  Die Art, wie man einer Komposition von Elliott Carter zuhört, unterscheidet sich grundlegend von der, die den Werken von John Cage angemessen ist. Auf ähnliche Weise muß ein Roman von Beckett grundlegend anders gelesen werden als einer von Saul Bellow. Ein Gemälde von Willem de Kooning und eines von Andy Warhol fordern verschiedene perzeptionelle und kognitive Haltungen. 2


  Vielleicht versuchen Kunstwerke mehr als irgend etwas sonst, ihren Stil zu erkennen zu geben. Wenn man in diesem Falle jemals einen Stil bis in seine tiefsten Tiefen ergründet hätte, könnte man ohne die Werke in diesem Stil auskommen. Stil, äußere Botschaft, Entschlüsselungstechnik  alles verschiedene Arten, die gleichen Grundgedanken auszudrücken.


  Schrödingers aperiodische Kristalle


  Was läßt uns in gewissen Objekten eine Rahmenbotschaft erkennen, in anderen aber nicht? Warum sollte eine fremde Zivilisation, wenn sie eine umherirrende Platte auffinge, vermuten, daß in ihr eine Botschaft lauert? Wodurch würde sich eine Platte von einem Meteoriten unterscheiden? Offensichtlich ist ihre geometrische Form der erste Hinweis, daß hier etwas Komisches vorliegt. Der nächste Hinweis ist der, daß sie mit eher mikroskopischen Maßstäben gemessen, aus einer sehr langen, spiralförmig angeordneten aperiodischen Folge von Mustern besteht. Wickelten wir diese Spirale ab, so hätten wir eine riesige, etwa 600 Meter lange Folge von winzigen Symbolen. Das unterscheidet sich gar nicht sehr von einem DNS-Molekül, dessen Symbole, einem dürftigen Alphabet von vier verschiedenen chemischen Basen entnommen, in einer eindimensionalen Folge angeordnet und dann in einer Helix aufgerollt sind. Doch bevor Avery den Zusammenhang zwischen Genen und DNS nachgewiesen hatte, sagte der Physiker Erwin Schrödinger in seinem einflußreichen Buch Was ist Leben? aus rein theoretischen Gründen voraus, daß die genetische Information in aperiodischen Kristallen gespeichert sein müsse. Tatsächlich sind Bücher selbst in übersichtlicher geometrischer Form enthaltene aperiodische Kristalle. Diese Beispiele legen den Schluß nahe, daß wenn ein aperiodisches Kristall, in eine sehr regelmäßige geometrische Struktur verpackt, aufgefunden wird, eine innere Botschaft lauern kann. (Ich behaupte nicht, daß das eine vollständige Beschreibung von Rahmenbotschaften sei; Tatsache ist jedoch, daß viele gewöhnliche Botschaften Rahmenbotschaften dieser Art besitzen. Einige gute Beispiele zeigt Abb. 40.)
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  Abb. 40. Eine Schriften-Collage. Links oben eine noch nicht entzifferte Boustrophedon-Schrift von den Osterinseln. Jede zweite Zelle steht auf dem Kopf. Die Zeichen sind auf hölzernen Tafeln (ca. 10x 88 cm) eingekerbt. Weiter (Im Uhrzeigersinn): vertikal geschriebene mongolische Schrift; oben heutiges Mongolisch, darunter ein Dokument aus dem Jahre 1314. Dann ein Gedicht in Bengali von Rabindranath Tagore (unten rechts). Es folgt eine Schlagzeile aus einer Zeitung in Malayälam (West-Kerala, Südindien), darüber die elegant geschwungene Tamil-Schrift (Ost-Kerala). Die kleinste Schrift ist ein Fragment eines Märchens in Bugi (Celebes, Indonesien). In der Mitte ein Abschnitt in der Thai-Sprache und darüber ein Manuskript in Runen aus dem 14. Jahrhundert (ein Gesetz aus Scania, Südschweden). Schließlich habe ich links noch ein Stück aus den Gesetzen des Hammurabi (assyrische Keilschrift) eingekeilt. Als Außenseiter empfinde ich es als großes Mysterium, wenn ich darüber nachdenke, wie die Bedeutung in den seltsamen Kurven und Winkeln dieser schönen aperiodischen Kristalle verborgen liegt. In der Form ist Inhalt. [Aus: Hans Jensen, Sign, Symbol, and Script, New York 1969, S. 89 (Keilschrift), S. 356 (Osterinsel), S. 386, 417 (mongolisch), 5. 552 (Runen); aus: Kenneth Katzner, The Languages of the World, New York 1975, S. 190 (Bengali), S. 237 (Bugi); aus: I. A. Richards und Christine Gibson, English Through Pictures, New York 1960, S. 73 (Tamil), S. 82 (Thai)“


  Sprachen für die drei Ebenen


  Ganz klar zu erkennen sind die drei Ebenen im Falle einer an Land geschwemmten Flaschenpost. Die erste Ebene, die Rahmenbotschaft, findet man, wenn man die Flasche aufhebt und erkennt, daß sie verschlossen ist und ein trockenes Stück Papier enthält. Auch ohne daß wir eine Schrift sehen, erkennen wir diese Art von Artefakt als einen Informationsträger, und an diesem Punkt braucht es schon einen außerordentlichen — beinahe unmenschlichen — Mangel an Neugier, um die Flasche fallen und es dabei bewenden zu lassen. Sodann öffnet man die Flasche und schaut sich die Zeichen auf dem Papier an. Vielleicht sind sie japanisch; das läßt sich feststellen, auch wenn man nichts von der inneren Botschaft versteht — es kommt lediglich auf das Erkennen der Schriftzeichen an. Die äußere Botschaft kann als deutscher Satz wiedergegeben werden: „Ich bin japanisch.“ Wenn man das einmal erkannt hat, kann man zur inneren Botschaft vorstoßen, und die kann ein Hilfeschrei, ein Haiku-Gedicht, eine Liebesklage sein ...


  Nutzlos wäre es, in der inneren Botschaft eine Übersetzung des Satzes „Diese Botschaft ist japanisch“ einzuschließen, da nur ein des Japanischen Kundiger sie lesen könnte. Und bevor er sie läse, müßte er die Tatsache erkennen, daß er sie lesen kann, weil sie japanisch ist. Man könnte versuchen, sich herauszuwinden, indem man Übersetzungen der Aussage „Diese Botschaft ist japanisch“ in vielen verschiedenen Sprachen einschlösse. Das würde in einem praktischen Sinn weiterhelfen, aber theoretisch bestünde die Schwierigkeit weiter. Ein Deutschsprachiger hätte noch immer die „Deutschheit“ der Botschaft zu erkennen; sonst hat sie keinen Zweck. Man kann somit das Problem nicht umgehen, daß man herausfinden muß, wie die innere Botschaft von außen entziffert werden kann; die innere Botschaft selbst mag Hinweise und Bestätigungen liefern, aber das sind im besten Fall Auslöser, die auf den Finder der Flasche einwirken (oder auf die Leute, deren Hilfe er in Anspruch nimmt).


  Problemen ähnlicher Art sieht sich der Kurzwellenhörer gegenüber. Zuerst muß er entscheiden, ob die Töne, die er vernimmt, tatsächlich eine Botschaft darstellen oder einfach atmosphärische Störungen sind. Die Töne als solche geben keine Auskunft, nicht einmal in dem unwahrscheinlichen Fall, daß die innere Bedeutung in der Sprache des Hörers formuliert ist und sagt: „Diese Töne stellen tatsächlich eine Botschaft dar und sind nicht einfach Geräusche!“ Wenn der Hörer eine Rahmenbotschaft in den Tönen wahrnimmt, dann versucht er festzustellen, in welcher Sprache die Sendung ist — und offensichtlich ist er noch immer „außen“; er nimmt vom Radio Auslöser entgegen, aber sie können ihm keine explizite Antwort geben.


  Es liegt in der Natur der äußeren Botschaften, daß sie nicht in irgendeine explizite Sprache übermittelt werden können. Eine explizite Sprache zu finden, um die äußere Botschaft auszudrücken, wäre nicht ein Durchbruch — es wäre eine contradictio in adjecto! Das Verständnis der äußeren Botschaft ist immer die Aufgabe des Hörers. Ist er erfolgreich, so bricht er ins Innere durch, und an diesem Punkt verschiebt sich das Verhältnis von Auslösern und expliziten Bedeutungen drastisch zugunsten der letzteren. Verglichen mit der vorhergehenden Phase scheint das Verständnis der inneren Botschaft keine Mühe zu erfordern. Es ist, als würde es einfach hineingepumpt.


  Die „Musikbox"-Theorie der Bedeutung


  Diese Beispiele scheinen den Standpunkt zu beweisen, daß keine Botschaft eine ihr innewohnende Bedeutung hat, denn um eine Botschaft zu verstehen, so einfach sie auch sein mag, muß man zuerst ihre Rahmen- und ihre äußere Botschaft verstehen; beide werden nur von Auslösern getragen (etwa daß sie in japanischer Schrift verfaßt ist oder spiralförmige Rillen aufweist usw.). Es sieht also allmählich so aus, daß man um die „Musikbox“-Theorie der Bedeutung nicht herumkommt — der Satz, daß keine Botschaft inhärente Bedeutung besitzt, weil, bevor eine Botschaft verstanden werden kann, sie als Input irgendeiner „Musikbox“ verwendet werden muß, was bedeutet, daß die in der Musikbox enthaltene Information der Botschaft hinzugefügt werden muß, bevor diese Bedeutung annimmt.


  Dieses Argument ist sehr ähnlich der Falle, in der in Lewis Carrolls Dialog Herr Schildkröte Achilles fing. Dort war die Falle die Idee, daß bevor man irgend eine Regel verwenden kann, man eine Regel haben muß, die einem sagt, wie diese Regel zu verwenden ist; in anderen Worten: Es besteht eine unendliche hierarchische Stufenfolge von Regeln, die verhindert, daß irgendeine Regel jemals verwendet wird. Hier ist die Falle die Idee, daß bevor man irgend eine Botschaft verstehen kann, eine Botschaft haben muß, die einem sagt, wie man diese Botschaft verstehen kann; in anderen Worten: Es besteht eine unendliche hierarchische Stufenfolge von Botschaften, die verhindert, daß irgendeine Botschaft jemals verstanden wird. Wir wissen aber alle, daß diese Paradoxien ungültig sind, denn Regeln werden tatsächlich angewandt, und Botschaften werden tatsächlich verstanden. Wie geht das zu?


  Wider die Musikbox-Theorie


  Das geschieht, weil unsere Intelligenz nicht körperlos ist, sondern einem physischen Objekt, nämlich unserem Gehirn, eingepflanzt ist. Seine Struktur verdankt es dem langen Prozeß der Evolution, und seine Operationen gehorchen den Gesetzen der Physik. Da es sich um ein physisches Objekt handelt, arbeitet unser Gehirn, ohne daß ihm gesagt wird, wie es zu arbeiten hat. Es ist aber auf der Stufe, auf der Gedanken durch physische Gesetze erzeugt werden, daß Carrolls Regel-Paradoxie zusammenbricht, und gleichermaßen bricht auf der Stufe, auf der das Gehirn die einströmenden Daten als Botschaften interpretiert, die Botschafts-Paradoxie zusammen. Das Gehirn ist anscheinend mit „Hardware“ ausgestattet, um gewisse Dinge als Botschaften zu erkennen und diese zu entschlüsseln. Diese minimale angeborene Fähigkeit, eine innere Bedeutung herauszuziehen, ist das, was den in hohem Grade rekursiven, schneeballartigen Prozeß des Erlernens der Sprache ermöglicht. Die angeborene Hardware ist wie eine Musikbox: Sie liefert die zusätzliche Information, die bloße Auslöser zu vollständige Botschaften umwandelt.


  Bedeutung ist intrinsisch, wenn Intelligenz natürlich ist


  Wenn nun die „Musikboxen“ verschiedener Personen verschiedene „Lieder“ enthielten und auf gegebene Auslöser in je vollständig charakteristischer Weise antworteten, dann wären wir nicht geneigt, diesen Auslösern eine ihnen innewohnende Bedeutung zuzuschreiben. Doch ist das menschliche Gehirn so beschaffen, daß das eine Gehirn in ziemlich ähnlicher Weise auf einen Auslöser reagiert wie ein anderes, wenn die übrigen Voraussetzungen gleich sind. Das ist der Grund, warum ein Kleinkind jede Sprache lernen kann; es reagiert auf Auslöser genau wie jedes andere Kind. Diese Gleichförmigkeit „menschlicher Musikboxen“ schafft eine gleichförmige „Sprache, in der Rahmenbotschaft“ und äußere Botschaft mitgeteilt werden können. Wenn wir des weiteren glauben, daß die menschliche Intelligenz nur ein Beispiel eines allgemeineren Naturphänomens ist — des Entstehens von intelligenten Wesen in höchst verschiedenen Kontexten —, dann ist vermutlich die „Sprache“, in der sich die Menschen Rahmen-und äußere Botschaften mitteilen, ein „Dialekt“ einer Universalsprache, in der intelligente Wesen miteinander kommunizieren können. So gäbe es gewisse Arten von Auslösern, die „universelle Auslösekraft“ besäßen, indem alle intelligenten Wesen dazu neigten, auf sie in derselben Weise zu reagieren, wie wir das tun.


  Das würde uns gestatten, unsere Beschreibung des Sitzes der Bedeutung abzuändern. Wir könnten die Bedeutungen (Rahmen, äußere und innere) einer Botschaft dieser Botschaft selbst zuschreiben, weil nämlich die Entschlüsselungsmechanismen selber universell sind — das heißt, sie sind grundlegende Formen der Natur, die in verschiedenen Zusammenhängen immer auf gleiche Weise entstehen. Um es ganz konkret zu sagen: nehmen wir an, daß „A-5“ in allen Musikboxen das gleiche Lied auslöste, und nehmen wird des weiteren an, daß Musikboxen nicht Menschenwerk seien, sondern häufig vorkommende natürliche Objekte wie Milchstraße oder Kohlenstoffatome. Unter solchen Umständen hielten wir uns vermutlich für berechtigt, die universelle Auslösekraft von „A-5“ als „inhärente Bedeutung“ zu bezeichnen; auch verdiente „A-5“ die Bezeichnung „Botschaft“ anstatt „Auslöser“, und das Lied wäre in der Tat eine „Enthüllung“ der inhärenten, wenn auch impliziten Bedeutung von „A-5“.


  Irdischer Chauvinismus


  Daß man einer Botschaft Bedeutung zuschreiben kann, rührt von der Invarianz der Verarbeitung einer Botschaft durch Intelligenzen irgendwo im Weltraum her. In diesem Sinn besteht eine gewisse Ähnlichkeit damit, wie man einem Objekt Masse zuschreibt. In der Antike dachte man wohl, daß das Gewicht eines Objekts eine ihm innewohnende Eigenschaft sei. Als man jedoch die Schwerkraft besser kennenlernte, stellte man fest, daß das Gewicht mit dem Gravitationsfeld, in dem sich das Objekt befindet, variiert. Doch gibt es eine verwandte Größe, nämlich die Masse, die sich nicht in Abhängigkeit vom Gravitationsfeld ändert. Aus dieser Invarianz läßt sich der Schluß ziehen, daß die Masse eines Gegenstandes eine ihm innewohnende Eigenschaft ist. Wenn sich zeigen sollte, daß die Masse je nach Kontext ebenfalls variabel ist, dann werden wir unseren Weg wieder zurückgehen und unsere Meinung, sie stelle eine dem Gegenstand innewohnende Eigenschaft dar, revidieren. In gleicher Weise könnten wir uns vorstellen, daß es andere Typen von Musikboxen-Intelligenzen gibt, die miteinander durch Botschaften, die wir niemals als solche erkennen würden, kommunizieren, die aber auch unsere Botschaften niemals als Botschaften erkennen würden. Wäre das der Fall, dann wäre die Behauptung, Bedeutung sei eine einer gewissen Anzahl von Symbolen innewohnende Eigenschaft, zu überprüfen. Andererseits: wie können wir jemals feststellen, daß solche Wesen existieren?


  Es ist interessant, das Argument für die Inhärenz der Bedeutung mit einem Parallelargument für die Inhärenz des Gewichts zu vergleichen. Angenommen, man definiere das Gewicht eines Objektes als die „Größe der nach unten wirkenden Kraft, die das Objekt ausübt, wenn es sich auf die Oberfläche des Planeten Erde befindet“. Nach dieser Definition müßte die nach unten wirkende Kraft, die ein Objekt ausübt, wenn es sich auf dem Planeten Mars befindet, einen anderen Namen als „Gewicht“ erhalten. Diese Definition macht das Gewicht zu einer inhärenten Eigenschaft, aber um den Preis der Geozentrizität — des „irdischen Chauvinismus“. Das wäre wie „Greenwich-Chauvinismus“ — die Weigerung, irgendwo auf der Erde außer in der Greenwich-Meantime-Zone die Lokalzeit zu akzeptieren. Das ist nicht die natürliche Art, sich mit der Zeit zu beschäftigen.


  Vielleicht sind wir, ohne es zu wissen, mit einem ähnlichen Chauvinismus behaftet, was die Intelligenz und daher auch die Frage der Bedeutung angeht. In unserem Chauvinismus würden wir jedes Wesen mit einem Gehirn, das unserem hinreichend ähnelte, als „intelligent“ bezeichnen, und uns weigern, andere Arten von Objekten als intelligent anzuerkennen. Um ein extremes Beispiel zu nehmen: man denke sich einen Meteoriten, der, anstatt die Bach-Platte im Weltall zu entschlüsseln, sie mit grandioser Gleichgültigkeit durchschlägt, und dann auf seiner fröhlichen Bahn weiterfliegt. Er ist mit der Platte auf eine Art und Weise umgesprungen, die nach unserem Gefühl ihre Bedeutung unbeachtet läßt. Daher könnten wir uns sehr wohl versucht sehen, den Meteoriten „dumm“ zu nennen. Aber damit täten wir ihm vielleicht unrecht. Vielleicht besitzt er eine „höhere Intelligenz“, die wir mit unserem irdischen Chauvinismus nicht zu erkennen imstande sind, und sein Umspringen mit der Platte war die Manifestation dieser höheren Intelligenz. Vielleicht hat dann die Platte eine „höhere Bedeutung“, völlig verschieden von der, die wir ihr zuschrieben; vielleicht hängt ihre Bedeutung von dem Typ von Intelligenz ab, die sie wahrnimmt. Vielleicht.


  Es wäre schön, wenn wir Intelligenz anders definieren könnten als „das, was die gleiche Bedeutung aus einer Symbolfolge herausholt wie wir“. Wenn wir sie nämlich nur auf diese eine Weise definieren können, dann ist unser Argument, daß Bedeutung intrinsische Eigenschaft ist, zirkulär und damit inhaltsleer. Wir sollten versuchen, irgendwie unabhängig eine Anzahl von Merkmalen zu formulieren, die die Bezeichnung „Intelligenz“ verdienen. Solche Merkmale würden den einheitlichen Kern der den Menschen gemeinsamen Intelligenz bilden. Im gegenwärtigen Zeitpunkt verfügen wir noch nicht über eine wohldefinierte Liste dieser Merkmale. Es ist jedoch wahrscheinlich, daß innerhalb der nächsten Jahrzehnte im Zuge der Aufhellung dessen, was menschliche Intelligenz ist, große Fortschritte erzielt werden. Insbesondere werden vielleicht Kognitionspsychologen, Forscher auf dem Gebiet der artifiziellen Intelligenz und Neurologen imstande sein, ihre Einsichten zu synthetisieren und daraus eine Definition der Intelligenz zu gewinnen. Sie mag immer noch „human-chauvinistisch“ sein, aber das läßt sich nicht umgehen. Aber als Gegengewicht könnte es vielleicht elegante und schöne — und vielleicht sogar einfache — abstrakte Methoden zur Beschreibung des Wesens der Intelligenz geben. Das trüge dazu bei, das Gefühl zu mindern, daß wir ein anthropozentrisches Konzept formuliert haben. Und wenn Kontakt mit einer fremden Zivilisation aus einem anderen Sternsystem aufgenommen werden könnte, würde uns das in unserem Glauben bestärken, daß unser eigener Typ von Intelligenz nicht einfach ein Glücksfall ist, sondern vielmehr ein Beispiel für eine grundlegende Form, die in der Natur in verschiedenen Kontexten wiederkehrt, wie Sterne und Uraniumkerne. Das würde dann wiederum die Auffassung stützen, daß Bedeutung eine inhärente Eigenschaft ist.


  Um das Thema abzuschließen, wollen wir einige neue und alte Beispiele betrachten, die inhärente Bedeutung, die sie besitzen, besprechen und uns, soweit uns das möglich ist, in eine fremde Zivilisation versetzen, die ein merkwürdiges Objekt findet ...


  Zwei Tafeln im Weltraum


  Stellen wir uns eine rechteckige, aus einer unzerstörbaren metallischen Legierung hergestellte Tafel vor, auf der zwei Punkte sind, einer unmittelbar über dem anderen : Der vorausgehende Doppelpunkt zeigt das Bild. Obgleich die Form des Objekts vermuten lassen könnte, daß es sich um ein Artefakt handelt und deshalb auch eine Botschaft verberge, genügen zwei Punkte einfach nicht, um etwas mitzuteilen. (Können Sie, bevor Sie weiterlesen, raten, was sie darstellen sollen?) Nehmen wir aber an, wir machten eine zweite Tafel, die mehr Punkte enthält, wie folgt:


  [image: img65.png]


  Nun ist das Nächstliegende — jedenfalls käme es einer irdischen Intelligenz so vor daß man die Punkte in den aufeinanderfolgenden Zeilen zählt. Die sich daraus ergebende Folge lautet:


  1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34.


  Hier liegt Evidenz für eine Regel vor, die das Fortschreiten von einer Zeile zur nächsten bestimmt. In der Tat läßt sich der rekursive Teil der Definition der Fibonaccizahlen mit einiger Zuversicht von der Liste ableiten. Angenommen wir betrachten das ursprüngliche Wertepaar (1,1) als einen „Genotyp“, aus dem der „Phänotyp“ — die vollständige Fibonacci-Folge — durch eine rekursive Regel herausgezogen würde. Wenn wir nur den Genotyp senden, nämlich die erste Version der Tafel, senden wir nicht die Information, die die Wiederherstellung des Phänotyps gestattet. So enthält der Genotyp nicht die volle Spezifizierung des Phänotyps. Wenn wir auf der anderen Seite die zweite Version der Tafel als Genotyp betrachten, dann besteht viel mehr Wahrscheinlichkeit für die Annahme, daß der Phänotyp tatsächlich rekonstruiert werden kann. Diese neue Spielart des Genotyps — ein „langer Genotyp“ — enthält soviel Information, daß eine Intelligenz den Mechanismus, vermittels dessen der Phänotyp aus dem Genotyp herausgezogen wird, aus dem Genotyp allein folgern kann.


  Wenn dieser Mechanismus als die Methode, den Phänotyp aus dem Genotyp herauszuholen, einmal feststeht, können wir dazu zurückkehren, „kurze Genotype“ wie auf der ersten Platte zu verwenden. Zum Beispiel ergäbe der „kurze Genotyp“ (1,3) den Phänotyp


  1, 3, 4, 7, 11, 18, 29, 47, ...


  — die sogenannte Lucasfolge. Und für jedes Paar von Anfangswerten — das heißt, für jeden kurzen Genotyp — wird es immer auch einen entsprechenden Phänotyp geben. Die kurzen Genotypen sind aber, anders als die langen, nur Auslöser — Knöpfe an Musikboxen, in die die Rekursionsregel eingebaut ist. Die langen Genotype sind genügend informativ, daß sie bei intelligenzbegabten Wesen die Erkenntnis auslösen, welche Art von „Musikbox“ zu bauen ist. In diesem Sinn enthalten die langen Genotypen die Information der Phänotypen, die kurzen aber nicht. In anderen Worten: der lange Genotyp übermittelt nicht nur eine innere Botschaft, sondern auch eine äußere, die das Lesen der inneren Botschaft ermöglicht. Die Klarheit der äußeren Botschaft scheint bloß von der Länge der Botschaft abzuhängen. Unerwartet ist das nicht, sondern genau dem parallel, was bei der Entzifferung alter Texte geschieht. Offensichtlich hängt die Erfolgswahrscheinlichkeit entscheidend von der verfügbaren Textmenge ab.


  Noch einmal: Bach — Cage


  Aber einfach einen langen Text zu haben genügt vielleicht nicht. Kommen wir noch einmal auf den Unterschied zwischen einer ins Weltall geschickten Platte mit Musik von Bach und einer mit Musik von John Cage zurück. Letztere könnte übrigens, da es sich um eine Composition Aleatorisch Geschaffener Elemente handelt, um der Bequemlichkeit willen „CAGE“ genannt werden, während die erste ein Berückendes Aperiodisches Cristall von Harmonien passenderweise ein „BACH“ genannt werden könnte. Aber überlegen wir nunmehr, was der Sinn eines Stücks von Cage für uns selber ist. Ein Cage-Stück muß in einem großen kulturellen Zusammenhang gesehen werden — als eine Revolte gegen gewisse Traditionen. Wenn wir also diese Bedeutung vermitteln möchten, müssen wir nicht nur die Noten des Stücks senden, sondern eine ausführliche Geschichte der westlichen Kultur vorausschicken. Es läßt sich also sagen, daß eine isolierte Platte mit Musik von John Cage an sich keine ihr innewohnende Bedeutung hat. Für einen mit der Kultur des Westens und des Ostens und besonders den Trends in der westlichen Musik während der letzten Jahrzehnte genügend vertrauten Hörer hat sie tatsächlich eine Bedeutung, aber ein solcher Hörer ist eine Musikbox, und das Stück ist wie ein paar Knöpfe. Zunächst ist die Bedeutung größtenteils im Hörer enthalten; die Musik dient nur als Auslöser. Und diese „Musikbox“ ist keineswegs — wie die reine Intelligenz — universal — sie ist in hohem Maße an die Erde gebunden und hängt von spezifischen Geschehnisketten auf der ganzen Erde während langer, langer Zeitspannen ab. Die Hoffnung, daß die Musik von John Cage von anderen Zivilisationen verstanden werden wird, ist wie die, daß unsere Lieblingsmelodie in einer Musikbox auf dem Mars die gleichen Code-Knöpfe haben wird wie in den Bars von Sansibar.


  Um andererseits Bach zu würdigen, bedarf es weit geringeren kulturellen Wissens. Das mutet wie vollendete Ironie an, denn Bach ist viel komplexer und feiner durchorganisiert, und Cage entbehrt so jeglicher Intellektualität. Doch liegt hier eine merkwürdige Umkehrung vor: Intelligenz liebt Muster und scheut vor dem Zufälligen zurück. Für die meisten Menschen erfordert die Zufälligkeit in Cages Musik umständliche Erklärungen, und selbst dann haben sie das Gefühl, die Botschaft verpaßt zu haben, während bei einem großen Teil von Bachs Werken Worte überflüssig sind. In diesem Sinn ruht Bachs Musik mehr in sich als die von Cage. Doch ist immer noch unklar, wieviel Kenntnis der menschlichen Befindlichkeit von Bach vorausgesetzt wird.


  Zum Beispiel hat die Musik drei strukturelle Hauptdimensionen (Melodie, Harmonie, Rhythmus), die alle in kleine, mittlere und umgreifende Aspekte eingeteilt werden können. Nun gibt es in jeder dieser Dimensionen einen gewissen Grad von Komplexität, die unser Geist bewältigen kann, bis es ihm zuviel wird; natürlich stellt ein Komponist das beim Komponieren eines Stücks zum großen Teil unbewußt in Rechnung. Die „Ebenen statthafter Komplexität“ in verschiedenen Dimensionen hängen vermutlich eng mit den besonderen Umständen unserer Evolution als Spezies zusammen, und eine andere intelligente Spezies hätte eine Musik mit ganz anderen statthaften Komplexitätsebenen in diesen vielen Dimensionen entwickelt. So könnte man sich vorstellen, daß ein Stück von Bach von umfangreicher Information über die Spezies Mensch begleitet sein müßte, die ganz einfach nicht aus der Struktur der Musik allein erschlossen werden könnte. Wenn wir Bachs Musik einem Genotyp gleichsetzen, und die Gefühle, die sie hervorrufen soll, dem Phänotyp, interessiert uns die Frage, ob der Genotyp all die Information enthält, die für die Enthüllung des Phänotyps nötig ist.


  Wie universell ist die Botschaft der DNS?


  Die allgemeine Frage, der wir uns gegenüber sehen, und die der sich aus den beiden Tafeln ergebenden sehr ähnlich ist, lautet: „Wieviel von dem Kontext, der zu ihrem
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  Abb. 41. Dieser Trickreiche Gigantische Aperiodische Cristall ist die Basen-Anordnung für das Chromosom des Bakteriophagen Φ X174. Es ist das erste vollständige Genom, das jemals für einen Organismus erstellt wurde. Etwa 2000 solche boustrophedontschen Blätter wären nötig, um die Basen-Sequenz einer einzigen E. Coli-Zelle niederzuschreiben, und etwa eine Million Seiten, um die DNS-Folge einer einzigen menschlichen Zelle wiederzugeben. Das Buch, das Sie jetzt in Ihren Händen halten, enthält ungefähr die gleiche Informationsmenge wie die molekulare Blaupause für eine lumpige E. Coli-Zelle.


  Verständnis nötig ist, kann die Botschaft wiederherstellen?“ Wir können nun auf die ursprüngliche biologische Bedeutung von „Genotyp“ und „Phänotyp“ — DNS und ein lebender Organismus — zurückkommen und ähnliche Fragen stellen. Besitzt die DNS die Kraft, als universeller Auslöser zu wirken? Oder braucht sie eine „Biomusikbox“, um ihre Bedeutung zu enthüllen? Kann die DNS einen Phänotyp hervorrufen, ohne in den richtigen chemischen Kontext eingebettet zu sein? Die Antwort auf diese Frage lautet nein — aber ein Nein mit Einschränkungen. Gewiß wird ein DNS-Molekül in einem Vakuum gar nichts bewirken. Wenn aber ein DNS-Molekül ausgeschickt wird, um sein Glück im Weltall zu suchen, so wie wir uns vorstellten, daß der BACH und der CAGE ausgeschickt wurden, könnte es von einer intelligenten Zivilisation aufgefangen werden. Sie würde zuerst vielleicht einmal die Rahmenbotschaft erkennen. Wenn sie gefunden ist, könnte sie zu dem Versuch schreiten, von seiner chemischen Struktur abzuleiten, was für eine Art von chemischer Umgebung es wohl braucht, und dann eine solche Umgebung herzustellen. Immer raffiniertere Versuche dieser Art könnten schließlich zu einer umfassenden Wiederherstellung des für die Enthüllung des Phänotyps nötigen chemischen Kontextes führen. Das leuchtet vielleicht nicht unmittelbar ein, wenn man aber für dieses Experiment Jahrmillionen zur Verfügung hätte, würde sich vielleicht die Bedeutung der DNS schließlich zu erkennen geben.


  Wenn andererseits die Folge von Basen, die einen DNS-Strang bilden, als abstrakte Symbole (wie in Abb. 41) und nicht als ein langes, helixförmiges Molekül ausgesendet würde, sind die Chancen praktisch gleich null, daß dies als äußere Botschaft den richtigen Entschlüsselungsmechanismus auslösen würde, der es ermöglichte, den Phänotyp aus dem Genotyp herauszuholen. In diesem Fall verpackte man eine innere in eine so abstrakte äußere Botschaft, daß deren Vermögen, den Kontext wiederherzustellen, verloren ginge, und so hätte in einem sehr pragmatischen Sinn diese Menge von Symbolen keinen ihr innewohnenden Sinn. Damit man nicht glauben möge, es sei alles hoffnungslos abstrakt und philosophisch, beachte man, daß der genaue Zeitpunkt, an dem sich sagen läßt, der Phänotyp sei durch den Genotyp ,,vorhanden“ oder „implizit“, ein heutzutage hochbrisantes Problem ist: das des Schwangerschaftsabbruchs.


  Chromatische Phantasie und Fehde


  Nach einem herrlichen Bad im Teich kommt Theo Schildkröte soeben herausgekrochen und schüttelt sich, um sich zu trocknen, als ausgerechnet Achilles des Weges kommt.


  Schildkröte: Hallo Achilles, ich mußte gerade an Sie denken, als ich im Teich herumplanschte.


  Achilles: Ist das nicht merkwürdig? Auch ich dachte gerade an Sie, als ich durch die Auen schlenderte. Sie sind in dieser Jahreszeit so grün ...


  Schildkröte: Meinen Sie? Das erinnert mich an einen Gedanken, den ich gerne mit Ihnen bespräche. Wollen Sie ihn hören?


  Achilles: Aber gerne! Das heißt, es würde mich freuen, solange Sie nicht versuchen, mich in einer Ihrer schlimmen logischen Fallen zu fangen, Herr S.


  Schildkröte: Schlimme Falle? Da tun Sie mir unrecht. Würde ich irgendetwas Schlimmes tun? Ich bin friedfertig, störe niemanden und lebe das friedliche Leben eines Pflanzenfressers. Und meine Gedanken treiben einfach unter den Launen und Kuriositäten der Welt herum (wie ich sie sehe). Ich, ein demütiger Beobachter der Phänomene, komme einhergestapft und blase meine dummen Worte ziemlich unspektakulär in die Luft. Aber um Sie über meine Absichten zu beruhigen: heute habe ich vor, nur über meinen Schildpattpanzer zu sprechen, und wie sie ja wissen, hat das nichts — aber auch gar nichts — mit Logik zu tun!


  Achilles: Ihre Worte beruhigen mich WIRKLICH, Theo S., und ich bin sehr gespannt. Ich würde gerne hören, was Sie zu sagen haben, auch wenn es nicht spektakulär ist.


  Schildkröte: Nun, wie soll ich anfangen? Hm ... Was fällt Ihnen an meinem Panzer am meisten auf, Achilles?


  Achilles: Er sieht sehr schön sauber aus.


  Schildkröte: Danke! Ich war gerade schwimmen, und spülte mehrere im Laufe des letzten Jahrhunderts angesammelte Schmutzschichten ab. Jetzt können Sie sehen, wie grün mein Panzer ist.


  Achilles: So ein guter, gesunder grüner Panzer — hübsch, wie er in der Sonne glänzt.


  Schildkröte: Grün? Er ist nicht grün.


  Achilles: Sagten Sie mir nicht soeben, daß Ihr Panzer grün sei?


  Schildkröte: O ja!


  Achilles: Dann sind wir uns also einig: Er ist grün.


  Schildkröte: Nein, er ist nicht grün.


  Achilles: Oh, ich verstehe Ihr Spielchen. Sie wollen mir andeuten, daß, was Sie sagen, nicht notwendigerweise wahr ist, daß Schildkröten mit der Sprache spielen, daß unsere Aussagen und die Wirklichkeit sich nicht notwendigerweise decken, daß ...


  Schildkröte: Gewiß nicht. Für Schildkröten sind Worte heilig; Schildkröten verehren Genauigkeit.


  Achilles: Gut denn. Warum sagten Sie dann, Ihr Panzer sei grün, und auch, daß er nicht grün sei?


  Schildkröte: Ich habe nie so etwas gesagt — aber ich wünsche mir, ich hätte es getan.


  Achilles: Sie hätten das gerne gesagt?


  Schildkröte: Überhaupt nicht. Es tut mir leid, es gesagt zu haben, und ich bin ganz und gar nicht damit einverstanden.


  Achilles: Das widerspricht völlig dem, was Sie vorher sagten!


  Schildkröte: Widerspricht? Widerspricht? Ich widerspreche mir nie. Das paßt nicht zur Schildkröten-Natur.


  Achilles: Diesmal habe ich Sie aber erwischt, Sie gerissener Kerl, Sie! Ertappt bei einer offensichtlichen Kontradiktion.


  Schildkröte: Ja, das haben Sie wohl getan.


  Achilles: Da sind wir ja wieder. Jetzt widersprechen Sie sich immer mehr. Sie sind so von Kontradiktionen durchdrungen, daß es unmöglich ist, mit Ihnen vernünftig darüber zu reden.


  Schildkröte: Das stimmt nicht ganz. Ich diskutiere ohne die geringsten Schwierigkeiten mit mir selber. Vielleicht liegt das Problem bei Ihnen. Ich riskiere die Vermutung, daß vielleicht Sie es sind, der sich widerspricht, daß Sie so sehr von Ihrem eigenen wirren Netz gefangen sind, daß Sie gar nicht merken, wie widerspruchsvoll Sie sind.


  Achilles: Sie beleidigen mich! Ich werde Ihnen zeigen, daß ganz ohne Zweifel Sie der Widersprüchliche sind, und das wird eindeutig sein.


  Schildkröte: Nun, wenn dem so ist, dann sollte Ihre Aufgabe klar sein. Was könnte einfacher sein, als eine Kontradiktion aufzudecken. Los, Achilles, versuchen Sie es!


  Achilles: Hm ... Ich weiß nicht so recht, wo ich anfangen soll ... Oh, ich weiß. Sie sagten zunächst daß 1. Ihr Panzer grün sei, und nun sagen Sie, daß 2. er nicht grün sei. Was kann ich mehr sagen?


  Schildkröte: Weisen Sie bitte ganz einfach auf die Kontradiktion hin. Keine Ausflüchte!


  Achilles: Aber — aber — aber ... Ach, Jetzt komm ich drauf. (Manchmal habe ich eine so lange Leitung!) Sie und ich sind uns nicht darüber einig, was eine Kontradiktion darstellt. Da liegt die Schwierigkeit. Nun, ich will mich ganz klar ausdrücken: Eine Kontradiktion liegt vor, wenn jemand etwas behauptet und es gleichzeitig verneint.


  Schildkröte: Ein hübscher Trick! Das würde ich gerne einmal sehen! Wahrscheinlich wären Bauchredner Meister der Kontradiktion, indem sie sozusagen aus beiden Mundwinkeln zugleich reden würden. Ich bin aber kein Bauchredner.


  Achilles: Nun, was ich eigentlich sagen wollte, Theo S., ist ganz einfach, daß man etwas in ein und demselben Satz aussprechen und verneinen kann. Es braucht nicht buchstäblich im gleichen Augenblick zu sein.


  Schildkröte: Nun, Sie gaben nicht EINEN Satz, Sie gaben ZWEI.


  Achilles: Ja, zwei Sätze, die sich widersprechen.


  Schildkröte: Stimmt mich traurig, daß Ihre Gedankenverwirrung so klar zutage tritt, Achilles. Zuerst sagten Sie mir, daß eine Kontradiktion etwas ist, das in einem einzigen Satz vorkommt. Dann sagte Sie mir, daß Sie in zwei Sätzen, die ich aussprach, eine Kontradiktion gefunden hätten. Nun, es ist so, wie ich Ihnen sagte: Ihr eigenes Gedankensystem ist so voll von Täuschungen, daß Sie gar nicht einsehen, wie widerspruchsvoll es ist. Von außen betrachtet, ist es jedoch sonnenklar.


  Achilles: Manchmal verwirren mich Ihre Ablenkungsmanöver so sehr, daß ich nicht mehr sagen kann, ob wir uns über etwas absolut Triviales oder über etwas Tiefsinniges und Gewichtiges streiten.


  Schildkröte: Ich versichere Ihnen, Achilles, Schildkröten vergeuden ihre Zeit nicht auf Trivialitäten. Daher trifft letzteres zu.


  Achilles: Danke, ich bin beruhigt, Theo S. Nun habe ich einen Augenblick zum Nachdenken gehabt, und ich sehe den logisch notwendigen Schritt: Sie zu überzeugen, daß Sie sich selbst widersprechen.


  Schildkröte: Gut, gut, ich hoffe, es ist ein leichter Schritt, ein unangreifbarer.


  Achilles: Das ist er gewiß. Sogar Sie werden damit einverstanden sein. Die Idee ist die folgende: Da Sie Aussage 1 glaubten („Mein Panzer ist grün“) UND Aussage 2 („Mein Panzer ist nicht grün“), würden Sie einen zusammengesetzten Satz glauben, in dem beide kombiniert sind, nicht wahr?


  Schildkröte: Natürlich. Das wäre nur vernünftig — vorausgesetzt lediglich, daß die Art und Weise der Kombination allgemeine Zustimmung hat. Aber sicher können wir uns darüber einig werden.


  Achilles: Ja, und dann habe ich Sie. Die Kombination, die ich vorschlage, ist ...


  Schildkröte: Wir müssen aber beim Kombinieren von Sätzen vorsichtig sein, wie ich gleich zeigen werde. Sie, Achilles, werden sicherlich den folgenden leicht zu verifizierenden Satz über Ihre bizarre Spezies akzeptieren:


  Menschen haben fünf Finger.


  Oder nicht?


  Achilles (seiner Sache nicht ganz sicher): Ich? Das heißt, hm, warum, hm, wie, hm, könnte ich diese so bis zum Überdruß offensichtliche Aussage nicht akzeptieren? Moment mal. (Er schaut auf seine Hand und murmelt) Eins, zwei, drei, vier ... (Laut, zur Schildkröte) Hm, Theo S.... ist der Daumen ein Finger?


  Schildkröte: Das will ich meinen.


  Achilles (murrt noch immer vor sich hin): Aha! Das macht also fünf. Und das ist anscheinend alles! Also ... Ich habe die notwendigen und ausreichenden Bedingungen für die Wahrheit geprüft, und so ... (und wieder laut, und diesmal in einem beträchtlich selbstsichereren Ton) JEDERMANN weiß, daß der triviale Satz „Menschen haben fünf Finger“ wahr ist! Was könnte selbstverständlicher sein?


  Schildkröte: Natürlich. Und nun darf ich Sie bitten, einen beinahe ebenso offensichtlichen Satz zu akzeptieren, nämlich:


  Dieser Satz enthält fünf Wörter.


  Achilles (murmelt vor sich hin): Hmm ... eins, zwei, drei, vier, fünf, sechs ... Halt! Nur fünf hier. Die Numero macht Krieger froh ... (Laut zur Schildkröte:) Ja, in der Tat, ich muß einräumen, daß auch dieser Satz wahr ist. Der ist völlig in Ordnung.


  Schildkröte: Puh! Es freut mich doch, daß meine eher theoretischen Berechnungen durch Ihre strengeren Nachforschungen bestätigt werden. Nachdem wir das nun geklärt haben, müssen wir nur noch diese beiden harmlosen Äußerungen zu einer einzigen, längeren kombinieren — und zwar vermittels ihres angeblich harmlosen Wortes „und“.


  Achilles: „Harmlos“ ist in diesem Fall sicher das richtige Wort, Theo S. Vorwärts, also, weiter im Text.


  Schildkröte: Bitte tun Sie es doch selber, Achilles.


  Achilles: Mit Vergnügen ... Nun, ich finde die folgende notwendige Wahrheit:


  Menschen haben fünf Finger


  und


  dieser Satz enthält fünf Wörter.


  Halt, Moment mal , Herr S. Das sieht allmählich nicht ganz koscher aus!


  Schildkröte (mit offenem Mund und einem Ausdruck unschuldigen Überraschtseins): Was? Was können Sie nur meinen?


  Achilles: Sie wollten mich hereinlegen, Herr S. Aber ich weiß, daß die Menschen nicht fünf Finger haben — sie haben nämlich ZEHN! Ihr kombinierter Satz ist also völlig schief. Er hätte wie folgt lauten sollen:


  Menschen haben zehn Finger


  und


  dieser Satz enthält zehn Wörter.


  Sehen Sie? Jetzt ist er wahr, genau wie ich behauptete. So leicht verkohlt man den alten Achilles nicht! Es ist also ein durchaus sicheres Vorgehen, unter Gebrauch des Verbindungsworts „und“ zwei wahre Sätze in einem zusammenzuziehen.


  Schildkröte: Sie verstehen es, klug und gewandt zu argumentieren, aber ich glaube, daß Sie den eigentlichen Trugschluß beim Kombinieren zweier wahrer Sätze vermittels des heiklen Wortes „und“ noch nicht erkannt haben. Vielleicht wird Ihnen ein anderes Beispiel die Augen öffnen.


  Achilles: Es kann ja nicht schaden, Ihrem amüsanten Geplauder zuzuhören. Also los, Theo S. Was zaubern Sie denn jetzt aus dem Hut?


  Schildkröte: Nix Hut, Achilles. Der gute alte Schildkrötenverstand eines guten, alten, schlichten Schildkrötenveteranen genügt vollauf. Betrachten Sie die folgende einfache Behauptung, die man gelegentlich auch „Kommutativ-Gesetz der Addition“ nennt:


  Die Reihenfolge spielt keine Rolle.


  Was sagen Sie dazu?


  Achilles: Nun, daß 2 + 3 gleich 3 + 2 ist, das stimmt schon. Und in all den anderen Fällen von Addition, auf die ich gestoßen bin, spielt die Reihenfolge keine Rolle. Sagen Sie mir, Theo S., gibt es vielleicht sehr seltene ganze Zahlen p und g Zahlen, denen ich in meinem kurzen und prosaischen Leben nie begegnet bin, bei denen p + g nicht gleich g + p ist? Könnte 666 möglicherweise diese sinistre Eigenschaft haben?


  Schildkröte: Soviel ich weiß, Achilles, gibt es derartige Zahlen überhaupt nicht. Es ist bedauerlicherweise wahr, daß ich nicht JEDE ganze Zahl persönlich kenne, denn dazu lebe ich noch nicht lang genug, aber ich habe gute Gewährsleute dafür, daß p + g immer gleich g + p ist, auch bei den seltensten und kostbarsten Zahlen. Mein Onkel versicherte mir, daß dem so sei.


  Achilles: Nun gut, ich will das Wort Ihres Onkels gelten lassen, Theo S. Ich nehme Ihren Satz an. Ich hoffe nur, daß da kein Trick dahintersteht.


  Schildkröte: Tricks gibt's bei mir nicht, Achilles. Wie oft muß ich Ihnen das noch sagen?


  Achilles: Also weiter. Wie lautet der zweite Satz?


  Schildkröte: Ich lege Ihnen ein bekanntes Sprichwort vor, dessen Wahrheit niemand wird leugnen können:


  Erst wägen, dann wagen.


  Akzeptieren Sie diesen Satz als gültig?


  Achilles: Nun, ich möchte nichts Vorschnelles behaupten. Schließlich halte ich mich daran, erst alle meine Möglichkeiten IMMER abzuwägen, bevor ich handle. Lassen Sie mich also in meinem Exemplar von „Schmitz' und Fritz' witzig-spritzigem Lexikon der Ewigen Wahrheiten“ nachschauen, das ich gerade für solche Situationen mit mir führe ... (Er zieht ein winziges, abgegriffenes Bändchen aus seinem Helm.)


  Schildkröte: Sie meinen Situationen, wo man mit einem ziemlich nassen und fröhlichen poikilothermen und amphibischen Cheloniden über die präponderierende Wellenlänge desjenigen Lichts debattiert, das von einem Teil seiner Anatomie reflektiert wird? Ich war mir nicht im klaren, daß solche Situationen im Leben eines typischen Menschen so häufig auftauchen.


  Achilles (durchblättert schnell sein Buch): Um die Wahrheit zu sagen, das geschieht nicht so oft, aber ...


  Schildkröte: Oh, das ist vielleicht der Grund, warum das Buch so klein ist.


  Achilles: Nein, nein, ganz und gar nicht. Das Format mag klein sein, das Buch ist aber groß, was den Inhalt betrifft. Insbesondere erweist es sich in vielen Situationen als nützlich, die der gegenwärtigen ähneln, aber in abstrakterer Art und Weise, als Sie vorgeschlagen hatten.


  Schildkröte: Das klingt TATSÄCHLICH witzig und darüber hinaus wirklich spritzig. Ich würde nicht vor der Behauptung zurückscheuen, daß es eine gute Chance hat, sowohl witzig-spritzig als auch witzig und spritzig zu sein. Besteht das Bändchen aber wirklich, wie sein Name sagt, nur aus entsprechend großgeschriebenen Ewigen Wahrheiten?


  Achilles (stolz strahlend): Aber gewiß. Und es enthält ALLE, was will man mehr!


  Schildkröte: Bei Zeno! Wo in aller Welt haben Sie dieses unschätzbare Buch gefunden — winzig von Format, aber gigantisch im Inhalt?


  Achilles: Entdeckt habe ich es in der Abteilung „Westliche Religionen“ in einem Antiquariat, das ich manchmal besuche. Ist das nicht ein eigenartiger Ort für die Entdeckung eines solchen Juwels?


  Schildkröte: Ja, das würde man kaum erwarten. Sie werden mir jedoch eine Frage erlauben: Ich frage mich, wie Sie SICHER sein können, daß es tatsächlich nur aus Wahrheiten besteht, ewigen oder sonstigen. Können Sie sich nicht vorstellen, Achilles, daß irgendwie ein oder zwei häßliche Unwahrheiten sich schurkischerweise in das ansonsten vortreffliche Bändchen eingeschlichen haben?


  Achilles (etwas von oben herab): Ganz gewiß nicht! Hier, auf Seite 666 steht Schmitz' und Fritz' Ewige Wahrheit Nr. 1729: „Alle Behauptungen in früheren, gegenwärtigen und zukünftigen Ausgaben von ,Fritz' und Schmitz' spritzig-witzigem Lexikon Ewiger Wahrheiten‘ sind faktisch, genau und zuverlässig.“ Was mehr könnte man sich wünschen?


  Schildkröte: Sie haben alle meine Zweifel ausgeräumt, Achilles. Von nun an habe ich volles Vertrauen in Ihr Büchlein. Was sagt es also zu meinem vorgeschlagenen Satz?


  Achilles: Ach ja. Deshalb habe ich es ja herausgenommen, nicht wahr? Ich will im Sachregister nachschauen, unter „Erst“. Könnte es Nr. 314158 auf Seite 23579 sein? Mal sehen ... Ach ja, da haben wir's:


  Erst wägen, dann wagen.


  Das scheint Ihre Äußerung Buchstabe um Buchstabe wiederzugeben, so muß ich sie wohl als wahr annehmen. Schmitz und Fritz irren sich nie.


  Schildkröte: Gut. So haben wir also zwei gültige Aussagen: Sollen wir also blindlings draufloslegen und sie mit „und“ verbinden?


  Achilles: Natürlich. Und wie bei der Addition die Reihenfolge keine Rolle spielt, so auch bei der Verbindung durch »und“.


  Schildkröte: Schön. Also denn:


  Erst wägen, dann wagen,


  und


  die Reihenfolge spielt keine Rolle.


  Achilles: Waaas? Das ist ein Widerspruch in sich selbst. Wie kann die Reihenfolge des Wägens und Wagens keine Rolle spielen, besonders wenn sie eine Rolle spielt? Oh weh, was passiert denn da, Theo 5.? Zwei wahre Aussagen durch „und“ zu verbinden muss doch harmlos sein. Hier, in Fritz' und Schmitz' Buch, ich meine Schmitz' und Fritz' Buch, steht doch irgendwo — ich habe vergessen, wo ... (Er sucht verzweifelt nach der richtigen Seite.)


  Schildkröte: „Harmlos“, meine Güte! Welche Anmaßung! Das ist gewiß eine schlimme Verschwörung, um einen armen, unschuldigen, schwerfälligen Schildkrötenveteranen bei einer fatalen Kontradiktion zu ertappen. Wenn es so harmlos wäre, warum versuchen Sie dann so verdammt hartnäckig, mich dazu zu bringen, es zu tun, he?


  Achilles: Ich bin sprachlos. Sie machen, daß ich mir wie ein Schuft vorkomme, wo doch meine Beweggründe die allerunschuldigsten sind.


  Schildkröte: Das glaubt jeder von sich ...


  Achilles: Ich schäme mich, daß ich versucht habe, Sie zu übertölpeln, Wörter zu gebrauchen, um Sie in eine Selbst-Kontradiktion zu verwickeln. Ich komme mir ja so gemein vor.


  Schildkröte: Und das sollen Sie auch! Ich weiß, worauf Sie hinauswollten. Ihr Plan war es, mich zur Annahme von Satz 3 zu zwingen, der da lautet: „Mein Panzer ist grün und mein Panzer ist nicht grün.“ Und eine solch schreiende Unwahrheit bringen Schildkröten nicht über ihre Zunge.


  Achilles: Es tut mir leid, daß ich mit all dem angefangen habe.


  Schildkröte: Kein Grund zur Besorgnis. Meine Gefühle sind nicht verletzt. Schließlich bin ich das unvernünftige Tun der Leute rings um mich gewohnt. Ich schätze Ihre Gesellschaft, Achilles, auch wenn Ihr Denken der Klarheit ermangelt.


  Achilles: Ja ... Nun, ich fürchte, ich bin in meinen Gedanken festgefahren, und werde wohl auf meiner Suche nach Wahrheit irren und immer weiter irren.


  Schildkröte: Unser heutiges Gespräch hat vielleicht dazu beigetragen, Ihren Kurs zu berichtigen. Auf Wiedersehen, Achilles.


  Achilles: Auf Wiedersehen, Theo S.


  KAPITEL VII


  Die Aussagenlogik


  Wörter und Symbole


  DER VORHERGEHENDE DIALOG erinnert an die Zweistimmige Invention von Lewis Carroll. Auch hier weigert sich Herr Schildkröte, normale, gewöhnliche Wörter auf normale, gewöhnliche Weise zu verwenden, oder er weigert sich zumindest, das zu tun, wenn es ihm keinen Vorteil bringt. Eine Art, über die Carroll-Paradoxie nachzudenken, haben wir im vorigen Kapitel beschrieben. Hier lassen wir nun Symbole das ausführen, was Achilles bei Herrn Schildkröte nicht mit Worten zu bewirken vermochte. Das heißt, wir werden ein formales System errichten, und eines der Symbole in diesem System soll genau das tun, was nach Achilles' Wunsch das Wort „und“, ausgesprochen von Herrn Schildkröte, tun würde; und ein anderes System, dessen Symbole sich so verhalten, wie die Wörter „wenn ... dann ... “ sich verhalten sollten. Es gibt nur noch zwei weitere Wörter, mit denen wir uns beschäftigen wollen: „oder“ und „nicht“. Folgerichtiges Denken, das auf der korrekten Verwendung dieser vier Wörter beruht, nennt man Aussagenlogik.


  
    Alphabet und erste Regel der Aussagenlogik


    Ich werde dieses neue formale System, das Aussagenlogik heißt, ein bißchen wie ein Rätsel behandeln, und nicht alles gleichzeitig erklären, sondern bis zu einem gewissen Grad den Leser die Dinge herausfinden lassen. Wir beginnen mit einer Liste von Symbolen:


    
      
        	
          P

        

        	
          <

        

        	
          >

        

        	
          P

        
      


      
        	
          P

        

        	
          Q

        

        	
          R

        

        	
          '

        
      


      
        	
          ∧

        

        	
          ∨

        

        	
          ⊃

        

        	
          ~

        
      


      
        	

        	
          [

        

        	
          ]

        

        	
      

    

  


  Die erste Regel dieses Systems, die ich aufdecken will, ist die folgende


  VERBINDUNGSREGEL: Wenn x und y SÄTZE des Systems sind, dann ist es auch die Kette <x ∧ y>.


  Diese Regel nimmt zwei SÄTZE und verbindet sie zu einem. Das sollte den Leser an unseren Dialog erinnern.


  Wohlgeformte Ketten


  Es gibt noch verschiedene andere Schlußregeln, und wir werden sie bald alle vorlegen, zunächst aber ist es wichtig, eine Teilmenge aller Ketten zu definieren, nämlich die der wohlgeformten Ketten. Wir werden sie rekursiv definieren. Wir beginnen mit den


  ATOMEN: P, Q und R heißen Atome. Neue Atome werden gebildet, indem man rechts von den alten Atomen Striche beifügt — also R', Q'', P''', usw. Das ergibt einen beliebig großen Vorrat von Atomen. Alle Atome sind wohlgeformt.


  Dann haben wir vier rekursive


  BILDUNGSREGELN: Wenn x und y wohlgeformt sind, dann sind auch die folgenden vier Ketten wohlgeformt:


  
    
      	
        1)

      

      	
        ~x

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        <x ∧ y>

      
    


    
      	
        3)

      

      	
        <x ∨ y>

      
    


    
      	
        4)

      

      	
        <x ⊃ y>

      
    

  


  Zum Beispiel sind alle folgenden Ketten wohlgeformt:


  
    
      	
        P

      

      	
        Atom

      
    


    
      	
        ~P

      

      	
        Regel 1

      
    


    
      	
        ~~P

      

      	
        Regel 1

      
    


    
      	
        Q'

      

      	
        Atom

      
    


    
      	
        ~Q'

      

      	
        Regel 1

      
    


    
      	
        <P∧~Q'>

      

      	
        Regel 2

      
    


    
      	
        ~<P∧~Q'>

      

      	
        Regel 1

      
    


    
      	
        <~~P⊃Q'>

      

      	
        Regel 4

      
    


    
      	
        <~<P∧~Q'>∨<~~<P⊃Q'>>

      

      	
        Regel 3

      
    

  


  Die letzte Kette sieht recht furchterregend aus, setzt sich aber ganz einfach aus zwei Komponenten zusammen, nämlich den zwei vorhergehenden Zeilen. Und jede von diesen ist ihrerseits aus vorhergehenden Zeilen aufgebaut ... usw. Jede wohlgeformte Kette kann solchermaßen auf ihre elementaren Bestandteile, d. h. die Atome, zurückgeführt werden. Man wendet einfach die Bildungsregeln in umgekehrtem Sinne an, bis es nicht mehr weiter geht. Dieses Vorgehen findet mit Sicherheit ein Ende, da jede Bildungsregel, wenn nach vorwärts angewandt, eine verlängernde Regel ist, so daß die Anwendung in umgekehrtem Sinn immer auf die Atome zusteuert.


  Dieses Verfahren der Zerlegung von Ketten dient also zur Prüfung, ob eine beliebige Kette wohlgeformt ist. Es ist ein Von-oben-nach-unten-Entscheidungsverfahren für Wohlgeformtheit. Und jeder kann prüfen, wie weit er dieses Entscheidungsverfahren versteht, indem er kontrolliert, welche der folgenden Ketten wohlgeformt sind:


  
    
      	
        1)

      

      	
        <P>

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        <~P>

      
    


    
      	
        3)

      

      	
        <P∧Q∧R>

      
    


    
      	
        4)

      

      	
        <P∧Q>

      
    


    
      	
        5)

      

      	
        <<P∧Q>∧<Q~∧P>>

      
    


    
      	
        6)

      

      	
        <P∧~P>

      
    


    
      	
        7)

      

      	
        <<P∨<Q⊃R>>∧<~P∨~R'>>

      
    


    
      	
        8)

      

      	
        <P∧Q>∧<Q∧P>

      
    

  


  (Antwort: Diejenigen, deren Nummer eine Fibonaccizahl ist, sind nicht wohlgeformt. Der Rest ist wohlgeformt.)


  Weitere Schlußregeln


  Wir kommen nun zu den übrigen Regeln, nach denen sich SÄTZE dieses Systems konstruieren lassen. Es folgen einige Schlußregeln. Bei allen wird vorausgesetzt, daß die Symbole „x“ und „y“ auf wohlgeformte Ketten beschränkt sind.


  TRENNUNGSREGEL: Wenn <x ∧ y> ein SATZ ist, dann sind sowohl x als auch y SÄTZE.


  Übrigens sollte der Leser jetzt eine ziemlich treffende Vorstellung davon haben, welchen Begriff das Symbol „∧“vertritt. (Hinweis: Es ist das lästige Wort aus dem letzten Dialog.) Nach der folgenden Regel sollte man herausfinden können, welchen Begriff die Tilde („~“) repräsentiert.


  REGEL DER DOPPELTILDE: Die Kette „~~“ kann aus jedem SATZ getilgt werden. Sie kann auch in jeden SATZ eingefügt werden, vorausgesetzt, daß die so entstandene Kette selbst wohlgeformt ist.


  Die Fantasieregel


  Nun ist es eine Eigenheit dieses Systems, daß es keine Axiome besitzt — nur Regeln. Erinnert man sich der vorhergehenden formalen Systeme, die wir betrachtet haben, wird man sich wundern, wie es dann überhaupt SÄTZE geben kann. Wie fängt das alles an? Die Antwort lautet, daß es eine Regel gibt, die SÄTZE aus der leeren Luft fabriziert — sie braucht keinen „alten SATZ“ als Eingabe. (Die restlichen Regeln brauchen eine Eingabe.) Diese spezielle Regel heißt Fantasieregel. Daß ich sie so nenne, hat einen einfachen Grund.


  Um die Fantasieregel zu verwenden, schreibt man zunächst eine beliebige wohlgeformte Kette x nieder, dann „fantasiert“ man, indem man sich fragt: „Was, wenn diese Kette x ein Axiom oder ein SATZ wäre?“ Und dann überläßt man die Antwort dem System selbst; d. h. man macht weiter und nimmt eine Ableitung vor mit x auf der ersten Zeile; nehmen wir an, y sei die letzte Zeile. (Natürlich muß die Ableitung strikt den Regeln des Systems gehorchen.) Alles von x bis einschließlich y ist die Fantasie; x ist die Voraussetzung, y das Ergebnis der Fantasie. Der nächste Schritt ist der, aus der Fantasie herauszuspringen, und wir haben von ihr gelernt:


  Wenn x ein SATZ wäre, dann wäre auch y ein SATZ.


  Immerhin könnte man sich fragen, wo ist der wirkliche SATZ? Der wirkliche SATZ ist die Kette


  <x ⊃ y>.


  Man beachte die Ähnlichkeit dieser Kette mit dem oben wiedergegebenen Satz.


  Um den Eintritt in die Fantasie und den Austritt aus ihr anzuzeigen, verwendet man die eckigen Klammern „[“ und „]“. Wann immer man also eine nach rechts offene Klammer sieht, weiß man, daß man in eine Fantasie hinein „pusht“ und die nächste Zeile die Voraussetzung der Fantasie enthält. Wann immer man eine nach links offene Klammer sieht, weiß man, daß man hinaus „poppt“ und die vorhergehende Zeile das Ergebnis war. Es ist nützlich (aber nicht notwendig), die Zeilen einer Abteilung, die in der Fantasie stattfinden, einzurücken.


  Hier eine Illustration der Fantasieregel, in der die Kette P als Voraussetzung genommen wird. (Es gibt sich so, daß P kein SATZ ist, aber das ist ohne Belang; die Frage ist nur: „Was, wenn es einer wäre?“) Wir führen die folgende Fantasie aus:


  
    
      	
        [

      

      	
        in Fantasie pushen

      
    


    
      	
        P

      

      	
        Voraussetzung

      
    


    
      	
        ~~P

      

      	
        Ergebnis (Regel der Doppeltilde)

      
    


    
      	
        ]

      

      	
        aus der Fantasie poppen

      
    

  


  Die Fantasie zeigt:


  Wenn P ein SATZ wäre, dann auch ~~P.


  Nun „pressen“ wir diesen deutschen Satz (Metasprache) in die formale Notation (Objektsprache): <P⊃~~P>. Dieser unser erster SATZ der Aussagelogik sollte dem Leser klar machen, wie das Symbol „⊃“ zu interpretieren ist.


  Nachstehend noch eine Ableitung unter Verwendung der Fantasieregel:


  
    
      	
        [

      

      	
        push

      
    


    
      	
        <P∧Q>

      

      	
        Voraussetzung

      
    


    
      	
        P

      

      	
        Trennungsregel

      
    


    
      	
        Q

      

      	
        Trennungsregel

      
    


    
      	
        <Q∧P>

      

      	
        Verbindungsregel

      
    


    
      	
        ]

      

      	
        pop

      
    


    
      	
        <P∧Q>⊃<Q∧P>

      

      	
        Fantasieregel

      
    

  


  Wichtig ist es, einzusehen, daß nur die letzte Zeile ein wirklicher SATZ ist; alles andere ist in der Fantasie.


  Rekursion und die Fantasieregel


  Wie man aus der Rekursions-Terminologie „push“ und „pop“ vermuten kann, läßt sich die Fantasieregel rekursiv verwenden; es kann also Fantasien in Fantasien geben, dreifach verschachtelte Fantasie usw. Das bedeutet, daß es alle möglichen „Wirklichkeitsebenen“ gibt, genau wie in verschachtelten Geschichten oder Filmen. Wenn man aus einem Film-im-Film herauspoppt, hat man einen Augenblick lang das Gefühl, die wirkliche Welt erreicht zu haben, obgleich man noch eine Stufe von der obersten Ebene entfernt ist. Wenn man in ähnlicher Weise aus einer-Fantasie-in-einer-Fantasie herauspoppt, ist man in einer „wirklicheren“ Welt als der, in der man sich befand, aber noch immer eine Ebene von der obersten entfernt.


  Nun gilt ein Schild „Rauchen verboten“ in einem Kino nicht für die Gestalten im Film — im Film gibt es keine Übernahme aus der wirklichen Welt in die Fantasiewelt. In der Aussagenlogik jedoch gibt es eine Übernahme von der wirklichen Welt in die Fantasien, sogar eine Übernahme von einer Fantasie zu Fantasien, die in ihr enthalten sind. Das ist in der folgenden Regel formuliert:


  ÜBERNAHMEREGEL: Innerhalb einer Fantasie kann jeder SATZ aus der um eine Stufe höheren „Wirklichkeit“ eingebracht und verwendet werden.


  Es ist, als gelte das Schild „Rauchen verboten“ in einem Kino nicht nur für alle Besucher, sondern auch für alle Schauspieler im Film, und, durch Wiederanwendung derselben Idee, für jedermann innerhalb vielfach ineinander verschachtelter Filme! (Warnung: Es gibt keine Übernahme in umgekehrter Richtung: Die SÄTZE innerhalb von Fantasien können nicht nach außen exportiert werden! Wäre dem nicht so, könnte man irgendetwas als erste Zeile einer Fantasie niederschreiben und es dann als SÄTZE in die wirkliche Welt übernehmen.)


  
    
      	
        [

      

      	
        push

      
    


    
      	
        P

      

      	
        Voraussetzung der äußeren Fantasie

      
    


    
      	
        [

      

      	
        abermals push

      
    


    
      	
        Q

      

      	
        Voraussetzung der inneren Fantasie

      
    


    
      	
        P

      

      	
        Übernahme von P in die innere Fantasie

      
    


    
      	
        <P∧Q>

      

      	
        Verbindungsregel

      
    


    
      	
        ]

      

      	
        aus der inneren Fantasie in die äußere poppen

      
    


    
      	
        <Q⊃<P∧Q>>

      

      	
        Fantasieregel

      
    


    
      	
        ]

      

      	
        aus der äußeren Fantasie in die wirkliche Welt poppen

      
    


    
      	
        <P⊃<Q⊃<P∧Q>>>

      

      	
        Fantasieregel

      
    


    
      	

      	
    


    
      	

      	
    

  


  Man beachte, daß ich die äußere Fantasie einmal , die innere Fantasie zweimal eingerückt habe, um so die Eigenart dieser verschachtelten „Wirklichkeitsebenen“ zu betonen. Die Fantasieregel kann so betrachtet werden, daß man sagt, eine Beobachtung über das System werde in das System eingefügt. Besonders der hier erzeugte SATZ <x ⊃y> kann als eine Repräsentation der Aussage über das System innerhalb des Systems aufgefaßt werden: „Wenn x ein SATZ ist, dann auch y“. Um es deutlicher zu sagen: die beabsichtigte Interpretation von <P⊃Q> ist „wenn P, dann Q“, oder, gleichwertig, „P impliziert Q“.


  Die Umkehrung der Fantasieregel


  Nun handelt Lewis Carrolls Dialog von „Wenn-dann“-Aussagen. Insbesondere hatte Achilles viel Mühe, Herrn Schildkröte zu überzeugen, daß er den zweiten Halbsatz einer „Wenn-dann“-Aussage akzeptieren müsse, sogar wenn die „Wenn-dann“-Aussage selbst wie auch ihr erster Halbsatz akzeptiert wurden. Die nächste Regel gestattet, auf den zweiten „Halbsatz“ einer „⊃“-Kette zu schließen, vorausgesetzt daß die „⊃“-Kette selbst ein SATZ ist und desgleichen der erste „Halbsatz“.


  ABTRENNUNGSREGEL: Wenn sowohl x als auch <x ⊃ y> SÄTZE sind, dann ist auch y ein SATZ.


  Diese Regel wird übrigens oft „Modus Ponens“, die Fantasieregel oft „Deduktionstheorem“ genannt.


  Die beabsichtigte Interpretation der Symbole


  An diesem Punkt können wir die Katze ruhig aus dem Sack lassen und die „Bedeutung“ der restlichen Symbole unseres neuen Systems enthüllen. Wenn es noch nicht klar sein sollte: das Symbol „∧“ soll dem normalen umgangssprachlichen „und“ isomorph sein. Das Symbol „~“ repräsentiert das Wort „nicht“ — es ist eine formale Art der Verneinung. Die spitzen Klammern „<“ und „>“ haben gruppierende Funktion und sind den Klammern in der gewöhnlichen Algebra sehr ähnlich. Der Hauptunterschied ist der, daß man in der Algebra die Freiheit hat, nach Belieben Klammern einzufügen oder wegzulassen, während eine solche anarchische Freiheit in einem formalen System nicht geduldet wird. Das Symbol „∨“ repräsentiert das Wort „oder“ („vel“ ist lateinisch für „oder“). Das hier gemeinte ist das sogenannte inklusive „oder“, was bedeutet, daß die Interpretation von <x∨y> „entweder x oder y oder beides“ lautet.


  Die einzigen Symbole, die wir nicht interpretiert haben, sind die Atome. Ein Atom besitzt keine Einzelinterpretation — es kann durch irgendeine deutsche Aussage interpretiert werden (es muß aber durch die gleiche Aussage interpretiert werden, wenn es in einer Kette oder Ableitung mehrfach vorkommt). So könnte zum Beispiel die wohlgeformte Kette <P∧~P> durch den zusammengesetzten Satz interpretiert werden:


  Dieser Geist ist Buddha, und dieser Geist ist nicht Buddha.


  Betrachten wir nunmehr jeden der bisher abgeleiteten SÄTZE, und interpretieren wir sie. Der erste war <P⊃~~P>. Wenn wir diese Interpretation von P beibehalten, haben wir die folgende Interpretation:


  Wenn dieser Geist Buddha ist,


  dann ist es nicht der Fall, daß dieser Geist nicht Buddha ist.


  Man beachte, wie ich die doppelte Verneinung wiedergegeben habe. In allen natürlichen Sprachen ist eine Wiederholung einer Verneinung eine schwerfällige Angelegenheit, und man kann sie umgehen, indem man sie auf zwei verschiedene Arten ausdrückt. Der zweite SATZ, den wir ableiteten, lautete <<P∧Q>⊃<Q∧P>>. Interpretieren wir Q durch den Satz: „Dieser Flachs wiegt drei Pfund“, lautet unser SATZ wie folgt:


  Wenn dieser Geist Buddha ist und dieser Flachs drei Pfund wiegt,


  dann wiegt dieser Flachs drei Pfund, und dieser Geist ist Buddha.


  Der dritte SATZ war <P⊃<Q⊃<P∧Q>>>. Dieser SATZ gibt folgenden verschachtelten „Wenn-dann“-Satz:


  Wenn dieser Geist Buddha ist, dann gilt:


  wenn dieser Flachs drei Pfund wiegt,

  dann ist dieser Geist Buddha und wiegt dieser Flachs drei Pfund.


  Der Leser hat vermutlich gemerkt, daß jeder SATZ, wenn interpretiert, etwas absolut Triviales und Selbstverständliches aussagt. (Manchmal sind die SÄTZE so selbstverständlich, daß sie sinnlos und paradoxerweise verwirrend und sogar falsch klingen!) Das ist vielleicht nicht besonders eindrucksvoll, aber man denke daran, daß es genügend Unwahrheiten gibt, die man hätte erzeugen können — die aber nicht erzeugt werden. Dieses System — die Aussagenlogik — schreitet fein säuberlich von Wahrheit zu Wahrheit einher und vermeidet dabei sorgfältig alle Unrichtigkeiten; genau so wie ein Mensch, der trocken bleiben möchte, vorsichtig von einem Trittstein in einem Fluß zum nächsten schreitet und der Anlage der Steine folgt, so verschlungen und schwierig sie auch sein mag. Bedeutsam ist jedoch, daß das in der Aussagenlogik rein typographisch geschieht. Niemand sitzt „da drin“ und denkt über die Bedeutung der Kette nach. Alles geschieht mechanisch, gedankenlos, starr, sogar stupid.


  Vervollständigung der Regel-Liste


  Noch haben wir nicht alle Regeln der Aussagenlogik genannt. Die vollständige Liste die drei neue Regeln enthält — sieht wie folgt aus:


  VERBINDUNGSREGEL: Wenn x und y SÄTZE sind, dann ist <x∧y> ein SATZ.


  TRENNUNGSREGEL: Wenn <x∧y> ein SATZ ist, dann sind sowohl x als auch y SÄTZE.


  REGEL DER DOPPELTILDE: Die Kette „~~“ kann aus jedem SATZ weggelassen werden. Sie kann auch in jeden SATZ eingeführt werden, vorausgesetzt, daß die so erzeugte Kette selbst wohlgeformt ist.


  FANTASIEREGEL: Wenn y abgeleitet werden kann, wobei x angenommen wird, dann ist <x⊃y> ein SATZ.


  ÜBERNAHMEREGEL: Innerhalb einer Fantasie kann jeder SATZ von der nächst höheren „Wirklichkeitsebene“ eingebracht und verwendet werden.


  ABTRENNUNGSREGEL: Wenn sowohl x als auch <x⊃y> SÄTZE sind, dann ist auch y ein SATZ.


  KONTRAPOSITIONSREGEL: <x ⊃ y> und <~y ⊃ ~x> sind austauschbar.


  DE MORGANS REGEL: <~x∧~y> und ~<x∨ y> sind austauschbar.


  WEICHENHAIN-REGEL: <x∨y> und <~x ⊃ y> sind austauschbar.


  (Die Weichenhain-Regel ist benannt nach Q.q. Weichenhain, einem böhmischen Eisenbahningenieur, der sich auf dem Nebengleis mit Logik beschäftigte.) Mit „austauschbar“ ist in den vorhergehenden Regeln das folgende gemeint: Wenn eine Aussage der einen Form entweder als SATZ oder als Teil eines SATZES auftritt, dann kann die andere Form substituiert werden, und die sich so ergebende Kette ist ebenfalls ein SATZ. Man denke daran, daß die Symbole „x“ und „y“ immer für wohlgeformte Ketten des Systems stehen.


  Rechtfertigung der Regeln


  Bevor wir uns anschauen, wie diese Regeln innerhalb von Ableitungen angewendet werden können, wollen wir sie kurz rechtfertigen. Der Leser wird sie vermutlich besser als in meinen Beispielen rechtfertigen können — deshalb gebe ich nur ein Paar.


  Die Kontrapositions-Regel gibt eine explizite Methode zur Umkehrung von Bedingungen an, die wir unbewußt ausführen. Zum Beispiel bedeutet die „Zentenz“


  Wenn du ihn studierst, bist du weit entfernt vom Weg


  dasselbe wie


  Wenn du dem Weg nahe bist, studierst du ihn nicht.


  De Morgans Regel läßt sich durch unseren vertrauten Satz „Die Fahne bewegt sich nicht, und der Wind bewegt sich nicht“ illustrieren. Wenn P bedeutet: „Die Fahne bewegt sich“, und Q „der Wind bewegt sich“, dann wird der zusammengesetzte Satz durch <~P∧~Q> symbolisiert, und das ist, gemäß De Morgans Regel, mit ~<P∨Q> auswechselbar, und die Interpretation wird lauten: „Es ist nicht wahr, daß entweder die Fahne oder der Wind sich bewegt.“ Und niemand könnte bestreiten, daß es eine vernünftige Schlußfolgerung, ein zensibler Schluß ist.


  Was die Weichenhain-Regel betrifft, so betrachte man den Satz: „Entweder hängt eine Wolke über dem Berg, oder der Mondschein durchdringt die Wellen des Sees“, der vielleicht von einem versonnenen Zenmeister hätte ausgesprochen werden können, der sich an einen ihm vertrauten See erinnert, den er sich vorstellen kann, den er aber nicht sieht. Nun halte man sich fest, denn die Weichenhain-Regel sagt uns, daß das mit dem Gedanken auswechselbar ist: „Wenn eine Wolke nicht über dem Berg hängt, dann durchdringt der Mondschein die Wellen des Sees.“ Das ist vielleicht keine große Erleuchtung, aber Besseres hat die Aussagenlogik nicht zu bieten.


  Mit dem System spielen


  Wenden wir nun diese Regeln auf einen früheren SATZ an und sehen, was dabei herauskommt. Nehmen wir zum Beispiel den SATZ <P⊃~~P>:


  
    
      	
        <P⊃~~P>

      

      	
        alter SATZ

      
    


    
      	
        <~~~P⊃~P>

      

      	
        Kontrapositionsregel

      
    


    
      	
        <~P⊃~P>

      

      	
        Regel der Doppeltilde

      
    


    
      	
        <P∨~P>

      

      	
        Weichenhain-Regel

      
    

  


  Wenn interpretiert, sagt dieser neue SATZ aus:


  Entweder ist dieser Geist Buddha,

  oder dieser Geist ist nicht Buddha.


  Wiederum ist der interpretierte SATZ, wenn auch nicht gerade geistreich, zumindest wahr.


  Halb-Interpretationen


  Wenn man aussagenlogische SÄTZE laut liest, liegt es auf der Hand, alles außer den Atomen zu interpretieren. Ich nenne das Halb-Interpretation. Zum Beispiel wäre die Halb-Interpretation von <P∨~P>:


  P oder nicht P.


  Trotz der Tatsache, daß P keine Aussage ist, klingt die obige Halb-Aussage doch wahr, weil man sich leicht vorstellen kann, daß man irgendeine Aussage für P einsetzt — und die Form dieses halbinterpretierten SATZES gibt uns Gewähr, daß die sich so ergebende Aussage wahr sein wird, welche Wahl man auch immer trifft. Das ist die Grundidee der Aussagenlogik: Sie erzeugt SÄTZE, die sich, wenn halb-interpretiert, als „allgemein wahre Halb-Aussagen“ erweisen, und das bedeutet, daß ihre Interpretation, wie immer man sie vervollständigt, im Endergebnis immer wahr sein wird.


  Gantōs Axt


  Nun können wir uns an eine Übung für Fortgeschrittene machen, die auf einem Zen-Kōan namens „Gantōs Axt“ beruht. Der Anfang lautet:


  Eines Tages sagte Tokusan zu seinem Schüler Gantō: „Ich habe zwei Mönche, die schon seit vielen Jahren hier sind. Geh hin und prüfe sie.“ Gantō nahm eine Axt und begab sich zu der Hütte, in der die zwei Mönche meditierten. Er hob die Axt und sprach: „Wenn ihr ein Wort sagt, werde ich euch die Köpfe abhauen, und wenn ihr kein Wort sagt, werde ich euch ebenfalls die Köpfe abhauen.“ 1


  Wenn Sie ein Wort sagen, werde ich diesen Kōan abbrechen, und wenn Sie kein Wort sagen, werde ich diesen Kōan ebenfalls abbrechen — weil ich einen Teil davon in unser Notationssystem übersetzen möchte. Stellen wir „ihr sagt ein Wort“ durch P dar, und „ich werde euch die Köpfe abhauen“ durch Q, dann ist Gantōs Drohung mit der Axt durch die Kette <<P⊃Q>∧<~P⊃Q>> dargestellt. Was, wenn diese Drohung mit der Axt ein Axiom wäre? Hier eine Fantasie, die diese Frage beantwortet:


  
    
      	
        1)

      

      	
        [

      

      	
        push

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        <<P⊃Q>∧<~P⊃Q>>

      

      	
        Gantōs Axiom

      
    


    
      	
        3)

      

      	
        <P⊃Q>

      

      	
        Trennungsregel

      
    


    
      	
        4)

      

      	
        <~Q⊃~P>

      

      	
        Kontrapositionsregel

      
    


    
      	
        5)

      

      	
        <~P⊃Q>

      

      	
        Trennungsregel

      
    


    
      	
        6)

      

      	
        <~Q⊃~~P>

      

      	
        Trennungsregel

      
    


    
      	
        7)

      

      	
        [

      

      	
        push abermals

      
    


    
      	
        8)

      

      	
        ~Q

      

      	
        Voraussetzung

      
    


    
      	
        9)

      

      	
        <~Q⊃~P>

      

      	
        Übernahme von Zeile 4

      
    


    
      	
        10)

      

      	
        ~P

      

      	
        Abtrennungsregel

      
    


    
      	
        11)

      

      	
        <~Q⊃~~P>

      

      	
        Übernahme von Zeile 6

      
    


    
      	
        12)

      

      	
        ~~P

      

      	
        Abtrennungsregel (Zeilen 8 und 11)

      
    


    
      	
        13)

      

      	
        <~P∧~~P>

      

      	
        Verbindungsregel

      
    


    
      	
        14)

      

      	
        ~<P∨~P>

      

      	
        De Morgans Regel

      
    


    
      	
        15)

      

      	
        ]

      

      	
        einmal poppen

      
    


    
      	
        16)

      

      	
        <~Q⊃~<P∨~~P>>

      

      	
        Fantasieregel

      
    


    
      	
        17)

      

      	
        <<P∨~P>⊃Q>

      

      	
        Kontrapositionsregel

      
    


    
      	
        18)

      

      	
        [

      

      	
        push

      
    


    
      	
        19)

      

      	
        ~P

      

      	
        Voraussetzung (zugleich Ergebnis)

      
    


    
      	
        20)

      

      	
        ]

      

      	
        poppen

      
    


    
      	
        21)

      

      	
        <~P⊃~P>

      

      	
        Fantasieregel

      
    


    
      	
        22)

      

      	
        <P∨~P>

      

      	
        Weichenhain-Regel

      
    


    
      	
        23)

      

      	
        Q

      

      	
        Abtrennungsregel (Zeilen 22 und 17)

      
    


    
      	
        24)

      

      	
        ]

      

      	
        herauspoppen

      
    

  


  Das Beispiel zeigt die Leistungsfähigkeit der Aussagenlogik. Haben wir nicht in nur zwei Dutzend Schritten Q abgeleitet: daß die Köpfe abgetrennt werden! (Ominöserweise war die letzte angewandte Regel die der „Abtrennung“ ...) Es mag überflüssig erscheinen, den Kōan weiter zu verfolgen, da wir ja wissen, was geschehen muß ... Doch will ich meinen Entschluß, den Kōan abzubrechen, fallen lassen, schließlich ist es ein echter Zen-Kōan. Der Rest lautet:


  Beide Mönche fuhren mit ihrer Meditation fort, als hätte er nicht gesprochen. Gantō ließ die Axt fallen und sagte: „Ihr seid wahrhaft Zen-Schüler“. Er kehrte zu Tokusan zurück und erzählte den Vorfall. „Ich sehe deine Seite sehr gut“, pflichtete Tokusan bei, „aber sag mir, wie steht es mit ihrer Seite?“ „Tozan kann sie zulassen, aber unter Tokusan sollten sie nicht zugelassen werden.“ 3


  Sehen Sie meine Seite gut? Wie steht es mit der Zen-Seite?


  Gibt es ein Entscheidungsverfahren für SÄTZE?


  Die Aussagenlogik gibt uns eine Anzahl von Regeln zur Erzeugung von Aussagen, die in allen denkbaren Welten wahr sind. Das ist der Grund, warum alle SÄTZE so einfach klingen; sie scheinen bar jeden Inhalts zu sein! So gesehen, sieht die Aussagenlogik wie eine Zeitvergeudung aus, da das, was sie uns sagt, vollkommen trivial ist. Doch tut sie das, indem sie die Form von allgemein wahren Aussagen spezifiziert, und das wirft ein neues Licht auf die Kernwahrheiten des Weltalls: Sie sind nicht nur fundamental, sondern auch gesetzmäßig: Sie können mit einem winzigen Satz typographischer Regeln erzeugt werden. Anders ausgedrückt, sie sind alle „vom selben Stoff“. Man kann sich fragen, ob sich das Gleiche von Zen-Kōans sagen ließe: Könnten sie alle durch einen einzigen Satz typographischer Regeln erzeugt werden?


  An diesem Punkt ist es angebracht, die Frage nach einem Entscheidungsverfahren aufzuwerfen. Das heißt: Gibt es eine mechanische Methode, um Nicht-SÄTZE von SÄTZEN zu unterscheiden? Wenn ja, würde das bedeuten, daß die Menge der SÄTZE der Aussagenlogik nicht nur rekursiv aufzählbar, sondern auch rekursiv ist. Es stellt sich heraus, daß es ein interessantes Entscheidungsverfahren gibt: die Methode der Wahrheitstabellen. Es würde zu weit führen, sie hier zu beschreiben, man findet sie in fast jedem Lehrbuch der Logik. Und wie steht es mit Zen-Kōans? Könnte man sich ein mechanisches Entscheidungsverfahren vorstellen, das echte Zen-Kōans von anderen Dingen unterschiede?


  Wissen wir, ob das System widerspruchsfrei ist?


  Bisher haben wir lediglich angenommen, daß SÄTZE, wenn in der angegebenen Weise interpretiert, wahre Aussagen seien. Wissen wir denn, daß das der Fall ist? Können wir es beweisen? Das ist einfach eine andere Art zu fragen, ob die beabsichtigten Interpretationen („und“ für „∧“ usw.) die „passive Bedeutung“ der Symbole genannt zu werden verdienen? Man kann das von zwei sehr verschiedenen Standpunkten aus betrachten, den man den „klugen“ und „unklugen“ nennen könnte. Ich will nun diese beiden Seiten so, wie ich sie sehe, darlegen und ich personifiziere sie als „Frl. Klug“ und „Frl. Unklug“.


  Frl. Klug: Daß alle SÄTZE sich bei der beabsichtigten Interpretation als wahr erweisen, werden wir erst wissen, wenn wir es beweisen können. Das ist das behutsame, überlegte Verfahren.


  Frl. Unklug: Im Gegenteil. Es ist offensichtlich, daß alle SÄTZE sich als wahr erweisen werden. Bezweifelst du das, dann schau dir noch einmal die Regeln des Systems an. Du wirst sehen: Jede Regel bewirkt, daß das Symbol genau so handelt, wie das von ihm repräsentierte Wort verwendet werden sollte. Zum Beispiel läßt die Verbindungsregel das Symbol „∧“ so handeln wie „und“ handeln sollte, die Abtrennungsregel läßt „⊃“ so handeln, wie es sollte, wenn es für „impliziert“ oder „wenn-dann“ steht, usw. Wenn du nicht wie Herr Schildkröte bist, wirst du in jeder Regel eine Kodifizierung eines Musters finden, das du in deinem eigenen Denken verwendest. Wenn du also deinen eigenen Denkmustern vertraust, dann mußt du glauben, daß alle SÄTZE sich als wahr erweisen. So sehe ich es. Ich brauche gar keinen weiteren Beweis. Wenn du glaubst, daß ein gewisser SATZ sich als falsch erweist, dann denkst du vermutlich, daß eine Regel falsch sein muß. Zeig mir welche.


  Frl. Klug: Ich bin nicht sicher, daß eine fehlerhafte Regel vorliegt, kann dir also auch keine zeigen. Immerhin kann ich mir das folgende Szenarium vorstellen. Die Regeln befolgend stößt du auf einen SATZ, nennen wir ihn x. Gleichzeitig stoße ich, ebenfalls die Regeln befolgend, auf einen anderen SATZ, und das ist zufällig ~x. Kannst du dich nicht zwingen, dir das vorzustellen?


  Frl. Unklug: Nun gut; nehmen wir an, es sei passiert. Warum stört dich das? Oder anders gesagt: angenommen, beim Spiel mit dem MIU-System stoße ich auf einen SATZ x, und du auf xU. Kannst du dich dazu zwingen, dir das vorzustellen?


  Frl. Klug: Natürlich. Tatsächlich sind MI sowohl als auch MIU SÄTZE.


  Frl. Unklug: Beunruhigt dich das nicht?


  Frl. Klug: Natürlich nicht. Dein Beispiel ist lachhaft, da MI und MIU nicht KONTRADIKTORISCH sind, wogegen zwei Ketten x und ~x in der Aussagenlogik kontradiktorisch SIND.


  Frl. Unklug: Nun ja, vorausgesetzt, daß du „~“ als „nicht“ interpretierst. Aber was bringt dich zu der Meinung, daß „~“ als „nicht“ zu interpretieren sei?


  Frl. Klug: Die Regeln selbst. Wenn du sie dir anschaust, merkst du, daß die einzige denkbare Interpretation für „~“ „nicht“ ist — und ebenso die einzige denkbare Interpretation für „ ∧“ „und“ ist, usw.


  Frl. Unklug: Mit anderen Worten, du bist überzeugt, daß die Regeln die Bedeutung dieser Wörter bergen?


  Frl. Klug: Gewiß.


  Frl. Unklug: Und doch bist du noch immer gewillt, daran festzuhalten, daß sowohl x wie auch ~x SÄTZE sein könnten? Warum nicht auch behaupten Igel seien Frösche, oder 1 sei gleich 2, oder daß der Mond aus grünem Käse gemacht sei? Ich jedenfalls bin nicht bereit, auch nur in Betracht zu ziehen, daß solche grundlegenden Bestandteile meiner Denkprozesse falsch sind — behauptete ich das, so müßte ich auch erwägen, ob meine Methoden, das gesamte Problem zu analysieren, ebenfalls falsch sind, und ich würde in vollständiger Verwirrung landen.


  Frl. Klug: Deine Argumente sind stark ... Und doch möchte ich einen Beweis sehen, daß alle SÄTZE sich als wahr erweisen oder daß x und ~x nie gleichzeitig SÄTZE sein können.


  Frl. Unklug: Du willst einen Beweis: Das heißt, nehme ich an, daß du stärker von der Widerspruchsfreiheit der Aussagenlogik überzeugt sein willst, als von deinem eigenen Verstand. Jeder Beweis, der mir einfällt, würde Denkarbeit von größerer Komplexität erfordern als irgendetwas in der Aussagenlogik selbst. Was wäre also bewiesen? Dein Wunsch nach einem Beweis für die Widerspruchsfreiheit der Aussagenlogik erinnert mich an jemand, der Deutsch lernt und darauf besteht, daß man ihm ein Wörterbuch gibt, in dem alle einfachen Wörter durch kompliziertere definiert sind ...


  Noch einmal der Carroll-Dialog


  Diese kleine Debatte zeigt, wie schwierig es ist, Logik und folgerichtiges Denken sich selbst verteidigen zu lassen. Zu einem bestimmten Augenblick hat man den absolut tiefsten Punkt erreicht und dagegen gibt es keine Verteidigung — ausgenommen den lauten Schrei: „Ich weiß, daß ich recht habe“. Wiederum sehen wir uns dem Problem gegenüber, das Lewis Carroll so scharf in seinem Dialog herausgearbeitet hat: Man kann seine Muster folgerichtigen Denkens nicht ewig verteidigen. Es kommt ein Punkt, an dem der Glaube die Zügel übernimmt.


  Ein System folgerichtigen Denkens läßt sich mit einem Ei vergleichen. Ein Ei hat eine Schale, die das Innere schützt. Wenn man es aber irgendwo hinschicken will, verläßt man sich nicht auf die Schale — man verpackt es in einen Behälter, den man danach auswählt, wie rauh man die Reise des Eis einschätzt. Will man besonders vorsichtig sein, legt man das Ei vielleicht in mehrere ineinander gebettete Schachteln. Aber in wieviel Schachteln man das Ei auch verpackt — man kann sich immer eine Katastrophe denken, die es zerbrechen könnte. Das heißt aber nicht, daß man es nie riskiert, ein Ei zu transportieren. In ähnlicher Weise kann man niemals einen endgültig absoluten Beweis antreten, daß ein Beweis in einem System korrekt ist. Natürlich kann man einen Beweis des Beweises, oder des Beweises eines Beweises eines Beweises geben — aber die Gültigkeit des äußersten Systems bleibt immer eine unbewiesene Annahme, die man in gutem Glauben akzeptiert. Man kann sich immer vorstellen, daß eine ungeahnte subtile Eigenschaft Stufe um Stufe des Beweises bis zum tiefsten Punkt ungültig macht und das „bewiesene“ Ergebnis sich dann schließlich als inkorrekt herausstellt. Das aber bedeutet nicht, daß Mathematiker und Logiker ständig bangen müssen, daß das ganze Gebäude der Mathematik falsch sei. Wenn andererseits unorthodoxe oder äußerst lange oder von Computern erzeugte Beweise vorgelegt werden, dann halten Menschen inne, um ein bißchen darüber nachzudenken, was sie unter dem beinahe heiligen Wort „bewiesen“ verstehen.


  Eine vortreffliche Übung für den Leser wäre es an diesem Punkt, zum Carroll-Dialog zurückzukehren, und die verschiedenen Stadien der Debatte in unsere Notation zu codieren, wobei man mit dem ursprünglichen Zankapfel beginnt:


  Achilles: Wenn Sie <<A∧B>⊃Z> haben und außerdem <A∧B>, dann haben Sie sicher Z.


  Schildkröte: Oh, Sie meinen: <<<<A∧B⊃Z>∧<A∧B>>⊃Z>, nicht wahr?


  (Hinweis: Was immer Achilles als Schlußregel auffaßt, flacht die Schildkröte sofort lediglich zu einer Kette des Systems ab. Wenn man nur die Buchstaben A, B und Z verwendet, erhält man ein rekursives Muster von immer längeren Ketten.)


  Abkürzungen und abgeleitete Regeln


  Wenn man in der Aussagenlogik Ableitungen vornimmt, erfindet man bald verschiedene Arten von Abkürzungen, die streng genommen nicht Teile des Systems sind.


  Wenn zum Beispiel die Kette <Q∨~Q> benötigt würde, und <P∨~P> schon früher abgeleitet worden ist, würden viele so vorgehen, als wäre <Q∨~Q> abgeleitet, da sie wissen, daß ihre Ableitung eine genaue Parallele zu der von <P∨~P> bildet. Der abgeleitete SATZ wird als „SATZ-Schema“, als Gußform für andere SÄTZE behandelt. Das erweist sich als ein völlig gerechtfertigtes Vorgehen, da es immer zu neuen SÄTZEN führt, aber es ist keine Regel der Aussagenlogik, wie wir sie dargelegt haben. Vielmehr ist es eine abgeleitete Regel. Es ist ein Teil des Wissens, das wir über das System besitzen. Daß Anwendungen dieser Regel nur richtige SÄTZE ergeben, bedarf natürlich des Beweises — aber ein solcher Beweis ist nicht wie eine Ableitung innerhalb des Systems, es ist ein Beweis im gewöhnlichen, anschaulichen Sinn — eine Kette von folgerichtigen Denkschritten, ausgeführt im I-Modus. Die Theorie über die Aussagenlogik ist eine „Metatheorie“, und die Ergebnisse in ihr kann man „Meta-SÄTZE“ nennen: Sätze über SÄTZE. (Man beachte nebenbei die komische Großschreibung im Ausdruck „Sätze über SÄTZE“ — eine Folge unserer Vereinbarung: Meta-SÄTZE sind Sätze (bewiesene Ergebnisse), die SÄTZE (ableitbare Ketten) betreffen.)


  In der Aussagenlogik könnte man zahlreiche andere Meta-SÄTZE oder abgeleitete Schlußregeln entdecken. Zum Beispiel gibt es eine zweite De Morgans Regel:


  <~x∨~y> und ~<x∧y> sind austauschbar.


  Wäre das eine Regel des Systems, würde es viele Ableitungen erheblich beschleunigen. Genügt es aber nicht, zu beweisen, daß diese Regel korrekt ist? Können wir sie von nun an nicht einfach wie ein Schlußregel verwenden?


  Es liegt kein Grund vor, die Korrektheit dieser bestimmten abgeleiteten Regel anzuzweifeln. Wenn man aber einmal damit anfängt, bei der Arbeit mit der Aussagenlogik abgeleitete Regeln zuzulassen, hat man die Formalität des Systems verloren, da abgeleitete Regeln informal — außerhalb des Systems — abgeleitet werden. Nun hat man formale Systeme vorgeschlagen als eine Methode, jeden Schritt eines Beweises innerhalb eines starren Rahmens explizit aufzuzeigen, so daß jeder Mathematiker die Arbeit eines anderen mechanisch prüfen könnte. Wenn man aber bereit ist, bei der geringsten Gelegenheit diesen Rahmen zu verlassen, hätte man ihn genausogut gar nicht erst errichten brauchen. Deshalb hat die Verwendung solcher Abkürzungen ihre Nachteile.


  Formalisierung höherer Ebenen


  Doch gibt es einen Ausweg. Warum nicht auch die Meta-Theorie formalisieren? Dann wären abgeleitete Regeln (Meta-SÄTZE) SÄTZE eines größeren formalen Systems, und es wäre legitim, nach Abkürzungen Ausschau zu halten, und sie als SÄTZE abzuleiten d. h.: SÄTZE der formalisierten Meta-Theorie — die dann dazu verwendet werden könnten, die Ableitungen von SÄTZEN der Aussagenlogik zu beschleunigen. Das ist ein interessanter Gedanke, aber sobald man ihn vorschlägt, springt man auch schon weiter und denkt an Meta-Meta-Theorien, usw. Es ist klar, daß, soviel Ebenen man auch formalisiert haben mag, irgend jemand schließlich einmal auf der obersten Ebene Abkürzungen vornehmen will.


  Man könnte sogar zu bedenken geben, daß eine Theorie des folgerichtigen Denkens, sorgfältig ausgearbeitet, mit ihrer eigenen Meta-Theorie identisch sein könnte. Dann könnte es sein, daß alle Ebenen in eine Zusammenfallen, und über das System zu denken wäre einfach eine Methode, in ihm zu denken. So einfach geht das aber nicht! Auch wenn das System „über sich selbst denken“ kann, ist es immer noch nicht außerhalb seiner selbst. Wer sich außerhalb des Systems befindet, nimmt es anders wahr, als es sich selbst wahrnimmt. Es gibt also noch immer eine Meta-Theorie — einen Blick von außen — sogar für eine Theorie, die innerhalb ihrer selbst „über sich selbst denken“ kann. Wir werden sehen, daß es Theorien gibt, die „über sich selbst denken“ können. Wir werden sogar bald ein System sehen, in dem das völlig zufällig geschieht, ohne daß wir es beabsichtigt hätten! Und wir werden sehen, was das für Auswirkungen hat. Doch während unseres Studiums der Aussagenlogik wollen wir uns an die einfachsten Vorstellungen halten: keine Vermischung der Ebenen!


  Trugschlüsse können entstehen, wenn man nicht sorgfältig zwischen der Arbeit in dem System (dem M-Modus) und dem Denken über das System (dem I-Modus) unterscheidet. Zum Beispiel könnte die Annahme völlig einleuchtend sein, daß, da <P∨~P> (dessen Halbinterpretation „entweder P oder nicht P“ ist) ein SATZ ist, dann entweder P oder ~P ein SATZ sein muß. Aber damit hat man sich gründlich getäuscht: keines dieser letzten Paare ist ein SATZ. Im allgemeinen ist es gefährlich anzunehmen, daß Symbole zwischen den verschiedenen Ebenen hin und her geschoben werden können — in unserem Falle die Sprache des formalen Systems und seiner Meta-Sprache (Deutsch).


  Gedanken über die Stärken und die Schwächen des Systems


  Wir haben nunmehr ein Beispiel eines Systems mit dem Zweck kennengelernt, einen Teil der Architektur des logischen Denkens darzustellen. Es sind nur wenige Begriffe, mit denen dieses System zu tun hat, und es sind sehr einfache, präzise Begriffe. Doch gerade die Einfachheit und Präzision der Aussagenlogik machen sie für den Mathematiker so anziehend. Dafür gibt es zwei Gründe. 1) Sie kann um ihrer eigenen Eigenschaften willen erforscht werden, genauso wie in der Geometrie einfache, starre Figuren erforscht werden. Man kann sie variieren, indem man verschiedene Symbole, Schlußregeln, Axiome oder Axiomenschemata, usw. verwendet. (Übrigens ähnelt die hier vorgelegte Version der Aussagenlogik einer anderen, die G.Gentzen in den frühen dreißiger Jahren verwendet hat. Es gibt andere Versionen, bei denen nur eine Schlußregel Verwendung findet — üblicherweise die Abtrennung — und bei der es verschiedene Axiome oder Axiomenschemata gibt.) Das Studium der Methoden, aussagenlogische Folgerungen in eleganten formalen Systemen durchzuführen, ist ein attraktives Kapitel der reinen Mathematik. 2) Die Aussagenlogik läßt sich leicht erweitern, um andere fundamentale Aspekte des folgerichtigen Denkens einzubeziehen. Einige, davon werden im nächsten Kapitel zur Sprache kommen, wo wir die Aussagenlogik mit allem Drum und Dran in ein viel größeres und tiefer reichendes System eingliedern werden, in dem verfeinerte zahlentheoretische Folgerungen möglich sind.


  Beweise — Ableitungen


  In gewisser Hinsicht ist die Aussagenlogik dem folgerichtigen Denken sehr ähnlich; man sollte aber ihre Regeln nicht mit denen des menschlichen Denkens gleichsetzen. Ein Beweis ist etwas Informales oder, in anderen Worten, das Ergebnis normalen Nachdenkens, geschrieben für Menschen in menschlicher Sprache. In Beweisen können alle möglichen komplexen Eigenschaften des Denkens verwendet werden, und obschon man „fühlt“, daß sie richtig sind, kann man sich fragen, ob sie logisch zu verteidigen sind. Das ist das eigentliche Ziel der Formalisierung. Eine Ableitung ist eine künstlich hergestellte Entsprechung des Beweises, und mit ihr soll das gleiche Ziel erreicht werden, aber über eine logische Struktur, deren Methoden nicht nur alle explizit, sondern auch alle sehr einfach sind.


  Wenn — und das ist üblicherweise der Fall — eine formale Ableitung verglichen mit dem entsprechenden „natürlichen Beweis“ überaus langwierig ist, dann ist das nicht zu ändern. Es ist der Preis, den man dafür entrichten muß, daß jeder Einzelschritt so einfach ist. Es geschieht häufig, daß eine Ableitung und ein Beweis in komplementärer Bedeutung des Wortes „einfach“ sind. Der Beweis ist einfach, weil jeder Schritt richtig „klingt“, obwohl man vielleicht gar nicht weiß warum; die Ableitung ist einfach, weil jeder der Myriaden von Schritten als so trivial angesehen wird, daß an ihm nichts auszusetzen ist, und da die ganze Ableitung auf solchen trivialen Schritten beruht, sieht man sie als fehlerfrei an. Jeder dieser beiden Typen von Einfachheit bringt jedoch einen charakteristischen Typus von Komplexität mit sich. Im Falle von Beweisen ist es die Komplexität des Systems, auf dem sie beruhen, nämlich der menschlichen Sprache, und im Falle von Ableitungen ist es ihr astronomischer Umfang, der es fast unmöglich macht, sie zu verstehen.


  So sollte man die Aussagenlogik als einen Teil einer umfassenderen Methode zur synthetischen Erzeugung künstlicher beweisartiger Strukturen betrachten. Sie besitzt jedoch nur geringe Flexibilität oder Allgemeinheit. Sie ist nur für den Gebrauch im Zusammenhang mit mathematischen Begriffen gedacht — die ihrerseits sehr starr sind. Als ein recht interessantes Beispiel führen wir eine Ableitung durch, in der eine sehr merkwürdige Kette als Voraussetzung in einer „Fantasie“ verwendet wird: <P∧~P>. Zumindest ist ihre Halb-Interpretation merkwürdig. Die Aussagenlogik jedoch denkt nicht über Halb-Interpretationen nach; sie manipuliert einfach Ketten typographisch und typographisch ist nichts besonderes an dieser Kette. Hier die „Fantasie“ mit dieser Kette als Voraussetzung:


  
    
      	
        1)

      

      	
        [

      

      	
        push

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        <P∧~P>

      

      	
        Voraussetzung

      
    


    
      	
        3)

      

      	
        P

      

      	
        Trennungsregel

      
    


    
      	
        4)

      

      	
        ~P

      

      	
        Trennungsregel

      
    


    
      	
        5)

      

      	
        [

      

      	
        push

      
    


    
      	
        6)

      

      	
        Q

      

      	
        Voraussetzung

      
    


    
      	
        7)

      

      	
        P

      

      	
        Übernahmeregel (von Zeile 3)

      
    


    
      	
        8)

      

      	
        ~~P

      

      	
        Regel der Doppeltilde

      
    


    
      	
        9)

      

      	
        ]

      

      	
        pop

      
    


    
      	
        10)

      

      	
        <~Q⊃~~P>

      

      	
        Fantasieregel

      
    


    
      	
        11)

      

      	
        <~P⊃Q>

      

      	
        Kontrapositionsregel

      
    


    
      	
        12)

      

      	
        Q

      

      	
        Abtrennungsregel (Zeilen 4, 11)

      
    


    
      	
        13)

      

      	
        ]

      

      	
        pop

      
    


    
      	
        14)

      

      	
        <<P∧~P>⊃Q>

      

      	
        Fantasieregel

      
    

  


  Nun hat dieser SATZ eine sehr seltsame Halb-Interpretation:


  P und nicht-P zusammen implizieren Q.


  Da Q durch jede Aussage interpretierbar ist, könnten wir sagen, daß es ungefähr bedeutet: „Aus einem Widerspruch folgt Beliebiges.“ So können in Systemen, die auf der Aussagenlogik beruhen, Kontradiktionen nicht gebändigt werden; sie infizieren das gesamte System wie ein plötzlich auftretender globaler Krebs.


  Umgang mit Kontradiktionen


  Das klingt nicht gerade nach menschlichem Denken. Wenn jemand in seinen eigenen Gedanken auf eine Kontradiktion stößt, ist es äußerst unwahrscheinlich, daß seine ganze geistige Welt zusammenstürzt. Statt dessen würde man vermutlich die Annahmen und Methoden seines folgerichtigen Denkens in Frage stellen, von denen man glaubt, daß sie zu kontradiktorischen Denkergebnissen geführt haben. In anderen Worten: insofern es einem möglich ist, würde man aus den Systemen in seinem Inneren, von denen man glaubt, daß sie die Kontradiktionen verursacht hätten, heraustreten und versuchen, sie zu reparieren. Am wenigsten wahrscheinlich ist, daß man seine Arme hochwirft und ausruft: „Nun, das zeigt wohl, daß ich jetzt alles glaube!“ Als ein Witz — ja. Aber nicht im Ernst.


  Tatsächlich ist Kontradiktion eine der Hauptquellen der Begriffsklärung und des Fortschritts in allen Lebensbereichen, und die Mathematik bildet da keine Ausnahme. Wenn sich früher in der Mathematik eine Kontradiktion fand, versuchten die Mathematiker sofort, das dafür verantwortliche System zu ermitteln, aus ihm herauszuspringen, darüber nachzudenken und es zu verbessern. Die Entdeckung und Beseitigung einer Kontradiktion schwächte die Mathematik nicht, sondern kräftigte sie.


  Das brauchte vielleicht Zeit und eine Anzahl von Fehlstarts, aber schließlich trug es Früchte. Zum Beispiel disputierte man im Mittelalter leidenschaftlich über den Wert der unendlichen Reihe


  1−1+1−1+1−...


  Man „bewies“, daß sie gleich 0, 1 oder ½ und vielleicht noch andere Werte sei. Aus solchen kontroversen Ergebnissen entstand eine umfassendere und tiefer schürfende Theorie der unendlichen Reihen.


  Ein Beispiel, das uns näher liegt, ist die Kontradiktion, der wir uns im Augenblick gegenübersehen, nämlich die Diskrepanz zwischen der Art, wie wir tatsächlich denken, und der Art, wie die Aussagenlogik uns imitiert. Für viele Logiker war das ein Stein des Anstoßes, und viel schöpferische Anstrengung wurde auf den Versuch verwendet, die Aussagenlogik so zurecht zu flicken, daß sie sich nicht so stupid und unflexibel verhält. Ein Versuch, den A. R. Anderson und N. Belnap in ihrem Buch Entailment 3 machen, bringt „relevante Implikation“ ins Spiel, das heißt den Versuch, das Symbol „Wenn-dann“ wirkliche Kausalität darstellen zu lassen, oder doch mindestens eine Verknüpfung der Bedeutungen. Betrachten wir die folgenden aussagen-logischen SÄTZE.


  <P⊃<Q⊃P>>


  <P⊃<Q∨~Q>>


  <<P∧~P>⊃Q>


  <<P⊃Q>∨<Q⊃P>>


  Diese und viele ähnliche zeigen alle, daß zwischen dem ersten und dem zweiten Halbsatz einer Wenn-dann-Aussage überhaupt keine Beziehung zu bestehen braucht, damit sie innerhalb der Aussagenlogik bewiesen werden können. „Relevante Implikation“ oktroyiert dem Zusammenhang, in dem sich die Schlußregeln anwenden lassen, gewisse Einschränkungen. Sie besagt intuitiv, daß „ein Objekt nur von einem anderen abgeleitet werden kann, wenn sie etwas miteinander zu tun haben“. Zum Beispiel würde Zeile 10 in der obigen Ableitung nicht zugelassen und das würde die Ableitung der Kette <<P∧~P>⊃Q> blockieren.


  Noch radikalere Ansätze verzichten völlig auf die Suche nach Vollständigkeit und Widerspruchsfreiheit und versuchen, das menschliche folgerichtige Denken mit all seinen Widersprüchen nachzuahmen. Forschung dieser Art zielt nicht mehr darauf ab, der Mathematik eine feste Grundlage zu geben, sondern will einfach die menschlichen Denkprozesse ergründen.


  Trotz ihrer Besonderheiten besitzt die Aussagenlogik lobenswerte Qualitäten. Wenn man sie in ein größeres System einbettet (wie wir es im nächsten Kapitel tun werden) und wenn wir sicher sind (und das werden wir sein), daß das größere System keine Kontradiktionen enthält, leistet die Aussagenlogik alles, was man sich erhoffen könnte: Sie liefert gültige aussagenlogische Folgerungen — alle, die möglich sind. Wenn aber jemand eine Lücke oder einen Widerspruch aufdeckt, kann er sicher sein, daß das der Fehler des umfassenderen System ist und nicht seines Teilsystems, nämlich der Aussagenlogik.
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  Abb. 42. Krebskanon, von M. C. Escher (ca. 1965).
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  Krebs-Kanon


  Achilles und Theo Schildkröte treffen sich zufällig bei einem Spaziergang im Park.


  Schildkröte: Guten Tag, Achilles.


  Achilles: Gleichfalls, gleichfalls.


  Schildkröte: So nett, Sie wiederzusehen!


  Achilles: Ebenfalls.


  Schildkröte: Ein wunderschöner Tag für einen Spaziergang. Ich werde mich bald auf den Heimweg machen.


  Achilles: Tatsächlich? Es gibt wohl nichts besseres als zu Fuß zu gehen.


  Schildkröte: Übrigens befinden Sie sich in blendender Verfassung, das muß ich sagen.


  Achilles: Vielen Dank.


  Schildkröte: Bitte . . . Hier — mögen Sie eine Zigarre?


  Achilles: Ach, Sie Banause! Auf diesem Gebiet sind die holländischen Beiträge doch von spürbar schlechtem Geschmack, finden Sie nicht auch?


  Schildkröte: In diesem Fall bin ich nicht einverstanden. Was aber den Geschmack angeht, so habe ich vor einiger Zeit endlich den Krebskanon Ihres Lieblingskünstlers M. C. Escher in einer Galerie gesehen, und ich weiß die Schönheit und den Einfallsreichtum sehr wohl zu schätzen, mit dem er ein einziges Thema mit sich selbst verzahnt, und zwar vorwärts wie rückwärts. Aber ich werde wohl immer Bach über Escher stellen.


  Achilles: Ich weiß nicht. Aber eines ist sicher, in Geschmacksfragen mache ich keine Abstriche: De gustibus non est disputandum.


  Schildkröte: Sagen Sie, wie fühlt man sich so in Ihrem Metier? Stimmt es, daß man sich da Sex und Leidenschaft aus dem Kopf streicht?


  Achilles: Genau genommen, wird die eine nicht gestrichen.


  Schildkröte: Aber ist beides nicht dasselbe?


  Achilles: Letzteres ist eine kultiviertere Variante, finde ich.


  Schildkröte: Sagen Sie, spielen Sie nicht Gitarre oder Geige?


  Achilles: Das ist mein guter Freund. Er spielt oft, der Narr. Ich hingegen würde keiner Bohnenstange einen Streich versetzen.


  (Plötzlich taucht Carl Krebs aus dem Nichts auf, kommt aufgeregt näher und zeigt ein ziemlich auffälliges blaues Auge.)


  Krebs: Grüß Gott! Bei Zeus, es gibt was Neu's, Sehen Sie diese Beule? Ziemlich groß! Von einem Stoß! Verpaßt von einem Koloß! Ho! Und an einem so schönen Tag. Da hänge ich müßig an der Frittenbude 'rum, und plötzlich latscht diese Bohnenstange aus Budapest daher, ein kolossal baumlanger Mensch, und spielt Laute. Er war drei Meter groß. Ich mache mich an den Kerl ran, strecke meinen Arm in die Höhe, bringe es fertig, ihm aufs Knie zu klopfen und sage „Verzeihung, mein Herr, aber Sie verpesten die Bude mit ihrem lauten Csárdás!“ Aber — summ! — er hatte keinen Sinn für Humor — nicht ein Fitzelchen, nicht ein Witzelchen — und wumm! — holt er aus und klebt mir eine direkt aufs Auge. Läge es in meiner Natur, wäre ich sehr ärgerlich geworden, aber in der altbewährten Tradition meiner Spezies zog ich mich zurück. Schließlich gehen wir ja vorwärts, wenn wir uns rückwärts bewegen. Das liegt an unseren Genen, wissen Sie. Das erinnert mich an etwas. Ich habe mich immer gefragt: ,,Was kam zuerst, Crustazee oder Gen?“ Das heißt: „Was kam zuletzt, Gen oder Crustazee?“ Ich drehe die Dinge immer rund und rund, wissen Sie. Es ist schließlich in unseren Genen. Wenn wir rückwärts gehn, bewegen wir uns vorwärts. O weh, ach je, meinen Weg ich geh', und an so einem schönen Tag. Ho! Was für ein Krebsleben! TATA! ¡Olé!


  (Und er verschwindet so rasch, wie er gekommen war.)


  Schildkröte: Das ist mein guter Freund. Er spielt oft den Narr. Ich hingegen würde einer Bohnenstange keinen Streich versetzen.


  Achilles: Sagen Sie, spielen Sie nicht Gitarre oder Geige?


  Schildkröte: Letzteres. Ist eine kultiviertere Variante, finde ich.


  Achilles: Aber ist beides nicht dasselbe?


  Schildkröte: Genau genommen, wird die eine nicht gestrichen.


  Achilles: Sagen Sie mir, wie fühlt man sich so in Ihrem Metier? Stimmt es, daß man sich da Sex und Leidenschaft aus dem Kopf streicht?


  Schildkröte: Ich weiß nicht. Aber eines ist sicher, in Geschmacksfragen mache ich keine Abstriche: Disputandum non est de gustibus.


  


  
    
      	

      	
        000000000000000000"

      
    


    
      	
        Abb. 43. Ein kleiner Ausschnitt aus einem von Carls Genen, immer wieder in sich gedreht. Entwirrt man die beiden DNS-Stränge und legt man sie nebeneinander, dann sieht das so aus:


        TTTTTTTTTCGAAAAAAAAA

        AAAAAAAAAGCTTTTTTTTT


        


        Man beachte, daß sie einander gleich sind, nur geht der eine vorwärts und der andere rückwärts. Das ist die Eigenschaft, die jene in der Musik „Krebskanon“ genannte Form definiert. Es erinnert ein bißchen an ein Palindrom, das heißt einen Satz, der sich vorwärts und rückwärts gleich liest. In der Molekularbiologie nennt man solche DNS-Segmente „Palindrome“, eine kleine Fehlbezeichnung da Krebskanon richtiger wäre. Dieses DNS-Segment ist nicht nur krebskanonisch, in seiner Basenfolge ist auch die Struktur des Dialogs verschlüsselt. Sehen Sie einmal genau hin!

      

      	
        [image: Abb. 43.]

      

      	
    

  


  Achilles: In diesem Fall bin ich nicht einverstanden. Was aber den Geschmack angeht, so habe ich vor einiger Zeit endlich den Krebskanon Ihres Lieblingskomponisten J. S. Bach in einem Konzert gehört, und ich weiß die Schönheit und den Einfallsreichtum sehr wohl zu schätzen, mit dem er ein einziges Thema mit sich selbst verzahnt, und zwar vorwärts wie rückwärts. Aber ich werde wohl immer Escher über Bach stellen.


  Schildkröte: Ach, Sie Banause! Auf diesem Gebiet sind die holländischen Beiträge doch von spürbar schlechtem Geschmack, finden Sie nicht auch?


  Achilles: Bitte ... Hier — mögen Sie eine Zigarre?


  


  [image: Abb. 44.]


  Schildkröte: Vielen Dank.


  Achilles: Übrigens befinden Sie sich in blendender Verfassung, das muß ich sagen.


  Schildkröte: Tatsächlich? Es gibt wohl nichts besseres als zu Fuß zu gehen.


  Achilles: Ein wunderschöner Tag für einen Spaziergang. Ich werde mich bald auf den Heimweg machen.


  Schildkröte: Ebenfalls.


  Achilles: So nett, Sie wiederzusehen!


  Schildkröte: Gleichfalls, gleichfalls.


  Achilles: Guten Tag, Theo.


  * − − − * − − − * − − − * − − − * − − − * − − − * − − − *


  * − − − * − − − * − − − * − − − * − − − * − − − *


  * − − − * − − − * − − − * − − − * − − − *


  * − − − * − − − * − − − * − − − *


  * − − − * − − − * − − − *


  * − − − * − − − *


  * − − − *


  * − *


  * *


  *


  *


  *


  *


  *


  * *


  *


  KAPITEL VIII


  Theoria Numerorum Typographica


  Der Krebs-Kanon und indirekter Selbstbezug


  DREI BEISPIELE für indirekten Selbstbezug finden sich im Krebs-Kanon. Achilles und Theo Schildkröte beschreiben beide künstlerische Schöpfungen, die sie kennen, und ganz zufällig haben beide die gleiche Struktur wie der Dialog, indem sie auftreten. (Man stelle sich mein Erstaunen vor, als ich, der Autor, das bemerkte!) Außerdem beschreibt Carl Krebs eine biologische Struktur, und auch diese besitzt dieselbe Eigenschaft. Man könnte natürlich den Dialog lesen und verstehen, aber irgendwie nicht merken, daß auch er die Form eines Krebs-Kanons hat. Das hieße, ihn auf einer Ebene zu verstehen, auf einer anderen aber nicht. Um den Selbstbezug zu erkennen, muß man sowohl die Form als auch den Inhalt des Dialogs betrachten.


  Gödels Konstruktion beruht auf der Beschreibung sowohl der Form wie auch des Inhalts von Ketten des formalen Systems, das wir in diesem Kapitel definieren wollen die Theoria Numerorum Typographica (TNT), oder Typografische Zahlentheorie. Der unerwartete Dreh ist der, daß als Folge der von Gödel entwickelten subtilen Abbildungstechnik die Form von Ketten im formalen System selbst beschrieben werden kann. Schließen wir also Bekanntschaft mit diesem seltsamen System, das über die Fähigkeit des Einwickelns verfügt.


  Was wir in TNT ausdrücken zu können wünschen


  Wir beginnen damit, daß wir einige für die Zahlentheorie typische Aussagen anführen; dann wollen wir versuchen, eine Anzahl grundlegender Begriffe zu finden, mittels derer alle unsere Aussagen neu gefaßt werden können. Diese Begriffe erhalten dann ihre individuellen Symbole. Übrigens sei von Anfang an festgehalten, daß der Ausdruck „Zahlentheorie“ sich nur auf die Eigenschaften der positiven ganzen Zahlen und Null (und Mengen solcher ganzen Zahlen) bezieht. Diese Zahlen heißen natürliche Zahlen. Negative Zahlen spielen in dieser Theorie keine Rolle. So bedeutet das Wort „Zahl“ hier ausschließlich eine natürliche Zahl. Und es ist wichtig — entscheidend! — daß der Leser im Geist das formale System (TNT) und den ziemlich schlecht definierten, aber behaglichen alten Zweig der Mathematik, der die Zahlentheorie selbst darstellt, auseinanderhält; letztere werde ich „N“ nennen.


  Einige typische Aussagen der N-Zahlentheorie sind:


  
    
      	
        1)

      

      	
        5 ist eine Primzahl.

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        2 ist keine Quadratzahl.

      
    


    
      	
        3)

      

      	
        1729 ist die Summe zweier Kubikzahlen.

      
    


    
      	
        4)

      

      	
        Die Summe zweier positiver Kubikzahlen ist selbst keine Kubikzahl.

      
    


    
      	
        5)

      

      	
        Es gibt unendlich viele Primzahlen.

      
    


    
      	
        6)

      

      	
        6 ist gerade.

      
    

  


  Nun könnte man meinen, daß wir ein Symbol für jeden Begriff wie „Prim-“ oder „Kubikzahl“ oder „positiv“ benötigen, aber diese Begriffe sind wirklich nicht primitiv. Zum Beispiel hat die Eigenschaft, eine Primzahl zu sein, mit den Faktoren zu tun, die eine Zahl besitzt, was wiederum mit der Multiplikation zusammenhängt. Formulieren wir die Aussagen also in anscheinend elementareren Ausdrücken neu:


  
    
      	
        1')

      

      	
        Es gibt keine Zahlen a und b, die beide größer sind als 1, so daß 5 gleich a mal b ist.

      
    


    
      	
        2')

      

      	
        Es gibt keine Zahl b, so daß b mal b gleich 2 ist.

      
    


    
      	
        3')

      

      	
        Es gibt Zahlen b und c, so daß b mal b mal b, plus c mal c mal c gleich 1729 ist.

      
    


    
      	
        4')

      

      	
        Für alle Zahlen b und c, die größer als 0 sind, gibt es keine Zahl a, so daß a mal a mal a gleich b mal b mal b plus c mal c mal c ist.

      
    


    
      	
        5')

      

      	
        Für jede Zahl a existiert eine Zahl b, die größer als a ist und die Eigenschaft besitzt, daß es keine Zahlen c und d, beide größer als 1, gibt, so daß b gleich c mal d ist.

      
    


    
      	
        6')

      

      	
        Es gibt eine Zahl e, so daß 2 mal e gleich 6 ist.

      
    

  


  Diese Analyse hat uns den Grundelementen der zahlentheoretischen Sprache sehr viel näher gebracht. Es ist klar, daß einige Wendungen immer und immer wiederkehren:


  
    
      	
        für alle Zahlen b

      
    


    
      	
        es gibt eine Zahl b, so daß ...

      
    


    
      	
        größer als

      
    


    
      	
        gleich

      
    


    
      	
        mal

      
    


    
      	
        plus

      
    


    
      	
        0, 1, 2 ...

      
    

  


  Die meisten hiervon werden individuelle Symbole erhalten. Eine Ausnahme ist „größer als“, das noch weiter reduziert werden kann. Tatsächlich wird aus der Aussage „a ist größer als b“:


  Es gibt eine Zahl c, die nicht gleich 0 ist,

  so daß a gleich b plus c ist.


  Zahlzeichen


  Wir werden kein besonderes Symbol für jede natürliche Zahl haben. Statt dessen werden wir eine ganz einfache, einheitliche Methode anwenden, jeder natürlichen Zahl ein zusammengesetztes Symbol zu geben — ganz ähnlich, wie wir es beim pg-System taten. Unsere Notation für natürliche Zahlen ist:


  
    
      	
        null:

      

      	

      	
        0

      
    


    
      	
        eins:

      

      	

      	
        S0

      
    


    
      	
        zwei:

      

      	

      	
        SS0

      
    


    
      	
        drei:

      

      	

      	
        SSS0

      
    


    
      	

      	
        usw.

      

      	
    

  


  Das Symbol S hat eine Interpretation — „der Sukzessor (Nachfolger) von“. Deshalb ist die wörtliche Interpretation von SS0 „der Sukzessor des Sukzessors von Null“. Ketten dieser Form nennt man Zahlzeichen.


  Variablen und Ausdrücke


  Es ist klar, daß wir eine Methode zur Bezeichnung unspezifizierter oder variabler Zahlen benötigen. Dafür werden wir die Buchstaben a, b, c, d, e gebrauchen. Aber fünf sind nicht genug. Wir brauchen einen unerschöpflichen Vorrat, wie wir in der Aussagenlogik einen unerschöpflichen Vorrat an Atomen brauchten. Wir werden ähnlich vorgehen, um mehr Variablen zu erzeugen: indem wir beliebig viele Striche anhängen. Zum Beispiel sind


  
    
      	
        e

      
    


    
      	
        d'

      
    


    
      	
        c''

      
    


    
      	
        b'''

      
    


    
      	
        a''''

      
    

  


  alles Variablen.


  In einem gewissen Sinn ist es ein Luxus, die fünf ersten Buchstaben des Alphabets zu gebrauchen, wenn wir einfach mit a und den Strichen auskämen. Später werde ich tatsächlich b, c, d und e fallen lassen, was zu einer Art „strengerer“ Version von TNT führen wird — strenger in dem Sinn, daß es etwas schwerer fällt, komplexe Formeln zu entziffern. Im Moment gestatten wir uns also diesen Luxus noch.


  Wie steht es mit der Addition und der Multiplikation? Sehr einfach: wir verwenden die geläufigen Symbole „+“ und „·“. Wir werden aber auch Klammern benötigen (wir schlüpfen nun langsam in die Regeln hinein, die wohlgeformte Ketten von TNT definieren). Um „b plus c“ und „b mal c“ zu schreiben, verwenden wir zum Beispiel die Ketten


  (b + c)


  (b�·c)


  Solche Klammersetzungen dürfen nicht auf die leichte Schulter genommen werden: wenn man die Konvention verletzt, erzeugt man eine nicht wohlgeformte Formel („Formel?“ Ich gebrauche diesen Ausdruck anstelle von „Kette“, weil es so üblich ist. Eine Formel ist nicht mehr und nicht weniger als eine Kette von TNT.)


  Übrigens sind Addition und Multiplikation immer als binäre Operationen zu betrachten — das heißt, sie verknüpfen genau zwei Zahlen, niemals drei oder noch mehr. Wünscht man also „1 plus 2 plus 3“ zu übersetzen, muß man sich entscheiden, welchen der beiden nachstehenden Ausdrücke man will:


  (S0 + (SS0 + SSS0))

  ((S0 + SS0) + SSS0)


  Der nächste Begriff, für den wir ein Symbol brauchen, ist gleich. Das ist ganz einfach: wir verwenden „=“. Der Vorteil bei der Übernahme der in N (der nicht formalen Zahlentheorie) verwendeten Symbole liegt auf der Hand: gute Lesbarkeit. Der Nachteil ist sehr ähnlich dem beim Gebrauch der Wörter „Punkt“ und „Gerade“ in einer formalen Darstellung der Geometrie: Wenn man nicht sehr gewissenhaft und vorsichtig vorgeht, kann man den Unterschied zwischen der bekannten Bedeutung und dem strikten, von Regeln beherrschten Verhalten des formalen Symbols verwischen. In den Ausführungen zur Geometrie unterschied ich zwischen dem umgangssprachlichen Wort und dem formalen Ausdruck, indem ich diesen in Großbuchstaben wiedergab: So war in der elliptischen Geometrie ein PUNKT das Zusammenfallen zweier gewöhnlicher Punkte. Hier gibt es keine solche Unterscheidung, deshalb bedarf es denkerischer Bemühung, will man das Symbol nicht mit all den Assoziationen verwechseln, mit denen es beladen ist. Wie schon früher im Hinblick auf das pg-System gesagt, ist die Kette −−− nicht die Zahl 3, wohl aber isomorph zu 3, zumindest im Kontext der Addition. Ähnliches gilt für die Kette SSS0.


  Atome und aussagenlogische Symbole


  Alle Symbole der Aussagenlogik mit Ausnahme der Buchstaben, die für Atome verwendet werden (P, Q und R) werden wir auch in TNT verwenden, und sie behalten ihre Interpretation bei. Die Rolle der Atome spielen die Ketten, die, interpretiert, Gleichheitsaussagen sind, etwa S0=SS0 oder (S0·S0)=S0. Wir sind nun im Besitz der Ausrüstung zur Übersetzung einer ganzen Anzahl von einfachen Aussagen in die TNT-Notation:


  
    
      	
        2 plus 3 gleich 4:

      

      	
        (SS0+SSS0)=SSSS0

      
    


    
      	
        2 plus 2 ist nicht gleich 3:

      

      	
        ~(SS0+SS0)=SSS0

      
    


    
      	
        Wenn 1 gleich 0, dann 0 gleich 1:

      

      	
        <S0=0⊃0=S0>

      
    

  


  Die erste dieser Ketten ist ein Atom, das übrige sind zusammengesetzte Formeln. (Warnung: Das „und“ im Ausdruck „1 und 1 gleich 2“ ist einfach ein anderes Wort für „plus“ und muß durch „+“ (und die nötigen Klammern) dargestellt werden.)


  Freie Variablen und Quantoren


  Alle die obigen wohlgeformten Formeln haben die Eigenschaft, daß sie Interpretationen von Aussagen sind, die entweder wahr oder falsch sind. Es gibt jedoch auch wohlgeformte Formeln, die nicht diese Eigenschaft haben, wie


  (b+S0)=SS0


  Die Interpretation lautet „b plus 1 gleich 2“. Da b unspezifiziert ist, gibt es keine Methode, dieser Behauptung einen Wahrheitswert zuzuschreiben. Es ist wie bei einer kontextfreien Behauptung mit einem Pronomen, wie etwa „sie ist ungeschickt“. Das ist weder falsch noch wahr, sondern wartet darauf, daß man es in einen Kontext einführt. Da sie weder falsch noch wahr ist, nennt man eine solche Formel offen; die Variable b nennt man freie Variable.


  Eine Methode, eine offene Formel in eine geschlossene Formel oder Aussage zu verwandeln, ist, ihr einen Quantor vorauszustellen — entweder die Wendung „es existiert eine Zahl b, so daß ...“, oder aber die Wendung „für alle Zahlen b“. Im ersten Falle erhält man:


  Es existiert eine Zahl b, so daß b plus 1 gleich 2. Das ist offensichtlich wahr.


  Im zweiten Fall enthält man:


  Für alle Zahlen b ist b plus 1 gleich 2.


  Das ist offensichtlich falsch. Wir führen nunmehr Symbole für die beiden Quantoren ein. Die beiden oben stehenden Aussagen werden wie folgt in die TNT-Notation übersetzt:


  
    
      	
        ∃b:(b+S0)=SS0

      

      	
        („∃“ steht für „es existiert“.)

      
    


    
      	
        ∀b:(b+S0)=SS0

      

      	
        („∀“ steht für „für alle“.)

      
    

  


  Es ist sehr wichtig zu beachten, daß diese Aussagen sich nicht mehr auf unspezifizierte Zahlen beziehen; die erste ist eine Existenzbehauptung, die andere eine Allbehauptung. Sie würden dasselbe bedeuten, auch wenn man sie mit c anstatt b schriebe:


  ∃c:(c+S0)=SS0

  ∀c:(c+S0)=SS0


  Eine von einem Quantor beherrschte Variable nennt man quantifizierte Variable. Die beiden folgenden Formeln illustrieren den Unterschied zwischen freien und quantifizierten Variablen


  
    
      	
        (b·b)=SS0

      

      	
        (offen)

      
    


    
      	
        ~∃b:(b·b)=SS0

      

      	
        (geschlossen, eine Aussage der TNT)

      
    

  


  Die erste Formel drückt eine Eigenschaft aus, die eine natürliche Zahl besitzen müßte. Selbstverständlich besitzt keine natürliche Zahl diese Eigenschaft. Und genau das spricht die zweite Formel aus. Es ist von größter Wichtigkeit, daß man den Unterschied versteht zwischen einer Kette mit einer freien Variablen, die eine Eigenschaft ausdrückt, und einer Kette, in der die Variable quantifiziert ist und die eine Wahrheit oder eine Unwahrheit ausdrückt. Die Übersetzung einer Formel mit mindestens einer freien Variablen — einer offenen Formel — ins Deutsche lautet „Prädikat“. Es ist eine Aussage ohne Subjekt (oder eine Aussage, deren Subjekt ein kontextfreies Pronomen ist). Zum Beispiel sind


  „ist eine Aussage ohne Subjekt“


  „wäre eine Anomalie“


  „rennt gleichzeitig vorwärts und rückwärts“


  „improvisierte eine sechsstimmige Fuge auf Bestellung“


  nicht-arithmetische Prädikate. Sie drücken Eigenschaften aus, die spezifische Subjekte haben — oder auch nicht. Man könnte genausogut ein „Pro-Forma-Subjekt“ wie „So-und-so“) nehmen. Eine Kette mit freien Variablen ist wie ein Prädikat mit „So-und-so“ als Subjekt. Zum Beispiel:


  (S0+S0)=b


  ist, als sagte man „1 plus 1 gleich So-und-so“. Das ist ein Prädikat mit der Variablen b. Es drückt eine Eigenschaft aus, die die Zahl b haben könnte. Ersetzte man b durch verschiedene Zahlzeichen, erhielte man eine Folge von Formeln, von denen die meisten eine Unwahrheit ausdrückten. Hier ein weiteres Beispiel für den Unterschied zwischen offenen Formeln und Aussagen:


  ∀b:∀c:(b+c)=(c+b)


  Diese Formel ist eine Aussage, die natürlich die Kommutativität der Addition darstellt. Dagegen ist


  ∀c:(b+c)=(c+b)


  eine offene Formel, da b frei ist. Sie drückt eine Eigenschaft aus, die die unspezifizierte Zahl b haben oder auch nicht haben könnte, nämlich sich zu allen Zahlen c kommutativ zu verhalten.


  Übersetzung der Beispielsätze


  Damit ist unser Vokabular, mit dem wir alle zahlentheoretischen Aussagen ausdrücken werden, vollständig! Es bedarf gehöriger Übung, um den Dreh herauszubekommen, wie man komplizierte Aussagen von N in dieser Notation ausdrückt, und umgekehrt die Bedeutung wohlgeformter Formeln herausfindet. Aus diesem Grunde kehren wir zu den zu Beginn gegebenen sechs Beispielsätzen zurück, und arbeiten ihre Übersetzung in TNT heraus. Der Leser denke übrigens nicht, daß die nachstehenden Übersetzungen die einzig möglichen seien — bei weitem nicht! Es gibt viele — unendlich viele Arten, jeden einzelnen Satz auszudrücken.


  Beginnen wir mit der letzten: „6 ist gerade.“ Das formulierten wir neu in primitiveren Begriffen: „Es gibt eine Zahl e, so daß 2 mal e gleich 6 ist.“ Das ist leicht:


  ∃e:(SS0·e)=SSSSSS0


  Man beachte, daß ein Quantor notwendig ist; es ginge schlechterdings nicht an, einfach


  (SS0·e)=SSSSSS0


  zu schreiben. Die Interpretation dieser Kette ist natürlich weder richtig noch falsch; sie drückt einfach eine Eigenschaft aus, die die Zahl e haben könnte.


  Ungewohnt ist, daß wir (da wir wissen, daß die Multiplikation kommutativ ist) ohne weiteres hätten statt dessen schreiben können


  ∃e:(e·SS0)=SSSSSS0


  Oder (da wir wissen, daß Gleichheit eine symmetrische Beziehung ist) wir hätten die Wahl gehabt, die beiden Seiten der Gleichung in umgekehrter Folge niederzuschreiben:


  ∃e:SSSSSS0=(SS0·e)


  Nun sind diese drei Übersetzungen von „6 ist gerade“ ganz verschiedene Ketten, und es liegt keineswegs auf der Hand, daß wenn die eine ein SATZ ist, die anderen ebenfalls SÄTZE sein müssen. (In ähnlicher Weise hatte die Tatsache, daß −−p−g−−− ein SATZ war, sehr wenig mit der Tatsache zu tun, daß die „gleichwertige“ Kette −p−−g−−− ein SATZ war. Die Gleichwertigkeit ist in unserem Gehirn, da wir — als Menschen, die wir nun mal sind — fast automatisch an Interpretationen denken und nicht an strukturelle Eigenschaften von Formeln.


  Die Aussage 2 — „2 ist keine Quadratzahl“ — können wir fast sofort erledigen:


  ~∃b:(b·b)=SS0


  Aber auch hier stoßen wir wieder auf eine Doppeldeutigkeit. Was, wenn wir versucht hätten, die Kette wie folgt zu schreiben?


  ∀b:~(b·b)=SS0


  Der erste Ausdruck besagt: „Es ist nicht der Fall, daß es eine Zahl b gibt mit der Eigenschaft, daß das Quadrat von b gleich 2 ist“, während der Zweite besagt: „Für alle Zahlen b ist es nicht der Fall, daß das Quadrat von b gleich 2 ist. Wiederum sind die begrifflichen Inhalte für uns gleichwertig, aber in TNT sind es verschiedene Ketten.


  Gehen wir zu Aussage 3 über: „1729 ist die Summe zweier Kubikzahlen“. Dafür brauchen wir zwei Existenzquantoren, einen hinter dem anderen:


  
    
      	
        ∃b:∃c:SSSSSS.........SSSSS0=(((b·b)·b)+((c·c)·c))

      
    


    
      	
        ∃b:∃c:[image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ]

      
    


    
      	
        ∃b:∃c:SSSSSSS1729 Stück

      
    

  


  Alternativen gibt es in Hülle und Fülle: Umkehrung der Reihenfolge der Quantoren, Umstellung der beiden Seiten der Gleichung, Umänderung der Variablen in d und e, Umkehrung der Addition, andere Darstellung der Multiplikation usw. Jedoch bevorzuge ich die folgenden zwei Übersetzungen:


  ∃b:∃c:(((SSSSSSSSSS0·SSSSSSSSSS0)·SSSSSSSSSS0)+

  ((SSSSSSSSS0·SSSSSSSSS0)·SSSSSSSSS0))=(((b·b)·b)+((c·c)·c))


  und


  ∃b:∃c:(((SSSSSSSSSSSS0·SSSSSSSSSSSS0)·SSSSSSSSSSSS0)+

  ((S0·S0)·S0))=(((b·b)·b)+((c·c)·c))


  Sehen Sie warum?


  Einige Kunstgriffe


  Nehmen wir uns nunmehr die verwandte Aussage 4 vor: „Die Summe zweier positiver Kubikzahlen ist selbst keine Kubikzahl.“ Nehmen wir an, daß wir einfach sagen wollten, daß 7 nicht die Summe zweier positiver Kubikzahlen ist. Am leichtesten geht das, wenn wir die Formel, die behauptet, 7 sei die Summe zweier positiver Kubikzahlen, verneinen. Das ist genau wie bei der vorausgegangenen Aussage, die mit 1729 zu tun hatte, nur daß wir noch die Bedingung hineinnehmen müssen, daß die Kubikzahlen positiv sein müssen. Hier können wir einen Kunstgriff anwenden: Wir stellen den Variablen das Symbol S voraus:


  ∃b:∃c:SSSSSSS0=(((Sb·Sb)·Sb)+((Sc·Sc)·Sc))


  Wie man sieht, erheben wir nicht b und c in die dritte Potenz, sondern deren Sukzessoren, die positiv sein müssen, da der kleinste Wert, den entweder b oder c annehmen können, null ist. Somit stellt die rechte Seite eine Summe von zwei positiven Kubikzahlen dar. Man beachte übrigens, daß die Wendung „Es gibt Zahlen b und c, so daß ...“, wenn übersetzt, vom Symbol „ ∧“, das für „und“ steht, keinen Gebrauch macht. Dieses Symbol dient zur Verknüpfung zweier wohlgeformter Ketten, nicht zur Verknüpfung zweier Quantoren.


  Nachdem wir nun „7 ist die Summe zweier positiver Kubikzahlen“ übersetzt haben, wollen wir es verneinen. Dazu muß man lediglich dem Ganzen eine einfache Tilde voranstellen. (Anmerkung: Man darf nichtjeden Quantor verneinen, obgleich der erwünschte Teilsatz lautet: „Es gibt keine Zahlen b und c, so daß ...“.) Wir erhalten also


  ~∃b:∃c:SSSSSSS0=(((Sb·Sb)·Sb)+((Sc·Sc)·Sc))


  Nun war unser ursprüngliches Ziel, diese Eigenschaft nicht für die Zahl 7, sondern für alle Kubikzahlen zu behaupten. Wir ersetzen deshalb das Zahlwort SSSSSSS0 durch die Kette ((a·a)·a), was die Übersetzung von „a hoch drei“ ist:


  ~∃b:∃c:((a·a)·a)=(((Sb·Sb)·Sb)+((Sc·Sc)·Sc))


  In dieser Phase befinden wir uns im Besitz einer offenen Formel, da a noch frei ist. Diese Formel drückt eine Eigenschaft aus, die eine Zahl a haben oder auch nicht haben könnte — und unsere Absicht ist es, zu behaupten, daß alle Zahlen diese Eigenschaft haben. Das ist einfach, man braucht dem Ganzen nur einen Allquantor voranzustellen:


  ∀a:~∃b:∃c:((a·a)·a)=(((Sb·Sb)·Sb)+((Sc·Sc)·Sc))


  Eine ebensogute Übersetzung wäre:


  ~∃a:∃b:∃c:((a·a)·a)=(((Sb·Sb)·Sb)+((Sc·Sc)·Sc))


  In strenger TNT könnten wir a' statt b und a'' statt c verwenden, und die Formel würde lauten:


  ~∃a:∃a':∃a'':((a·a)·a)=(((Sa'·Sa')·Sa')+((Sa''·Sa'')·Sa''))


  Wie steht es mit Aussage 1: „5 ist eine Primzahl“? Wir hatten ihn wie folgt umformuliert: „Es gibt keine Zahlen a und b beide größer als 1, so daß 5 gleich a mal b ist.“ Wir können das etwas modifizieren: „Es gibt keine Zahlen a und b, so daß 5 gleich a + 2 mal b plus 2 ist.“ Das ist ein weiterer Kunstgriff - da a und b auf die Werte natürlicher Zahlen beschränkt sind, ist das eine angemessene Methode, um das Gleiche zu sagen. Nun könnte man „b plus 2“ als (b+SS0) übersetzen, aber es gibt eine kürzere Schreibweise: nämlich SSb. In gleicher Weise kann man „c plus 2“ als SSc schreiben. Jetzt ist unsere Übersetzung äußerst konzis:


  ~∃b:∃c:SSSSS0=(SSb·SSc)


  Ohne die Tilde zu Beginn wäre das eine Behauptung, daß zwei natürliche Zahlen wirklich existieren, die, wenn um 2 vermehrt, ein Produkt besitzen, das gleich 5 ist. Mit der vorangestellten Tilde wird die ganze Aussage verneint, und das führt zur Behauptung, 5 sei eine Primzahl. Wollten wir behaupten, daß d plus e plus 1 anstelle von 5 eine Primzahl ist, dann ist die rationellste Methode die, die Ziffer 5 durch die Kette (d+Se) zu ersetzen:


  ~∃b:∃c:(d+Se)=(SSb·SSc)


  Wiederum eine offene Formel, also eine, deren Interpretation weder eine wahre noch eine falsche Aussage ist, sondern einfach eine Behauptung über zwei unspezifizierte Zahlen d und e. Man beachte, daß die durch die Kette (d+Se) repräsentierte Zahl notwendigerweise größer als d ist, da man zu d einen unspezifizierten, aber unzweifelhaft positiven Betrag addiert hat. Wenn wir also die Variable e existentiell quantifizieren, erhalten wir eine Formel, die behauptet:


  Es gibt eine Zahl, die größer als d und eine Primzahl ist.


  ∃e:~∃b:∃c:(d+Se)=(SSb·SSc)


  Nun, alles, was wir jetzt noch zu tun haben, ist zu behaupten, daß diese Eigenschaft besteht, was immer auch d sein mag. Man erreicht das durch Allquantifizierung der Variablen d:


  ∀d:∃e:~∃b:∃c:(d+Se)=(SSb·SSc)


  Das ist die Übersetzung von Aussage 5!


  Übersetzungsaufgaben für den Leser


  Die Aufgabe, alle sechs für die Zahlentheorie typischen Aussagen zu übersetzen, wäre damit erfüllt. Doch sind wir damit nicht automatisch Fachleute in der TNT-Notation. Es gibt noch einige verzwickte Fragen zu lösen. Mit den folgenden sechs wohlgeformten Formeln kann der Leser sein Verständnis der TNT-Notation prüfen. Was bedeuten Sie? Welche von ihnen sind wahr (natürlich wenn interpretiert!) und welche falsch? (Hinweis: die Lösungsmethode besteht darin, daß man nach links fortschreitet. Zuerst übersetze man das Atom, dann überlege man sich, was die Beifügung eines einzigen Quantors oder einer Tilde bewirkt; dann rücke man weiter nach links und füge einen anderen Quantor oder eine andere Tilde hinzu, gehe wieder einen Schritt nach links und tue das Gleiche.)


  ~∀c:∃b:(SS0·b)=c


  ∀c:~∃b:(SS0·b)=c


  ∀c:∃b: ~(SS0·b)=c


  ~∃b:∀c:(SS0·b)=c


  ∃b:~∀c:(SS0·b)=c


  ∃b:∀c:~(SS0·b)=c


  (Zweiter Hinweis: Entweder sind vier wahr und zwei falsch, oder vier falsch und zwei wahr.)


  Der Unterschied zwischen Wahr und Falsch


  An diesem Punkt macht sich eine Atempause bezahlt. Man überlege, was es bedeuten würde, über ein formales System zu verfügen, das die wahren Aussagen aus den falschen heraussieben würde; dieses System würde all diese Ketten - die für uns wie Aussagen aussehen - als Entwürfe behandeln, die zwar eine Form, aber keinen Inhalt haben. Und dieses System wäre wie ein Sieb, durch das nur Entwürfe mit einem besonderen Stil hindurchgehen, dem „Stil der Wahrheit“. Wenn man die oben genannten Formeln geprüft und die falschen von den richtigen getrennt hat, indem man über ihre Bedeutung nachdachte, wird man die Feinheiten zu schätzen wissen, die ein solches System haben müße, das dasselbe leisten könnte - nur eben typographisch! Die Grenze, die die wahren Aussagen von der Menge der falschen trennt (wie in der TNT-Notation) verläuft keineswegs gerade; es ist eine Grenze mit vielen gefährlichen Kurven (man denke an Abb. 18!), eine Grenze, von der die Mathematiker im Verlauf von Jahrhunderten hier und da Teilstücke festgelegt haben. Man stelle sich vor, was für eine Sensation es wäre, eine typographische Methode zu besitzen, die jede Formel garantiert auf der richtigen Seite dieser Grenze plaziert!


  Die Regeln des Wohlgeformtseins


  Es ist nützlich, eine Tabelle der Regeln für die Bildung wohlgeformter Formeln zu haben; wir geben sie nachstehend. Es gibt einige Vorstadien: die Definition von Zahlzeichen, Variablen und Termen. Diese drei Klassen von Ketten sind Bestandteile von wohlgeformten Formeln, aber selber nicht wohlgeformt. Die kleinsten wohlgeformten Formeln sind die Atome; sodann gibt es Möglichkeiten, Atome zusammenzusetzen. Viele dieser Regeln sind rekursive Verlängerungsregeln, indem sie als Eingabe ein Element einer gegebenen Klasse annehmen und ein längeres Element der gleichen Klasse erzeugen. In dieser Tabelle gebrauche ich „x“ und ,,y“ für wohlgeformte Formeln, und „s“, „t“ und „u“ für andere Arten von TNT-Ketten. Natürlich ist keines dieser fünf Symbole selber ein Symbol von TNT.


  ZAHLZEICHEN


  0 ist ein Zahlzeichen.


  Ein Zahlzeichen, dem ein S vorausgeht, ist ebenfalls ein Zahlzeichen.


  Beispiele: 0 S0 SS0 SSS0 SSSS0 SSSSS0


  VARIABLEN


  a ist eine Variable. Wenn wir nicht streng sein wollen, sind es auch b, c, d und e. Eine Variable, der ein oder mehrere Striche folgen, ist ebenfalls eine Variable.


  Beispiele: a b' c'' d''' e''''


  TERME


  Alle Zahlzeichen und Variablen sind Terme.


  Ein Term, vor dem S steht, ist ebenfalls ein Term. Wenn s und t Terme sind, dann auch (s + t) und (s · t).


  Beispiele: 0 b SSa' (S0·(SS0+c)) S(Sa·(Sb·Sc))


  TERME können in zwei Kategorien aufgeteilt werden:


  
    
      	
        1)

      

      	
        DEFINITE Terme. Diese enthalten keine Variablen.

      
    


    
      	

      	
        Beispiele: 0 (S0+S0) SS((SS0·SS0)+(S0·S0))

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        INDEFINITE Terme. Diese enthalten Variablen.

      
    


    
      	

      	
        Beispiele: b Sa (b+S0) (((S0+S0)+S0)+e)

      
    

  


  Die oben genannten Regeln sagen uns, wie man Teile wohlgeformter Formeln, die restlichen Regeln, wie man vollständige wohlgeformte Formeln erzeugen kann.


  ATOME


  Wenn s und t Terme sind, dann ist s = t ein Atom.


  Beispiele: S0=0 (SS0+SS0)=SSSS0 S(b+c)=((c·d)·e)


  Wenn ein Atom eine Variable u enthält, dann ist u in ihm frei. So gibt es im letzten Beispiel vier freie Variablen


  VERNEINUNGEN


  Eine wohlgeformte Formel, der eine Tilde vorangestellt wird, ist wohlgeformt.


  Beispiele: ~S0=0 ~∃b:(b+b)=S0 ~<0=0 ⊃ S0=0> ~b=S0


  Der Quantifizierungsstatus einer Variablen (der uns sagt, ob sie frei oder quantifiziert ist) ändert sich bei Verneinung nicht.


  ZUSAMMENSETZUNGEN


  Sind x und y wohlgeformte Formeln, und vorausgesetzt, daß keine Variable in der einen frei, in der anderen quantifiziert ist, dann sind alle folgenden Ausdrücke wohlgeformte Formeln:


  <x ∧ y>, <x ∨ y>, <x ⊃ y>


  Beispiele: <0=0∧~0=0> <b=b�∨�~∃c:c=b> <S0=0⊃∀c:~∃b:(b+b)=c>


  Der Quantifizierungsstatus einer Variablen ändert sich hier nicht.


  QUANTIFIZIERUNGEN


  Wenn u eine Variable ist und x eine wohlgeformte Formel, in der u frei ist, dann sind die folgenden Ketten wohlgeformte Formeln:


  ∃u:x und ∀u:x.


  Beispiele: ∀b:<b=b∨~∃c:c=b> ∀c:~∃b:(b+b)=c ~∃c:Sc=d


  OFFENE FORMELN enthalten mindestens eine freie Variable.


  Beispiele: ~c=c b=b <∀b:b=b∧~c=c>


  GESCHLOSSENE FORMELN (AUSSAGEN) enthalten keine freien Variablen.


  Beispiele: S0=0 ∀d:d=0 ∃c:<∀b:b=b∧~c=c>


  Damit ist die Tabelle der Erzeugungsregeln für die wohlgeformten Formeln von TNT vollständig.


  Noch ein paar Übersetzungsübungen


  Und jetzt ein paar praktische Übungen für den Leser, um zu prüfen, ob er die Notationen in TNT versteht. Er versuche, die vier ersten der folgenden N-Aussagen in TNT-Formeln zu übersetzen, und die letzte in eine offene wohlgeformte Formel.


  Alle natürlichen Zahlen sind gleich 4.


  Es gibt keine natürliche Zahl, die gleich ihrem eigenen Quadrat ist.


  Verschiedene natürliche Zahlen haben verschiedene Nachfolger.


  Wenn 1 gleich 0 ist, dann ist jede Zahl ungerade.


  b ist eine Potenz von 2.


  Der letzte Satz kommt dem Leser vielleicht etwas verzwickt vor. Das ist aber noch gar nichts verglichen mit:


  b ist eine Potenz von 10.


  Seltsamerweise erfordert die Übersetzung dieser Aussage großes Geschick. Ich warne den Leser: Er sollte es nur versuchen, wenn er bereit ist, Stunden und Stunden darauf zu verwenden — und wenn er sich in der Zahlentheorie sehr gut auskennt!


  Ein nicht-typographisches System


  Damit sind wir am Ende unserer Darstellung der TNT-Notation angekommen; es bleibt aber immer noch das Problem, TNT zu dem anspruchsvollen System zu machen, das wir beschrieben haben. Wären wir darin erfolgreich, so würde das die den verschiedenen Symbolen gegebenen Interpretationen rechtfertigen. Bis wir das getan haben, sind jedoch diese einzelnen Interpretationen nicht besser gerechtfertigt, als es die „Pferd-Apfel-glücklich“-Interpretationen für das pg-System waren.


  Nun könnte jemand die folgende Konstruktionsmethode für TNT vorschlagen: 1) Man braucht keine Schlußregeln; sie sind unnötig, weil wir 2) alle Axiome als wahre zahlentheoretische Aussagen (in der TNT-Notation) auffassen. Was für eine einfache Vorschrift! Leider ist sie so sinnleer, wie unsere spontane Reaktion uns sagt. Teil 2 ist natürlich keine typographische Beschreibung von Ketten. Der ganze Zweck von TNT ist ja der, herauszufinden, ob und wie es möglich ist, die wahren Ketten typographisch zu charakterisieren.


  Die fünf Axiome und erste TNT-Regeln


  Wir werden somit einen schwierigeren Weg einschlagen als den eben ins Auge gefaßten. Wie versprochen, werden alle Regeln der Aussagenlogik in TNT übernommen. Deshalb wird ein SATZ von TNT lauten:


  <S0=0∨~S0=0>


  Dieser kann auf gleiche Weise abgeleitet werden, wie <P∨~P> abgeleitet wurde. Bevor wir weitere Regeln angeben, hier zunächst einmal die fünf Axiome von TNT:


  AXIOM 1: ∀a:~Sa=0


  AXIOM 2: ∀a:(a+0)=a


  AXIOM 3: ∀a:∀b:(a+Sb)=S(a+b)


  AXIOM 4: ∀a:(a·0)=0


  AXIOM 5: ∀a:∀b:(a·Sb)=((a·b)+a)


  (In der strengeren Version verwendet man a' statt b.) Sie sind alle sehr leicht zu verstehen. Axiom 1 stellt eine besondere, die Zahl Null betreffende Tatsache fest. Axiome 2 und 3 betreffen die Addition, Axiome 4 und 5 die Multiplikation, und insbesondere ihren Zusammenhang mit der Addition.


  Die fünf Peano-Postulate


  Übrigens ist Axiom 1, wenn interpretiert — „Null ist nicht der Sukzessor irgendeiner natürlichen Zahl“ — eine der berühmten fünf Eigenschaften natürlicher Zahlen, die der Logiker und Mathematiker Giuseppe Peano im Jahr 1889 als erster ausdrücklich formuliert hat. Indem er seine Postulate darlegte, folgte Peano den Spuren des Euklid, und das auf folgende Weise: Er versuchte nicht, die Grundsätze folgerichtigen Denkens zu formulieren, sondern eine kleine Anzahl von Eigenschaften der natürlichen Zahlen anzugeben, aus der alle anderen durch folgerichtiges Denken abgeleitet werden könnten. Peanos Versuch läßt sich somit als „halb-formal“ bezeichnen. Peanos Werk übte einen bedeutenden Einfluß aus, und es dürfte nützlich sein, seine fünf Postulate vorzustellen. Da der Begriff der „natürlichen Zahl“ derjenige ist, den Peano zu definieren sucht, werden wir den geläufigen Ausdruck „natürliche Zahl“ nicht verwenden, da er mit Gedankenassoziationen vorbelastet ist. Wir ersetzen ihn durch den undefinierten Ausdruck Schinn, ein Wort ohne Nebenbedeutungen, das uns ganz zwanglos einfällt. Dann erlegen Peanos fünf Postulate den Schinns Einschränkungen auf. Es gibt noch zwei weitere undefinierte Ausdrücke: Geist und Meta. Ich überlasse es dem Leser, herauszufinden, welche geläufigen Begriffe diese beiden darstellen sollen. Die fünf Postulate Peanos lauten:


  
    
      	
        1)

      

      	
        Geist ist ein Schinn.

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        Jeder Schinn hat ein Meta (das seinerseits ein Schinn ist).

      
    


    
      	
        3)

      

      	
        Geist ist nicht das Meta irgendeines Schinns.

      
    


    
      	
        4)

      

      	
        Verschiedene Schinns haben verschiedene Metas.

      
    


    
      	
        5)

      

      	
        Wenn Geist die Eigenschaft x hat, und jeder Schinn x an sein Meta weitergibt, dann haben alle Schinns die Eigenschaft x.

      
    

  


  Im Lichte der Lampen des Kleinen harmonischen Labyrinths sollten wir die Menge aller Schinns „ZEUS“ nennen. Das erinnert an einen berühmten Ausspruch des deutschen Mathematikers und Logikers Leopold Kronecker, des Erzfeindes von Georg Cantor: „Die natürlichen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk.“


  Der Leser erkennt vielleicht in Peanos fünftem Postulat das Prinzip der mathematischen Induktion — ein anderer Ausdruck für ein Vererblichkeits-Argument. Peano hoffte, daß diese fünf Restriktionen der Begriffe „Geist“, „Schinn“ und „Meta“ so stark seien, daß wenn zwei Menschen sich mentale Vorstellungen von den Begriffen machten, die beiden mentalen Vorstellungen völlig isomorphe Strukturen aufwiesen. Zum Beispiel wäre allen Menschen die Vorstellung von einer unendlichen Anzahl von Schinns gemeinsam. Und jedermann wäre sich vermutlich darin einig, daß kein Schinn sein eigenes Meta oder das Meta seines Metas ist usw.


  Peano hatte gehofft, das Wesen der natürlichen Zahlen in seinen fünf Postulaten festgelegt zu haben. Mathematiker geben im allgemeinen zu, daß er damit Erfolg hatte, aber das mindert nicht die Wichtigkeit der Frage: „Wie kann man eine wahre Aussage über natürliche Zahlen von einer falschen unterscheiden?“ Und um diese Frage zu beantworten, wandten sich die Mathematiker vollständig formalen Systemen — wie z. B. TNT — zu. Man wird jedoch bei TNT Peanos Einfluß erkennen, weil alle seine Postulate auf die eine oder andere Weise in TNT enthalten sind.


  Neue TNT-Regeln: Spezialisierung und Generalisierung


  Wir kommen nunmehr zu den neuen TNT-Regeln. Viele davon werden uns erlauben, in die innere Struktur der Atome von TNT einzugreifen und diese Zu verändern. In diesem Sinne haben sie mehr mit „mikroskopischen“ Eigenschaften von Ketten zu tun als die Regeln der Aussagenlogik, die die Atome als unteilbare Einheiten auffassen. Zum Beispiel käme es uns sehr gelegen, wenn wir die Kette ~S0=0 aus dem ersten Axiom ableiten könnten. Dazu brauchten wir eine Regel, die uns gestattet, einen Allquantor fallen zu lassen und zur gleichen Zeit die innere Struktur der verbleibenden Kette zu verändern, wenn wir es wünschen. Eine solche ist die


  SPEZIALISIERUNGSREGEL: Angenommen, u sei eine im Inneren der Kette x vorkommende Variable. Wenn die Kette ∀u:x ein SATZ ist, dann auch x, desgleichen jede beliebige Kette, die aus x entsteht, wenn man u, wo immer es vorkommt, durch ein und denselben Term ersetzt.


  (Einschränkung: Der Term, der u enthält, darf keine in x quantifizierten Variablen enthalten.)


  Die Spezialisierungsregel erlaubt uns, die gewünschte Kette aus Axiom 1 zu gewinnen. Es ist eine Ableitung in einem Schritt:


  
    
      	
        ∀a:~Sa=0

      

      	
        Axiom 1

      
    


    
      	
        ~S0=0

      

      	
        Spezialisierungsregel

      
    

  


  Man beachte, daß die Spezialisierungsregel es ermöglicht, gewisse Formeln, die freie Variablen enthalten (also offene Formeln), zu SÄTZEN werden zu lassen. Zum Beispiel könnte auch die folgende Kette durch Spezialisierung aus Axiom 1 abgeleitet werden:


  ~Sa=0


  ~S(c+SS0)=0


  Es gibt eine weitere Regel, die Generalisierungsregel, die uns gestattet, den Allquantor in SÄTZE zurückzubringen, welche Variablen enthalten, die infolge der Anwendung der Spezialisierung frei wurden. Die Generalisierung, angewandt auf die untere Kette, ergäbe zum Beispiel:


  ∀c:~S(c+SS0)=0


  Die Generalisierung hebt die Spezialisierung auf und umgekehrt. Üblicherweise wird die Generalisierung angewandt, nachdem verschiedene Zwischenschritte die offene Formel auf verschiedene Arten transformiert haben. Genau lautet die Regel:


  GENERALISIERUNGSREGEL: Angenommen x ist ein SATZ, in dem u, eine Variable, frei vorkommt. Dann ist ∀u:x ein SATZ.


  (Einschränkung: In einer Fantasie, in der eine Variable in der Voraussetzung der Fantasie frei vorkommt, ist keine Generalisierung für diese Variable zulässig.)


  Die Notwendigkeit der Einschränkungen dieser beiden Regeln werden wir bald explizit zeigen. Übrigens ist diese Generalisierung dieselbe, die, wie erwähnt, in Euklids Beweis der Unendlichkeit der Menge der Primzahlen auftritt (Kapitel II). Wir können bereits erkennen, wie die Regeln für die Manipulation von Symbolen sich der Form des folgerichtigen Denkens annähern, wie sie ein Mathematiker gebraucht.


  Der Existenzquantor


  Die beiden letzten Regeln sagten uns, wie man Allquantoren herausnehmen und wieder einführen kann; die beiden nächsten Regeln sagen uns, wie Existenzquantoren zu behandeln sind.


  AUSTAUSCHREGEL: Angenommen u sei eine Variable. Dann sind die Ketten ∀u:~ und ~∃u: irgendwo innerhalb von jedem SATZ austauschbar.


  Wenden wir zum Beispiel diese Regel auf Axiom 1 an:


  
    
      	
        ∀a:~Sa=0

      

      	
        Axiom 1

      
    


    
      	
        ~∃a:Sa=0

      

      	
        Austauschregel

      
    

  


  Übrigens hat der Leser vielleicht gemerkt, daß diese beiden Ketten ganz natürliche TNT-Wiedergaben der Aussage „Null ist nicht der Sukzessor irgendeiner natürlichen Zahl“ sind. Deshalb ist es gut, daß sie sich leicht ineinander umwandeln lassen.


  Die nächste Regel ist, wenn möglich, noch anschaulicher. Sie entspricht der sehr einfachen Art logischen Schließens, wenn wir von „2 ist eine Primzahl“ zu „Es gibt eine Primzahl“ übergehen. Die Benennung der Regel bedarf keiner Erklärung:


  EXISTENZREGEL: Angenommen ein Term (der Variablen enthalten kann, vorausgesetzt daß sie frei sind) tritt ein oder mehrere Male in einem SATZ auf. Dann kann jeder einzelne Auftritt des Terms (oder können einige oder alle Auftritte) durch eine Variable ersetzt werden, die sonst in dem SATZ nicht auftritt, und der entsprechende Existenzquantor muß vorangestellt werden.


  Wenden wir diese Regel — wie gewohnt — auf Axiom 1 an:


  
    
      	
        ∀a:~Sa=0

      

      	
        Axiom 1

      
    


    
      	
        ∃b:∀a:~Sa=b

      

      	
        Existenzregel

      
    

  


  Der Leser könnte jetzt versuchen, nach den bisher gegebenen Regeln Symbole herumzuschieben, um den SATZ zu erzeugen: ~∀b:∃a:Sa=b.


  Regeln für Gleichheit und Sukzessor


  Wir haben Regeln für die Manipulation von Quantoren angegeben, aber bis jetzt noch keine für die Symbole „=“ und „S“. Das holen wir nunmehr nach. Im folgenden stehen r, s und t alle für beliebige Terme.


  GLEICHHEITSREGELN:


  SYMMETRIE: Wenn r = s ein SATZ ist, dann auch s = r.


  TRANSITIVITÄT: Wenn r = s und s = t SÄTZE sind, dann auch r = t.


  REGELN FÜR DEN SUKZESSOR:


  ANFÜGEN VON S: Wenn r=t ein SATZ ist, dann auch Sr=St.


  WEGLASSEN VON S: Wenn Sr=St ein SATZ ist, dann auch r=t.


  Wir sind nunmehr mit Regeln ausgerüstet, die uns eine phantastische Vielfalt von SÄTZEN liefern können. Zum Beispiel ergeben die folgenden Ableitungen ziemlich grundlegende SÄTZE:


  
    
      	
        1)

      

      	
        ∀a:∀b:(a+Sb)=S(a+b)

      

      	
        Axiom 3

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        ∀b:(S0+Sb)=S(S0+b)

      

      	
        Spezialisierungsregel (S0 für a)

      
    


    
      	
        3)

      

      	
        (S0+S0)=S(S0+0)

      

      	
        Spezialisierungsregel (0 für b)

      
    


    
      	
        4)

      

      	
        ∀a:(a+0)=a

      

      	
        Axiom 2

      
    


    
      	
        5)

      

      	
        (S0+0)=S0

      

      	
        Spezialisierungsregel (S0 für a)

      
    


    
      	
        6)

      

      	
        S(S0+0)=SS0

      

      	
        S anfügen

      
    


    
      	
        7)

      

      	
        (S0+S0)=SS0

      

      	
        Transitivität (Zeilen 3, 6)

      
    


    
      	

      	

      	
        

      
    


    
      	

      	

      	
        * * * * *

      
    


    
      	

      	

      	
        

      
    


    
      	
        1)

      

      	
        ∀a:∀b:(a·Sb)=((a·b)+a)

      

      	
        Axiom 5

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        ∀b:(S0·Sb)=((S0·b)+S0)

      

      	
        Spezialisierungsregel (S0 für a)

      
    


    
      	
        3)

      

      	
        (S0·S0)=((S0·0)+S0)

      

      	
        Spezialisierungsregel (0 für b)

      
    


    
      	
        4)

      

      	
        ∀a:∀b:(a+Sb)=S(a+b)

      

      	
        Axiom 3

      
    


    
      	
        5)

      

      	
        ∀b:((S0·0)+Sb)=S((S0·0)+b)

      

      	
        Spezialisierungsregel ((S0·0) für a)

      
    


    
      	
        6)

      

      	
        ((S0·0)+S0)=S((S0·0)+0)

      

      	
        Spezialisierungsregel (0 für b)

      
    


    
      	
        7)

      

      	
        ∀a:(a+0)=a

      

      	
        Axiom 2

      
    


    
      	
        8)

      

      	
        ((S0·0)+0)=(S0·0)

      

      	
        Spezialisierungsregel ((S0·0) für a)

      
    


    
      	
        9)

      

      	
        ∀a:(a·0)=0

      

      	
        Axiom 4

      
    


    
      	
        10)

      

      	
        (S0·0)=0

      

      	
        Spezialisierungsregel (S0 für a)

      
    


    
      	
        11)

      

      	
        ((S0·0)+0)=0

      

      	
        Transitivität (Zeilen 8, 10)

      
    


    
      	
        12)

      

      	
        S((S0·0)+0)=S0

      

      	
        S anfügen

      
    


    
      	
        13)

      

      	
        ((S0·0)+S0)=S0

      

      	
        Transitivität (Zeilen 6, 12)

      
    


    
      	
        14)

      

      	
        (S0·S0)=S0

      

      	
        Transitivität (Zeilen 3, 13)

      
    

  


  Illegale Abkürzungen


  Hier erhebt sich eine interessante Frage: „Wie können wir eine Ableitung für die Kette 0=0 herstellen?“ Der nächstliegende Weg scheint der zu sein, daß wir zuerst die Kette ∀a:a=a ableiten und dann von der Spezialisierungsregel Gebrauch machen. Wie steht es nun mit der folgenden „Ableitung“ von ∀a:a=a ... Was stimmt hier nicht? Kann man es ins Lot bringen?


  
    
      	
        1)

      

      	
        ∀a:(a+0)=a

      

      	
        Axiom 2

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        ∀a:a=(a+0)

      

      	
        Symmetrieregel

      
    


    
      	
        3)

      

      	
        ∀a:a=a

      

      	
        Transitivität (Zeilen 2, 1)

      
    

  


  Ich stellte diese Mini-Aufgabe, um eine einfache Tatsache zu unterstreichen: Man sollte bei der Manipulation von Symbolen (wie z. B. „=“), mit denen man vertraut ist, nicht zu voreilig sein. Man muß den Regeln folgen und nicht seinem Wissen um die passive Bedeutung der Symbole. Natürlich ist Wissen dieser Art von unschätzbarem Wert, wenn man den Weg einer Ableitung verfolgt.


  Warum Spezialisierung und Generalisierung eingeschränkt sind


  Wir wollen nunmehr herausfinden, warum sowohl bei der Spezialisierung als auch bei der Generalisierung Einschränkungen nötig sind. Es folgen zwei Ableitungen. In beiden wurde eine der Einschränkungen nicht beachtet. Man sehe sich die katastrophalen Ergebnisse an, die so entstehen:


  
    
      	
        

      

      	
        000000000000000000000

      

      	
        

      
    


    
      	
        1)

      

      	
        [

      

      	
        push

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        a=0

      

      	
        Voraussetzung

      
    


    
      	
        3)

      

      	
        ∀a:a=0

      

      	
        Generalisierungsregel (falsch)

      
    


    
      	
        4)

      

      	
        Sa=0

      

      	
        Spezialisierungsregel

      
    


    
      	
        5)

      

      	
        ]

      

      	
        pop

      
    


    
      	
        6)

      

      	
        <a=0⊃Sa=0>

      

      	
        Fantasieregel

      
    


    
      	
        7)

      

      	
        ∀a:<a=0⊃Sa=0>

      

      	
        Generalisierungsregel

      
    


    
      	
        8)

      

      	
        <0=0⊃S0=0>

      

      	
        Spezialisierungsregel

      
    


    
      	
        9)

      

      	
        0=0

      

      	
        vorhergehender SATZ

      
    


    
      	
        10)

      

      	
        S0=0

      

      	
        Abtrennung (Zeilen 9, 8)

      
    

  


  Das ist die erste Katastrophe. Die zweite ist die Folge fehlerhafter Anwendung der Spezialisierungsregel.


  
    
      	
        

      

      	
        0000000000000000000000

      

      	
        

      
    


    
      	
        1)

      

      	
        ∀a:a=a

      

      	
        vorhergehender SATZ

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        Sa=Sa

      

      	
        Spezialisierungsregel

      
    


    
      	
        3)

      

      	
        ∃b:b=Sa

      

      	
        Existenzregel

      
    


    
      	
        4)

      

      	
        ∀a:∃b:b=Sa

      

      	
        Generalisierungsregel

      
    


    
      	
        5)

      

      	
        ∃b:b=Sb

      

      	
        Spezialisierungsregel (falsch)

      
    

  


  Man sieht jetzt, warum diese Einschränkungen notwendig sind.


  Ein einfaches Problem ist das folgende: Wenn man es noch nicht getan hat, übersetze man Peanos viertes Postulat in die TNT-Notation und leite diese Kette als SATZ ab.


  Etwas fehlt


  Wenn der Leser ein bißchen mit den bisher vorgelegten Regeln und Axiomen von TNT herumexperimentiert, dann wird er herausfinden, daß er die folgende pyramidale Familie von SÄTZEN erzeugen kann — eine Anzahl von Ketten, alle in dieselbe Form gegossen, die sich voneinander nur dadurch unterscheiden, daß die Zahlzeichen 0, S0, SS0 usw. hineingestopft wurden.


  (0+0)=0


  (0+S0)=S0


  (0+SS0)=SS0


  (0+SSS0)=SSS0


  (0+SSSS0)=SSSS0


  usw.


  Tatsächlich läßt sich jeder SATZ in dieser Familie von dem unmittelbar darüberstehenden in ein paar Zeilen ableiten. Es handelt sich also um eine Art „SATZ-Kaskade“, bei der jeder SATZ den folgenden auslöst. (Diese SÄTZE erinnern stark an die pg-SÄTZE, bei denen die mittlere und die rechte Gruppe von Bindestrichen gleichzeitig anwuchsen.)


  Nun gibt es eine Kette, die wir leicht niederschreiben können und die die passive Bedeutung aller dieser SÄTZE zusammenfaßt. Diese allquantifizierte zusammenfassende Kette lautet:


  ∀a:(0+a)=a


  Mit den bisher angegebenen Regeln jedoch läßt sich diese Kette nicht erzeugen. Versuchen Sie selbst, es zu tun, wenn Sie mir nicht glauben!


  Vielleicht ist der Leser der Meinung, daß wir diese Situation mit der folgenden Regel sofort richtigstellen können:


  (VORGESCHLAGENE) ALL-REGEL: Wenn alle Ketten in einer pyramidalen Familie SÄTZE sind, dann ist es auch die allquantifizierte Kette, die sie zusammenfaßt.


  Das Problematische an dieser Regel ist, daß sie nicht im M-Modus verwendbar ist. Nur jemand, der über das System nachdenkt, kann jemals wissen, daß alle Ketten einer unendlichen Menge SÄTZE sind. Es ist also keine Regel, die sich in ein beliebiges formales System hineinstecken läßt.


  ω-unvollständige Systeme und unentscheidbare Ketten


  Wir finden uns somit in der seltsamen Lage, daß wir typographisch SÄTZE über die Addition spezieller Zahlen erzeugen können, daß aber selbst eine so einfache Kette wie die obige, die eine allgemeine Eigenschaft der Addition ausdrückt, kein SATZ ist. Vielleicht kommt es dem Leser gar nicht so seltsam vor, daß wir uns beim pg-System in genau der gleichen Lage befanden. Indessen machte das pg-System sich nichts darüber vor, was ihm zu leisten möglich war, und tatsächlich gab es keine Methode, um allgemeine Aussagen über die Addition in seiner Symbolik auszudrücken, geschweige denn zu beweisen. Dazu war einfach die Ausrüstung nicht vorhanden, und wir kamen gar nicht auf die Idee, daß das System fehlerhaft sei. Bei TNT sind jedoch die Ausdrucksmöglichkeiten viel stärker, und wir hegen hier höhere Erwartungen als beim pg-System. Wenn die oben genannte Kette kein SATZ ist, dann werden wir guten Grund haben, TNT als fehlerhaft zu betrachten. Es gibt tatsächlich einen Namen für Systeme mit Fehlern dieser Art — man nennt sie ω-unvollständig. (Die Vorsilbe „ω“ griechisches Omega — rührt daher, daß die Gesamtheit der natürlichen Zahlen mitunter als „ω“ bezeichnet wird.) Hier die genaue Definition:


  Ein System ist ω-unvollständig, wenn alle Ketten einer pyramidalen Familie SÄTZE sind, die allquantifizierte zusammenfassende Kette aber kein SATZ ist.


  Übrigens ist die Verneinung der obigen zusammenfassenden Kette


  ~∀a:(0+a)=a


  ebenfalls ein Nicht-SATZ in TNT. Das heißt, daß die ursprüngliche Kette innerhalb des Systems unentscheidbar ist. Wäre das eine oder andere ein SATZ, dann würden wir sagen, er sei entscheidbar. Obgleich es sich wie ein Stück Mystik anhört, ist an der Unentscheidbarkeit innerhalb eines gegebenen Systems gar nichts Mystisches. Es ist nur ein Zeichen dafür, daß das System weiterentwickelt werden könnte. Zum Beispiel ist innerhalb der absoluten Geometrie Euklids fünftes Postulat unentscheidbar. Es muß der Geometrie als ein zusätzliches Postulat beigefügt werden, will man die euklidische Geometrie erhalten, oder umgekehrt, man kann die Negation hinzufügen, will man eine nichteuklidische Geometrie erhalten. Wenn man sich an die Geometrie erinnert, wird man sich entsinnen, warum diese komische Sache passiert. Eben deshalb, weil die vier Postulate der absoluten Geometrie die Bedeutung des Ausdrucks „Punkt“ und „Gerade“ ganz einfach nicht erfassen und Raum für verschiedene Erweiterungen des Begriffs lassen. Die Punkte und Geraden der euklidischen Geometrie liefern eine Erweiterung der Begriffe „Punkt“ und „Gerade“, die PUNKTE und GERADEN der nichteuklidischen Geometrie eine andere. Indessen ließen die vorbelasteten Wörter „Punkt“ und „Gerade“ die Menschen zwei Jahrtausende lang glauben, daß diese Wörter notwendigerweise einwertig, nur einer Bedeutung fähig seien.


  Nichteuklidisches TNT


  Was TNT betrifft, sehen wir uns einer ähnlichen Situation gegenüber. Wir haben eine Notation gewählt, die uns in gewisser Weise voreingenommen macht. Zum Beispiel verleitet die Verwendung des Symbols „+“ zum Glauben, daß jeder SATZ, der ein Plus-Zeichen enthält, etwas Bekanntes und uns Vertrautes und „Vernünftiges“ über die bekannte und vertraute Operation, die wir „Addition“ nennen, aussagen müsse. Deshalb ginge es uns gegen den Strich, das folgende „sechste Axiom“ hinzuzufügen:


  ~∀a:(0+a)=a


  Es stimmt nicht mit dem überein, was wir über die Addition zu wissen glauben. Es ist aber eine mögliche Erweiterung von TNT, soweit wir TNT bisher formuliert haben. Das System, das diesen Zusatz als sechstes Axiom verwendet, ist ein widerspruchsfreies System in dem Sinn, daß es nicht zwei SÄTZE der Form x und ~x enthält. Wenn man jedoch dieses „sechste Axiom“ der pyramidalen Familie von SÄTZEN gegenüberstellt, wird man vermutlich durch einen scheinbaren Widerspruch zwischen der Familie und dem neuen Axiom gestört. Aber diese Art Widersprüchlichkeit ist nicht so schädlich wie die andere, wo x und ~x beide SÄTZE sind. Tatsächlich ist es gar kein wirklicher Widerspruch, weil die Möglichkeit besteht, die Symbole so zu interpretieren, daß am Ende alles richtig herauskommt.


  ω-widerspruchsvoll ist nicht das Gleiche wie widerspruchsvoll


  Diese Art der Widersprüchlichkeit, entstanden aus der Gegenüberstellung 1) einer pyramidalen Familie von SÄTZEN, die kollektiv behaupten, daß alle natürlichen Zahlen eine gewisse Eigenschaft haben, und 2) eines einzelnen SATZES, der zu behaupten scheint, daß nicht alle Zahlen sie besitzen, nennt man ω-widerspruchsvoll. Ein ω-widerspruchsvolles System ist ähnlich wie die zunächst schwer zu schluckende, aber schließlich doch annehmbare nichteuklidische Geometrie. Um ein mentales Modell dessen zu erhalten, was hier vorgeht, muß man sich vorstellen, daß es gewisse, unvermutete „Extrazahlen“ gibt — nennen wir sie nicht „natürliche“, sondern „übernatürliche“ Zahlen —, die keine Zahlzeichen besitzen. Deshalb können Tatsachen, die sie betreffen, in der pyramidalen Familie nicht ausgedrückt werden. (Das ist ein bißchen wie Achilles' Vorstellung von ZEUS als eine Art „Superschinn“, ein Wesen größer als alle einzelnen Schinns. Der Geist machte sich darüber lustig, aber es ist ein sehr einleuchtendes Bild und hilft dem Leser vielleicht, sich übernatürliche Zahlen vorzustellen.)


  Das sagt uns, daß die Axiome und Regeln von TNT, soweit wir sie bereits angegeben haben, die Interpretation von TNT nicht endgültig festlegen. Es bleibt immer noch ein Spielraum für Änderungen am mentalen Modell der Begriffe, für die sie stehen. Jede der verschiedenen möglichen Erweiterungen wird einige Begriffe weiter präzisieren aber auf unterschiedliche Weise. Welche Symbole würden „schwer zu schluckende“ passive Bedeutungen annehmen, wenn wir das oben erwähnte „sechste Axiom“ beifügten? Würden alle Symbole angesteckt, oder würden einige noch immer das bedeuten, was wir von ihnen verlangen? Der Leser möge darüber nachdenken. Einigen ähnlichen Fragen werden wir in Kapitel XIV begegnen, und wir wollen dieses Thema dort besprechen. Jedenfalls wollen wir dieser Erweiterung jetzt nicht nachgehen, sondern statt dessen versuchen, die ω-Unvollständigkeit von TNT zu kurieren.


  Die letzte Regel


  Das Problem bei der „All-Regel“ war, daß sie das Wissen erfordert, daß alle Zeilen einer unendlichen pyramidalen Familie SÄTZE sind — zuviel für ein endliches Wesen. Aber nehmen wir an, daß jede Zeile der Pyramide von ihrem Vorgänger nach einem gewissen Schema abgeleitet werden kann. Dann hätten sie eine endliche Ursache, die der Tatsache Rechnung trüge, daß alle Ketten der Pyramide SÄTZE sind. Der Trick besteht also darin, das Schema zu finden, das die Kaskade verursacht, und zu zeigen, daß dieses Schema selbst ein SATZ ist. Das ist ähnlich dem Beweis, daß jeder Schinn einen Begriff an seinen Meta weitergibt, wie beim „Stille-Post“-Spiel, in dem der erste Spieler eines Kreises dem zweiten ein Wort zuflüstert, das dieser weitergibt, wobei es wieder, wenn es zum Anfang zurückkehrt, ein völlig anderes geworden ist. Es bleibt noch zu zeigen, daß Geist die Kaskade eröffnet — das heißt, zu beweisen, daß die erste Zeile der Pyramide ein SATZ ist. Dann weiß man, daß ZEUS die Botschaft erhalten wird!


  In der speziellen Pyramide, die wir betrachten, gibt es ein Schema, das in den Zeilen 4-9 der folgenden Ableitung niedergelegt ist.


  
    
      	
        

      

      	
        00000000000000000000000

      

      	
        

      
    


    
      	
        1)

      

      	
        ∀a:∀b:(a+Sb)=S(a+b)

      

      	
        Axiom 3

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        ∀b:(0+Sb)=S(0+b)

      

      	
        Spezialisierungsregel

      
    


    
      	
        3)

      

      	
        (0+Sb)=S(0+b)

      

      	
        Spezialisierungsregel

      
    


    
      	
        4)

      

      	
        [

      

      	
        push

      
    


    
      	
        5)

      

      	
        (0+b)=b

      

      	
        Voraussetzung

      
    


    
      	
        6)

      

      	
        S(0+b)=Sb

      

      	
        S hinzufügen

      
    


    
      	
        7)

      

      	
        (0+Sb)=S(0+b)

      

      	
        Übernahme von Zeile 3

      
    


    
      	
        8)

      

      	
        (0+Sb)=Sb

      

      	
        Transitivität

      
    


    
      	
        9)

      

      	
        ]

      

      	
        pop

      
    

  


  Die Voraussetzung ist (0+b)=b, das Ergebnis (0+Sb)=Sb.


  Die erste Zeile der Pyramide ist ebenfalls ein SATZ; er ergibt sich direkt aus Axiom 2. Alles, was wir benötigen, ist eine Regel, die uns den Schluß erlaubt, daß die Kette, welche die ganze Pyramide zusammenfaßt, selbst ein SATZ ist. Solch eine Regel wird eine formalisierte Fassung des fünften Peano-Postulats sein.


  Um diese Regel auszudrücken, brauchen wir ein paar Zeichen. Kürzen wir eine wohlgeformte Formel, in der die Variable a frei ist, durch die folgende Notation ab:


  x{a}


  (Es mag noch andere freie Variablen geben, aber das ist ohne Belang.) Dann wird die Notation x{Sa/a} die gleiche Kette repräsentieren, nur daß a überall, wo es vorkommt, durch Sa ersetzt ist. Genauso steht x{0/a} für die gleiche Kette, wobei a jeweils durch 0 ersetzt wird.


  Ein spezielles Beispiel wäre, x{a} für die in Frage stehende Kette (0+a)=a stehen zu lassen. Dann würde x{Sa/a} die Kette (0+Sa)=Sa repräsentieren, und x{0/a} die Kette (0+0)=a. (Achtung! Diese Notation stellt keinen Bestandteil von TNT dar; sie ermöglicht uns bloß, bequemer über TNT sprechen zu können.)


  Mit dieser neuen Notation können wir die letzte TNT-Regel ganz präzise aussprechen:


  INDUKTIONSREGEL: u sei eine Variable, und x{u} eine wohlgeformte Formel, in der u frei vorkommt. Wenn sowohl ∀u:<x{u} ⊃ x{Su/u}> und x{0/u} SÄTZE sind, dann ist es auch ∀u:x{u}.


  So weit kommen wir etwa bei unserem Versuch, das fünfte Peano-Postulat TNT einzuverleiben. Wir wollen es nun dazu verwenden, zu zeigen, daß ∀a:(0+a)=a tatsächlich ein SATZ in TNT ist. Ausgehend von unserer oben genannten Fantasie können wir nunmehr die Fantasieregel anwenden, und erhalten:


  
    
      	
        

      

      	
        00000000000000000000000

      

      	
        

      
    


    
      	
        10)

      

      	
        <(0+b)=b⊃(0+Sb)=Sb>

      

      	
        Fantasieregel

      
    


    
      	
        11)

      

      	
        ∀b:<(0+b)=b⊃(0+Sb)=Sb>

      

      	
        Generalisierungsregel

      
    

  


  Das ist der erste der zwei Input-SÄTZE, die die Induktionsregel erfordert. Das andere Erfordernis ist die erste Zeile der Pyramide, und die haben wir. Um abzuleiten, was wir brauchen, können wir die Induktionsregel anwenden:


  ∀b:(0+b)=b


  Spezialisierung und Generalisierung erlauben uns, die Variable b in a umzuwandeln; somit ist ∀a:(0+a)=a keine unentscheidbare Kette von TNT mehr.


  Eine lange Ableitung


  Ich will nun eine längere Ableitung in TNT vorführen, damit der Leser sehen kann, wie eine solche aussieht, und auch, weil sie eine wichtige, wenn auch sehr einfache zahlentheoretische Tatsache beweist.


  
    
      	
        1)

      

      	
        ∀a:∀b:(a+Sb)=S(a+b)

      

      	
        Axiom 3

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        ∀b:(d+Sb)=S(d+b)

      

      	
        Spezialisierungsregel

      
    


    
      	
        3)

      

      	
        (d+SSc)=S(d+Sc)

      

      	
        Spezialisierungsregel

      
    


    
      	
        4)

      

      	
        ∀b:(Sd+Sb)=S(Sd+b)

      

      	
        Spezialisierungsregel (Zeile 1)

      
    


    
      	
        5)

      

      	
        (Sd+Sc)=S(Sd+c)

      

      	
        Spezialisierungsregel

      
    


    
      	
        6)

      

      	
        S(Sd+c)=(Sd+Sc)

      

      	
        Symmetrie

      
    


    
      	
        7)

      

      	
        [

      

      	
        push

      
    


    
      	
        8)

      

      	
        ∀d:(d+Sc)=(Sd+c)

      

      	
        Voraussetzung

      
    


    
      	
        9)

      

      	
        (d+Sc)=(Sd+c)

      

      	
        Spezialisierungsregel

      
    


    
      	
        10)

      

      	
        S(d+Sc)=S(Sd+c)

      

      	
        S anfügen

      
    


    
      	
        11)

      

      	
        (d+SSc)=S(d+Sc)

      

      	
        Übernahme von 3

      
    


    
      	
        12)

      

      	
        (d+SSc)=S(Sd+c)

      

      	
        Transitivität

      
    


    
      	
        13)

      

      	
        S(Sd+c)=(Sd+Sc)

      

      	
        Übernahme von 6

      
    


    
      	
        14)

      

      	
        (d+SSc)=(Sd+Sc)

      

      	
        Transitivität

      
    


    
      	
        15)

      

      	
        ∀d:(d+SSc)=(Sd+Sc)

      

      	
        Generalisierungsregel

      
    


    
      	
        16)

      

      	
        ]

      

      	
        pop

      
    


    
      	
        17)

      

      	
        <∀d:(d+Sc)=(Sd+c)⊃∀d:(d+SSc)=(Sd+Sc)>

      

      	
        Fantasieregel

      
    


    
      	
        18)

      

      	
        ∀c:<∀d:(d+Sc)=(Sd+c)⊃∀d:(d+SSc)=(Sd+Sc)>

      

      	
        Generalisierungsregel

      
    


    
      	

      	
        

      

      	
    


    
      	

      	

      	
        * * * * *

      
    


    
      	

      	
        

      

      	
    


    
      	
        19)

      

      	
        (d+S0)=S(d+0)

      

      	
        Spezialisierungsregel (Zeile 2)

      
    


    
      	
        20)

      

      	
        ∀a:(a+0)=a

      

      	
        Axiom 1

      
    


    
      	
        21)

      

      	
        (d+0)=d

      

      	
        Spezialisierungsregel

      
    


    
      	
        22)

      

      	
        S(d+0)=Sd

      

      	
        S anfügen

      
    


    
      	
        23)

      

      	
        (d+S0)=Sd

      

      	
        Transitivität (Zeilen 19, 22)

      
    


    
      	
        24)

      

      	
        (Sd+0)=Sd

      

      	
        Spezialisierungsregel (Zeile 20)

      
    


    
      	
        25)

      

      	
        Sd=(Sd+0)

      

      	
        Symmetrie

      
    


    
      	
        26)

      

      	
        (d+S0)=(Sd+0)

      

      	
        Transitivität (Zeilen 23, 25)

      
    


    
      	
        27)

      

      	
        ∀d:(d+S0)=(Sd+0)

      

      	
        Generalisierungsregel

      
    


    
      	

      	
        

      

      	
    


    
      	

      	

      	
        * * * * *

      
    


    
      	

      	
        

      

      	
    


    
      	
        28)

      

      	
        ∀c:∀d:(d+Sc)=(Sd+c)

      

      	
        Induktionsregel (Zeilen 18, 27)

      
    

  


  [S kann in einer Addition hin- und hergeschoben werden.]


  
    
      	
        0)

      

      	
        0000000000000000000000000000000000

      

      	
        000000000

      
    


    
      	

      	

      	
        * * * * *

      
    


    
      	

      	
        

      

      	
    


    
      	
        29)

      

      	
        ∀b:(c+Sb)=S(c+b)

      

      	
        Spezialisierungsregel (Zeile 1)

      
    


    
      	
        30)

      

      	
        (c+Sd)=S(c+d)

      

      	
        Spezialisierungsregel

      
    


    
      	
        31)

      

      	
        ∀b:(d+Sb)=S(d+b)

      

      	
        Spezialisierungsregel (Zeile 1)

      
    


    
      	
        32)

      

      	
        (d+Sc)=S(d+c)

      

      	
        Spezialisierungsregel

      
    


    
      	
        33)

      

      	
        S(d+c)=(d+Sc)

      

      	
        Symmetrie

      
    


    
      	
        34)

      

      	
        ∀d:(d+Sc)=(Sd+c)

      

      	
        Spezialisierungsregel (Zeile 28)

      
    


    
      	
        35)

      

      	
        (d+Sc)=(Sd+c)

      

      	
        Spezialisierungsregel

      
    


    
      	
        36)

      

      	
        [

      

      	
        push

      
    


    
      	
        37)

      

      	
        ∀c:(c+d)=(d+c)

      

      	
        Voraussetzung

      
    


    
      	
        38)

      

      	
        (c+d)=(d+c)

      

      	
        Spezialisierungsregel

      
    


    
      	
        39)

      

      	
        S(c+d)=S(d+c)

      

      	
        S hinzufügen

      
    


    
      	
        40)

      

      	
        (c+Sd)=S(c+d)

      

      	
        Übernahme von 30

      
    


    
      	
        41)

      

      	
        (c+Sd)=S(d+c)

      

      	
        Transitivität

      
    


    
      	
        42)

      

      	
        S(d+c)=(d+Sc)

      

      	
        Übernahme von 33

      
    


    
      	
        43)

      

      	
        (c+Sd)=(d+Sc)

      

      	
        Transitivität

      
    


    
      	
        44)

      

      	
        (d+Sc)=(Sd+c)

      

      	
        Übernahme von 35

      
    


    
      	
        45)

      

      	
        (c+Sd)=(Sd+c)

      

      	
        Transitivität

      
    


    
      	
        46)

      

      	
        ∀c:(c+Sd)=(Sd+c)

      

      	
        Generalisierungsregel

      
    


    
      	
        47)

      

      	
        ]

      

      	
        pop

      
    


    
      	
        48)

      

      	
        <∀c:(c+d)=(d+c)⊃∀c:(c+Sd)=(Sd+c)>

      

      	
        Fantasieregel

      
    


    
      	
        49)

      

      	
        ∀d:<∀c:(c+d)=(d+c)⊃∀c:(c+Sd)=(Sd+c)>

      

      	
        Generalisierungsregel

      
    

  


  [Wenn d mit jedem c kommutativ ist, dann ist dies auch Sd.]


  
    
      	
        0)

      

      	
        0000000000000000000000000000000000

      

      	
        000000000

      
    


    
      	

      	

      	
        * * * * *

      
    


    
      	

      	
        

      

      	
    


    
      	
        50)

      

      	
        (c+0)=c

      

      	
        Spezialisierungsregel (Zeile 20)

      
    


    
      	
        51)

      

      	
        ∀a:(0+a)=a

      

      	
        vorhergehender SATZ

      
    


    
      	
        52)

      

      	
        (0+c)=c

      

      	
        Spezialisierungsregel

      
    


    
      	
        53)

      

      	
        c=(0+c)

      

      	
        Symmetrie

      
    


    
      	
        54)

      

      	
        (c+0)=(0+c)

      

      	
        Transitivität (Zeilen 50, 53)

      
    


    
      	
        55)

      

      	
        ∀c:(c+0)=(0+c)

      

      	
        Generalisierungsregel

      
    

  


  [0 kommutiert mit jedem c.]


  
    
      	
        0)

      

      	
        0000000000000000000000000000000000

      

      	
        000000000

      
    


    
      	

      	

      	
        * * * * *

      
    


    
      	

      	
        

      

      	
    


    
      	
        56)

      

      	
        ∀d:∀c:(c+d)=(d+c)

      

      	
        Induktionsregel (Zeilen 49, 55)

      
    

  


  [Deshalb kommutiert jedes d mit jedem c]


  Spannung und Auflösung in TNT


  TNT hat die Kommutativität der Addition bewiesen. Auch wenn der Leser dieser Ableitung im einzelnen nicht gefolgt ist, ist es wichtig zu erkennen, daß sie, wie ein Musikstück, ihren eigenen natürlichen „Rhythmus“ hat. Sie ist nicht einfach ein zielloser Spaziergang, der zufällig zur erwünschten letzten Zeile führte. Ich habe „Atemzeichen“ eingefügt, um etwas von der „Phrasierung“ erkennen zu lassen. Zeile 28 insbesondere bildet einen Wendepunkt in der Ableitung, etwa wie die Mitte eines Stücks vom Typus AABB, wo man vorübergehend auflöst, wenn auch nicht in der Tonika. Solche wichtigen Zwischenstadien nennt man oft „Lemmata“.


  Man kann sich ohne weiteres einen Leser vorstellen, der, ohne zu wissen, wann es enden wird, mit Zeile 1 dieser Ableitung beginnt und allmählich mit jeder neuen Zeile eine Ahnung von seinem Ziel bekommt. Das würde eine innere Spannung erzeugen, nicht unähnlich der in einem Musikstück, wo sie durch Akkordfolgen verursacht wird, die, ohne sie aufzulösen, die Tonart anzeigen. Die Ankunft bei Zeile 28 würde die Intuition des Lesers bestätigen, ihm ein momentanes Gefühl der Zufriedenheit vermitteln und ihn zugleich antreiben, in Richtung auf sein vermutetes eigentliches Ziel weiterzugehen.


  Zeile 49 nun verstärkt wegen des Gefühls, fast am Ziel angekommen zu sein, die Spannung entscheidend. Es wäre äußerst unbefriedigend, hier abzubrechen! Von hier an läßt sich beinahe voraussagen, wie die Dinge weiter laufen müssen, aber man möchte ja nicht, daß ein Musikstück gerade dann abbricht, wenn klar geworden ist, wie es aufgelöst werden wird. Man will sich das Ende nicht vorstellen, sondern es hören. Ebenso müssen wir hier die Dinge bis zum Ende verfolgen. Zeile 55 ist unvermeidlich und schafft die letzten Spannungen, die in Zeile 56 aufgelöst werden.


  Die ist nicht nur für die Struktur formaler Ableitungen typisch sondern auch für diejenige informaler Beweise. Der Sinn des Mathematikers für Spannung hängt eng mit seinem Sinn für Schönheit zusammen, und diese macht die Mathematik der Mühe wert. Man beachte jedoch, daß es in TNT selbst keine Widerspiegelung dieser Spannung zu geben scheint. In anderen Worten, TNT formalisiert nicht die Begriffe von Spannung und Auflösung, Ziel und Zwischenziel, „Natürlichkeit“ und „Unvermeidlichkeit“, genau so wenig wie ein Musikstück ein Buch über Harmonie und Rhythmus ist. Könnte man ein viel reicheres typographisches System entwickeln, das sich der Spannungen und Ziele innerhalb der Ableitungen bewußt ist?


  Folgerichtiges Denken: formal und informell


  Ich hätte es vorgezogen, zu zeigen, wie man Euklids Satz (die Unendlichkeit der Menge der Primzahlen) in TNT ableiten kann, aber das hätte den Umfang des Buches vermutlich verdoppelt. Nach diesem Satz wäre es nun folgerichtig, die Assoziativität der Addition, die Kommutativität und Assoziativität der Multiplikation und die Distributivität der Multiplikation im Hinblick auf die Addition zu beweisen. Das wäre eine mächtige Grundlage für die weitere Arbeit.


  So, wie sie jetzt formuliert ist, hat TNT die „kritische Masse“ erreicht (vielleicht eine seltsame Metapher für etwas, das „TNT“ heißt). Sie ist gleich stark wie das System der Principia Mathematica; man kann jetzt in TNT jeden SATZ beweisen, der sich in einem Standard-Lehrbuch der Zahlentheorie findet. Natürlich wird niemand behaupten, daß die beste Methode, Zahlentheorie zu treiben, die ist, SÄTZE in TNT abzuleiten. Wer immer dazu neigt, gehört zu den Leuten, die glauben, die beste Art herauszufinden, wieviel 1000 x 1000 ergibt, sei die, ein Gitter von 1000 mal 1000 Einheiten zu zeichnen und dann alle Quadrate darin zu zählen ... Nein, nach der totalen Formalisierung geht der einzige Weg in Richtung der Lockerung des formalen Systems. Sonst ist es so ungeheuer unhandlich, daß es für alle praktischen Zwecke nutzlos ist. Deshalb ist es wichtig, TNT in einen weiteren Zusammenhang einzubetten, einen Zusammenhang, der die Erzeugung neuer Schlußregeln ermöglicht, um so die Ableitungen zu beschleunigen.


  Das würde die Formalisierung der Sprache bedingen, in der die Schlußregeln ausgedrückt sind, das heißt der Metasprache. Und man könnte noch sehr viel weiter gehen. Keiner dieser Tricks zur Beschleunigung jedoch würde TNT mächtiger machen, sondern lediglich handlicher. Die einfache Tatsache ist die, daß wir in TNT jenen Denktypus, auf den sich die Zahlentheoretiker verlassen, eingebracht haben. Wenn wir TNT in immer größere Zusammenhänge einbetten, vergrößern wir die Reichweite der SÄTZE nicht, sondern bewirken lediglich, daß die Arbeit in TNT — oder in jeder "neuen, verbesserten Auflage“ — immer mehr der Arbeit in der konventionellen Zahlentheorie ähnelt.


  Zahlentheoretiker geben ihr Geschäft auf


  Angenommen, man wüßte nicht von vornherein, daß TNT sich als unvollständig erwiese, sondern erwartete vielmehr, daß sie vollständig sei, d. h. daß jede wahre Aussage die sich in TNT ausdrücken läßt, ein SATZ sei. In diesem Fall ließe sich für die gesamte Zahlentheorie ein Entscheidungsverfahren aufstellen. Das wäre leicht: Wenn man wissen will, ob die N-Aussage x wahr oder falsch ist, codiert man sie in die TNT-Formel x. Wenn x nun wahr ist, besagt die Erfordernis der Vollständigkeit, daß x ein SATZ ist, und umgekehrt, wenn nicht-x wahr ist, dann besagt sie, daß ~x ein SATZ ist. Also muß entweder x oder ~x ein SATZ sein, da entweder x oder nicht-x wahr ist. Fangen wir nun damit an, daß wir systematisch alle SÄTZE in TNT aufzählen, wie wir es im Fall des MIU-Systems und des pg-Systems getan haben. Nach einer gewissen Zeit kommt man auf x oder ~x, und auf welches man stößt, sagt einem, ob x oder nicht-x wahr ist. (Haben Sie dieses Argument verstanden? Das hängt entscheidend davon ab, daß Sie in Ihrem Denken das formale System TNT und sein informales Gegenstück N auseinanderhalten können: vergewissern Sie sich, daß Sie das wirklich verstehen!) Im Prinzip müßten daher, wäre TNT vollständig, die Zahlentheoretiker ihren Laden schließen: Jede Frage in ihrem Bereich könnte — wenn man genügend Zeit hätte auf rein mechanische Weise gelöst werden. Das erweist sich als unmöglich, und je nach Gesichtspunkt ist das Anlaß zu Freude oder zu Trauer.


  Hilberts Programm


  Die abschließende Frage, die wir in diesem Kapitel aufgreifen wollen, ist die, ob wir soviel Vertrauen in die Widerspruchsfreiheit von TNT haben sollten, wie wir das bei der Aussagenlogik tun konnten, und wenn nein, ob es möglich ist, unser Vertrauen in TNT zu festigen, Indem wir seine Widerspruchsfreiheit beweisen. Man könnte mit derselben Bemerkung über die „Offensichtlichkeit“ der Widerspruchsfreiheit von TNT beginnen, wie es Frl. Unklug im Hinblick auf die Aussagenlogik tat — nämlich, daß jede Regel ein Prinzip des folgerichtigen Denkens enthält, an das wir unbedingt glauben, und daß man deshalb seine eigene Zurechnungsfähigkeit in Frage stellt, wenn man die Widerspruchsfreiheit von TNT in Frage stellt. Bis zu einem gewissen Grad hat dieses Argument noch immer Gewicht, wenn auch nicht mehr ganz so viel. Es gibt einfach zu viele Schlußregeln, und einige von ihnen könnten „danebengehen“. Weiter: woher wissen wir denn, daß das Modell, das wir uns in Gedanken von gewissen Einheiten machen, die wir „natürliche Zahlen“ nennen, tatsächlich ein kohärentes Gebilde darstellt? Vielleicht sind unsere eigenen Denkprozesse, diese informalen Prozesse, die wir in den formalen Regeln des Systems einzufangen versuchten, selbst widerspruchsvoll! Das ist natürlich nicht das, was wir erwarten, aber es wird immer mehr denkbar, daß unser Denken uns in die Irre führt, je komplexer die Materie wird — und die natürlichen Zahlen sind alles andere als eine triviale Materie. Also muß Frl. Klugs Ruf nach einem Beweis der Widerspruchsfreiheit in diesem Fall ernster genommen werden. Wir zweifeln ja nicht ernsthaft daran, daß TNT widerspruchsvoll sein könnte — aber ein kleiner Zweifel, ein Funke, ein Glimmen von Zweifel in unserem Hirn bleibt doch, und der Beweis würde dazu beitragen, diesen Zweifel zu zerstreuen.


  Was für Beweismittel würden wir jedoch gerne angewendet sehen? Wieder sehen wir uns mit dem immer wiederkehrenden Problem der Zirkularität konfrontiert. Wenn wir dasselbe Werkzeug in einem Beweis über unser System gebrauchen, das wir in es hineingegeben haben — was haben wir damit geleistet? Brächten wir es fertig, uns von der Widerspruchsfreiheit von TNT zu überzeugen, indem wir ein schwächeres System als TNT gebrauchen, so haben wir den Einwand, daß es sich um einen Zirkelschluß handle, überwunden! Man denke daran, wie ein schweres Tau von einem Schiff zum anderen gebracht wird (jedenfalls las ich es so als Junge): Zunächst schießt man einen leichten Pfeil über den Zwischenraum hinweg, der ein dünnes Seil hinter sich nachzieht. Wenn dann auf diese Weise die Verbindung zwischen den Schiffen hergestellt ist, kann das schwere Seil nachgezogen werden. Wenn wir ein „leichtes“ System gebrauchen können, um zu zeigen, daß ein „schweres“ System widerspruchsfrei ist, dann haben wir wirklich etwas geleistet!


  Auf den ersten Blick könnte es nun scheinen, daß es ein dünnes Seil gibt. Unser Ziel ist ja, den Beweis zu führen, daß TNT eine bestimmte typographische Eigenschaft besitzt, nämlich die Widerspruchsfreiheit, daß also SÄTZE der Form x und x niemals gemeinsam auftreten. Das ähnelt dem Versuch, zu zeigen, daß MU kein SATZ des MIU-Systems ist. Beides sind Aussagen über typographische Eigenschaften von Systemen zur Manipulation von Symbolen. Die Vorstellung von einem dünnen Seil basiert auf der Annahme, daß Tatsachen über die Zahlentheorie nicht benötigt werden um zu beweisen, daß eine solche typographische Eigenschaft gilt. In anderen Worten: wenn Eigenschaften von ganzen Zahlen nicht verwendet werden — oder doch nur einige äußerst einfache —, dann können wir das Ziel, die Widerspruchsfreiheit von TNT zu beweisen, durch die Anwendung von Mitteln erreichen, die schwächer sind als seine eigenen internen Folgerungsweisen.


  Das ist die Hoffnung, die zu Beginn dieses Jahrhunderts von einer wichtigen Schule von Mathematikern und Logikern unter der Führung von David Hilbert gehegt wurde. Das Ziel war, die Widerspruchsfreiheit der Formalisierung der Zahlentheorie, ähnlich TNT, zu beweisen und dazu eine sehr beschränkte Menge von Folgerungsprinzipien zu verwenden, die man „finitistische“ Folgerungsmethoden nannte. Das wäre das dünne Seil. Zu den finitistischen Methoden gehören alle Schlußfolgerungen, wie sie in der Aussagenlogik verkörpert sind, und dazu gewisse Arten des numerischen Folgerns. Gödels Arbeit zeigt aber, daß jeder Versuch, das schwere Tau der Widerspruchsfreiheit von TNT unter Verwendung des dünnen Seils der finitistischen Methoden über den Zwischenraum zu ziehen, scheitern muß. Gödel zeigte, daß man kein leichteres Seil verwenden kann, wenn man das schwere Tau über den Zwischenraum ziehen will: Es gibt einfach keines, das stark genug wäre. Weniger bildlich ausgedrückt: Jedes System, das stark genug ist, die Widerspruchsfreiheit von TNT zu beweisen, ist mindestens so stark wie TNT selbst. Und so ist Zirkularität unvermeidlich.


  Ein Mu-Opfer 1


  Theo Schildkröte und Achilles haben soeben einen Vortrag über die Ursprünge des genetischen Codes gehört und trinken jetzt bei Achilles zu Hause Tee.


  Achilles: Ich muß etwas Schreckliches beichten, Theo.


  Schildkröte: Was denn, Achilles?


  Achilles: Trotz des faszinierenden Themas des Vortrags nickte ich ein oder zweimal ein. Aber benommen wie ich war, war mir doch halb bewußt, daß Wörter an mein Ohr drangen. Ein seltsames Bild, das aus tieferen Schichten auftauchte, war, daß „A“ und „T“, anstatt für „Adenin“ und „Thymin“ für meinen Namen und für den Ihrigen stehen und daß Doppelstränge von DNS entlang ihrem Rückgrat winzige Kopien von mir und von Ihnen trügen, und zwar immer paarweise, genau wie das bei Adenin und Thymin immer der Fall ist. Ist das nicht eine merkwürdige symbolische Vorstellung?


  Schildkröte: Puh, wer glaubt schon an so dummes Zeug! Und überhaupt wie steht's mit „C“ und „G“?


  Achilles: Nun, ich nehme an, daß C für Carl Krebs anstatt für Cytosin stehen könnte. Was „G“ anlangt, bin ich nicht sicher, aber irgend etwas würde einem schon einfallen. Auf jeden Fall war die Vorstellung amüsant, daß meine DNS mit winzigen Bildern von Ihnen wie auch mit winzigen Bildern meiner selbst angefüllt ist. Stellen Sie sich nur vor, zu was für einer unendlichen Regression DAS führt!


  Schildkröte: Ich sehe schon: Sie haben bei der Vorlesung nicht allzusehr aufgepaßt.


  Achilles: Nein, da haben Sie unrecht. Ich tat, was ich konnte; nur fiel es mir schwer, Phantasie und Fakten auseinanderzuhalten. Schließlich ist es eine seltsame Unterwelt, die diese Molekularbiologen erforschen.


  Schildkröte: Wie meinen Sie das?


  Achilles: Die Molekularbiologie ist voller merkwürdiger verschlungener Schleifen, die ich nicht ganz verstehe, zum Beispiel wie gefaltete Proteine, die in DNS codiert sind, eine Schleife nach rückwärts bilden und die DNS, von der sie kommen, manipulieren, ja sogar zerstören können. Solche seltsamen Schleifen stürzen mich immer in größte Verwirrung. Sie sind irgendwie unheimlich.


  Schildkröte: Ich finde sie sehr sympathisch.


  Achilles: Natürlich, Ihnen kommen sie gerade recht. Was jedoch mich angeht: manchmal ziehe ich mich gerne von all diesem analytischen Denken zurück, und als Gegenmittel meditiere ich einfach ein bißchen. Es reinigt mein Denken von all diesen verwirrenden Schleifen und unglaublich komplexen Dingen, von denen wir heute Abend hörten.


  Schildkröte: Überraschend. Ich hätte nicht gedacht, daß Sie meditieren.


  Achilles: Habe ich Ihnen nie gesagt, daß ich Zen-Buddhismus studiere?


  Schildkröte: Mein Gott, wie sind Sie darauf verfallen?


  Achilles: Ich hatte schon immer einen Drang zum Yin und zum Yang. Sie wissen schon ~ der ganze fernöstliche Mystik—Trip mit I-Ging, Gurus und was sonst noch so dazugehört. Und eines Tages dachte ich: „Warum nicht auch Zen?“ Und so fing alles an.


  Schildkröte: Großartig! Dann kann ich vielleicht endlich einmal erleuchtet werden.


  Achilles: Halt, halt! Auf dem Weg zum Zen ist die Erleuchtung nicht der erste Schritt, sondern, wenn überhaupt, der letzte! Erleuchtung ist nichts für Novizen wie Sie, Theo S.


  Schildkröte: Wir haben uns offensichtlich falsch verstanden. Mit „Erleuchtung“ meine ich kaum etwas so Gewichtiges wie das, was es im Zen bedeutet. Alles was ich meinte, war, daß mir vielleicht ein Licht aufgehen kann, worum es sich bei Zen überhaupt handelt.


  Achilles: Jessas, warum haben Sie das nicht gleich gesagt? Nun, ich wäre überglücklich, Ihnen mitzuteilen, was ich über Zen weiß. Vielleicht würde es Sie sogar reizen, wie ich ein Schüler zu werden.


  Schildkröte: Nun, nichts ist unmöglich.


  Achilles: Sie könnten mit mir unter meinem Meister Okanisama, dem Siebten Patriarchen, studieren.


  Schildkröte: Was in aller Welt soll das nun heißen?


  Achilles: Sie müßten die Zen-Geschichte kennen, um das zu verstehen.


  Schildkröte: Würden Sie mir also ein bißchen von dieser Zen-Geschichte erzählen?


  Achilles: Ausgezeichnete Idee! Zen ist eine Abart des Buddhismus und wurde von einem Mönch namens Bodhidharma gegründet. Er verließ Indien und ging irgendwann im 6. Jahrhundert nach China. Bodhidharma war der erste Patriarch. Der sechste is' Enō. (Endlich hab ich's richtig im Kopf!)


  Schildkröte: Der sechste Patriarch hieß Zeno, nicht? Seltsam, daß ausgerechnet er in diese Sache verwickelt wurde.


  Achilles: Ich wage zu behaupten, daß Sie offensichtlich den Wert von Zen unterschätzen. Hören Sie mir noch ein bißchen zu, und vielleicht lernen Sie es dann schätzen. Wie ich gerade sagen wollte, wurde Zen etwa fünfhundert Jahre später nach Japan gebracht und es faßte dort gut Wurzel. Seither ist es zu einer der Hauptreligionen Japans geworden.


  Schildkröte: Wer ist dieser Okanisama, der „Siebte Patriarch“?


  Achilles: Er ist mein Meister, und seine Lehre stammt direkt von der des Sechsten Patriarchen ab. Er hat mich gelehrt, daß die Wirklichkeit eine einzige ist, unbeweglich und unveränderlich. Pluralität, Veränderung und Bewegung sind lediglich Sinnestäuschungen.


  Schildkröte: Das ist ja wirklich Zeno — klar zu erkennen. Aber wie kam er dazu, sich in Zen zu verstricken, der arme Kerl?


  Achilles: Waaas? So würde ich es nicht ausdrücken. Wenn JEMAND sich verstrickt hat, so ist es ... Aber das ist eine andere Geschichte. Jedenfalls weiß ich die Antwort auf diese Frage nicht. Lassen Sie mich statt dessen etwas über die Lehre meines Meisters berichten. Ich habe gelernt, wie man im Zen Erleuchtung oder SATORI den Zustand des „Nicht-Denkens“ sucht. In diesem Zustand denkt man nicht über die Welt nach, man IST einfach. Zudem habe ich gelernt, daß ein Zen-Schüler sich nicht an einen Gegenstand oder einen Gedanken oder einen Menschen „hingeben“ soll, und das bedeutet, daß man nicht an ein Absolutes glauben und sich nicht darauf verlassen darf, nicht einmal auf diese Philosophie des Nicht-Hingebens.


  Schildkröte: Hm, DAS ist etwas, was mir an Zen gefallen könnte.


  Achilles: Ich hatte gleich so eine Ahnung, daß Sie sich dem hingeben könnten.


  Schildkröte: Aber sagen Sie mir: Wenn Zen intellektuelle Tätigkeit ablehnt, ist es dann sinnvoll, sich intellektuell mit Zen zu beschäftigen? Es exakt zu studieren?


  Achilles: Die Sache hat mich sehr beschäftigt. Aber ich habe, glaube ich, endlich eine Antwort gefunden. Mir scheint, daß man sich Zen auf irgendeinem Pfad, den man kennt, nähern kann, sogar wenn dieser in völligem Widerspruch zu Zen steht. Indem man sich ihm nähert, lernt man allmählich, vom Pfad abzugehen. Je mehr man vom Pfad abgeht, um so näher kommt man Zen.


  Schildkröte: Oh, allmählich sind alle Unklarheiten restlos beseitigt.


  Achilles: Mein Lieblingspfad zu Zen führt über die kurzen, faszinierenden und unheimlichen Zen-Parabeln, die man „Kōan“ nennt.


  Schildkröte: Was ist ein Kōan?


  Achilles: Ein Kōan ist eine Geschichte über Zenmeister und ihre Schüler. Manchmal ist eine solche rätselhaft, dann wieder wie eine Fabel, und dann klingt sie wiederum wie nichts, was man jemals gehört hat.


  Schildkröte: Klingt ja hochinteressant. Könnte man sagen, daß Kōans zu lesen und zu genießen bedeutet, daß man Zen praktiziert?


  Achilles: Das bezweifle ich. Jedoch ist man meiner Meinung nach, wenn man Freude an Kōans hat, dem wirklichen Zen millionenfach näher, als wenn man über Zen einen in schwerem philosophischen Jargon geschriebenen Wälzer nach dem anderen sich einverleibt.


  Schildkröte: Ich würde gerne einen oder zwei Kōans hören.


  Achilles: Und ich würde Ihnen gerne einen oder zwei erzählen. Vielleicht sollte ich mit dem allerberühmtesten beginnen. Vor vielen Jahrhunderten lebte ein Zenmeister namens Jōshū, der 119 Jahre alt wurde.


  Schildkröte: Fast noch ein Jüngling.


  Achilles: Nach Ihren Maßstäben gewiß. Eines Tages stand also Jōshū zusammen mit einem anderen Mönch im Kloster, als eine Dogge vorbeilief. Der Mönch fragte Jōshū: Hat eine Dogge Buddha-Natur oder nicht?


  Schildkröte: Was immer das sein mag. Also sagen Sie mir, was antwortete Jōshū?


  Achilles: „MU“.


  Schildkröte: „MU“? Was heißt das: „MU“? Was ist mit der Dogge? Was ist mit der Buddha-Natur? Wie lautet die Antwort?


  Achilles: Nun — „MU“ ist Jōshūs Antwort. Indem er „MU“ sagt, gibt Jōshū dem anderen Mönch zu verstehen, daß man die Antwort auf die Frage nur wissen kann, indem man nicht fragt.


  Schildkröte: Jōshū „un-fragte“ die Frage.


  Achilles: Genau!


  Schildkröte: Es ist sicher nützlich, „MU“ zur Hand zu haben. Ich würde selber gerne manchmal ein paar Fragen un-fragen. Ich glaube, ich beginne Zen langsam zu kapieren. Sind Ihnen noch andere Kōans bekannt, Achilles? Ich würde gerne noch welche hören.


  Achilles: Mit Vergnügen. Ich kann Ihnen ein Kōan-Paar erzählen, das zusammengehört. Nur ...


  Schildkröte: Was ist?


  Achilles: Nun, es gibt da ein Problem. Obgleich beide Kōans sehr oft erzählt worden sind, hat mein Meister mich gewarnt, daß nur einer der beiden echt sei. Und außerdem weiß er nicht, welcher echt ist und welcher eine Fälschung.


  Schildkröte: Verrückt! Erzählen Sie mir doch beide, und wir können nach Herzenslust spekulieren.


  Achilles: Also gut. Einer der angeblichen Kōans lautet:


  Ein Mönch fragte Baso: „Was ist Buddha?“


  Baso sagte: „Dieser Geist ist Buddha.“


  Schildkröte: Hm ... „Dieser Geist ist Buddha“? Manchmal verstehe ich nicht so recht, worauf diese Zenleute hinauswollen.


  Achilles: Dann ziehen Sie vielleicht den anderen angeblichen Kōan vor.


  Schildkröte: Wie lautet er?


  Achilles: Folgendermaßen:


  Ein Mönch fragte Baso: „Was ist Buddha?“


  Baso antwortete: „Dieser Geist ist nicht Buddha.“


  Schildkröte: Au weia? Als wenn mein Panzer weder grün noch grün ist? Sowas hat man gern!


  Achilles: Nun, Herr Schildkröte, es geht nicht darum, Kōans „gernzuhaben“.


  Schildkröte: Also gut — ich habe sie nicht gern.


  Achilles: Schon besser. Nun, wie ich sagte, mein Meister glaubte, daß nur einer der beiden Kōans echt ist.


  Schildkröte: Ich kann mir nicht vorstellen, wie er zu dieser Überzeugung kam. Wie dem auch sei, ich nehme an, daß das alles nur von akademischem Interesse ist, da es keine Methode gibt, um festzustellen, ob ein Kōan echt oder ein Schwindel ist.


  Achilles: Da irren Sie sich. Mein Meister hat uns gesagt, wie man das macht.


  Schildkröte: Tatsächlich? Ein Entscheidungsverfahren für die Echtheit von Kōans? DARÜBER wüßte ich aber brennend gerne noch ein bißchen mehr.


  Achilles: Es ist ein ziemlich komplexes, zweistufiges Ritual. Im ersten Studium müssen Sie den fraglichen Kōan in ein dreidimensionales verknotetes Stück Faden ÜBERSETZEN.


  Schildkröte: Komische Sache. Und was ist das zweite Studium?


  Achilles: O, das ist leicht, man braucht lediglich festzustellen, ob der Faden Buddha-Natur hat oder nicht! Wenn ja, dann ist der Kōan echt, wenn nicht, eine Fälschung.
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  Abb. 45. La Mezquita, von M. C. Escher (Zeichnung, 1936).


  Schildkröte: Hm. Das klingt, als hätten Sie lediglich die Notwendigkeit eines Entscheidungsverfahrens in einen anderen Bereich verschoben. JETZT brauchen Sie ein Entscheidungsverfahren für Buddha-Natur. Und dann? Schließlich können Sie nicht einmal sagen, ob eine DOGGE Buddha-Natur besitzt oder nicht. Wie kann man dann erwarten, es für jeden möglichen Faden zu tun?


  Achilles: Nun, mein Meister erklärte mir, daß die Verschiebung von einem Bereich in den anderen hilfreich sein kann. Es ist, wie wenn man seinen Standpunkt ändert. Die Dinge sehen manchmal unter einem Gesichtswinkel kompliziert aus, aber unter einem anderen einfach. Er gab das Beispiel eines Obstgartens, in dem man aus einer Blickrichtung keinerlei Ordnung erkennen kann, aber aus bestimmten anderen eine schöne Regelmäßigkeit in Erscheinung tritt. Man hat die gleiche Information umstrukturiert, indem man den Blickwinkel änderte.


  Schildkröte: Ich verstehe. Die Echtheit eines Kōans ist vielleicht sehr tief in ihm verborgen, aber wenn man ihn in einen Faden übersetzt, bringt man es irgendwie fertig, jene an die Oberfläche zu bringen.


  Achilles: Das ist's, was mein Meister entdeckt hat.


  Schildkröte: Dann würde ich sehr gerne etwas über diese Technik erfahren. Aber sagen Sie mir zuerst: Wie kann man einen Kōan (eine Folge von Wörtern) in einen gefalteten Faden (ein dreidimensionales Objekt) verwandeln? Das sind doch zwei ziemlich verschiedene Dinge.


  Achilles: Das ist etwas vom Geheimnisvollsten, das ich im Zen gelernt habe. Es gibt zwei Schritte: „Transkription“ und „Übersetzung“. Die TRANSKRIPTION eines Kōans bedingt eine Niederschrift in einem phonetischen Alphabet, das nur vier geometrische Symbole enthält. Diese phonetische Wiedergabe des Kōan heißt BOTE.


  Schildkröte: Wie sehen diese geometrischen Symbole denn aus?


  Achilles: Sie bestehen aus Sechsecken und Fünfecken. So sehen sie aus (nimmt eine Papierserviette und zeichnet Herrn Schildkröte diese vier Figuren auf):
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  Schildkröte: Die sehen aber geheimnisvoll aus!


  Achilles: Nur für den Uneingeweihten. Wenn man nun den „Boten“ gemacht hat, reibt man seine Hände mit etwas Ribosomat ein und ...


  Schildkröte: Ribosomat? Ist das eine Art rituelle Salbung?


  Achilles: Nicht ganz. Es ist eine besondere, klebrige Substanz, die bewirkt, daß die Fäden ihre Form beibehalten, wenn sie gefaltet sind.


  Schildkröte: Woraus besteht sie?


  Achilles: Das weiß ich nicht genau. Aber es fühlt sich wie Leim an und funktioniert außerordentlich gut. Kurz, wenn man dieses Ribosomat an der Hand hat, kann man die Folge von Symbolen im Boten in gewissen Faltungen des Fadens ÜBERSETZEN. So einfach ist das.


  Schildkröte: Halt, nicht so schnell. Wie macht man das?


  Achilles: Man beginnt mit dem völlig geraden Faden. Dann fängt man an einem Ende an und führt je nach den geometrischen Symbolen im Boten verschiedene Faltungen aus.


  Schildkröte: Dann steht also jedes dieser Symbole für eine andere Art, den Faden zu biegen?


  Achilles: Nicht jedes für sich. Man nimmt drei zusammen, anstatt jeweils einem. Man beginnt an einem Ende des Fadens, und an einem Ende des Boten. Was mit dem ersten Zoll des Fadens geschehen soll, bestimmen die ersten drei geometrischen Symbole. Die nächsten drei Symbole sagen uns, wie der zweite Zoll des Fadens zu falten ist. Und so geht man Zoll für Zoll den Faden entlang, und gleichzeitig den Boten, und faltet jedes kleine Stück des Fadens, bis der Bote zu Ende ist. Wenn Sie Ribosomat richtig verwenden, wird der Faden seine Form beibehalten, und was man damit bewerkstelligt hat, ist die Übersetzung eines Kōan in einen Faden.


  Schildkröte: Das Vorgehen hat eine gewisse Eleganz. Da erhält man sicher einige recht wild aussehende Fäden.


  Achilles: Aber sicher. Die längeren Kōans haben recht bizarre Formen, wenn man sie übersetzt.


  Schildkröte: Das kann ich mir denken. Um aber die Übersetzung des Boten in den Faden auszuführen, muß man wissen, für welche Art von Faltung jedes Triplett von geometrischen Symbolen im Boten steht. Wie weiß man das? Gibt es ein Wörterbuch?


  Achilles: Ja, es gibt ein ehrwürdiges Buch, das den „Geometrischen Code“ enthält. Ohne ein Exemplar dieses Buches kann man natürlich einen Kōan nicht in einen Faden übersetzen.


  Schildkröte: Natürlich nicht. Woher stammt denn der Geometrische Code?


  Achilles: Er kam von einem alten Meister, genannt der „Große Tutor“, von dem mein Meister sagt, er sei der einzige, der jemals die Erleuchtung der Erleuchtung gefunden habe.


  Schildkröte: Da hat er sich aber eine Suppe eingebrockt! Als wäre eine nicht genug. Aber es gibt ja Unersättliche jeglicher Art – warum nicht auch Unersättliche, was die Erleuchtung angeht.


  Achilles: Glauben Sie, daß „Erleuchtung der Erleuchtung“ sozusagen eine Super-Erleuchtung darstellt?


  Schildkröte: Meines Erachtens ist das sehr zweifelhaft, was das für Sie, Achilles, darstellt. Wahrscheinlicher ist es, daß es für „Met-Erleuchtung“ steht!


  Achilles: Das ist ja zum wein', wenn man Sie so anhört ... Sie haben ja noch nicht einmal die erste Stufe der Erleuchtung erreicht, geschweige denn ...


  Schildkröte: Man kann nie wissen, Achilles. Vielleicht kehren die, die über diese Dinge wirklich Bescheid wissen, in ihren Zustand vor der Erleuchtung Zurück. Ich habe immer behauptet, daß „zweimal erleuchtet gleich nicht erleuchtet“ ist. Aber kehren wir zurück zum Großen Tortue – äh, zum Großen Tutor.


  Achilles: Man weiß wenig über ihn, nur daß er die Kunst der Zen-Fäden erfunden hat.


  Schildkröte: Was ist das?


  Achilles: Es ist eine Kunst, auf der das Entscheidungsverfahren über die Buddha-Natur beruht. Ich möchte Ihnen einiges darüber erzählen.


  Schildkröte: Das wäre spannend! Es gibt soviel, was Novizen wie ich aufnehmen müssen.


  Achilles: Es soll sogar einen Kōan geben, der erzählt, wie es mit der Kunst der Zen-Fäden begann. Aber leider ist das alles schon im Flugsand der Zeit verloren gegangen, ohne Zweifel auf immer. Und das ist vielleicht ganz gut so, denn sonst gäbe es Nachahmer, die sich den Namen des Meisters zulegten und ihn in anderen Dingen imitierten.


  Schildkröte: Wäre es aber nicht gut, wenn alle Zen-Studenten dem höchsterleuchteten Meister, dem Großen Tutor nacheiferten?


  Achilles: Lassen Sie mich einen Kōan über einen Nachahmer erzählen:


  Der Zenmeister Gutei streckte einen Finger hoch, wenn man ihm eine Frage über Zen stellte. Ein junger Novize begann das nachzuahmen. Als Gutei das erfuhr ließ er ihn zu sich kommen, und fragte, ob das wahr sei. Der Novize bejahte. Gutei fragte, ob er verstehe. Als Antwort hob der Schüler seinen Zeigefinger hoch. Sofort schnitt Gutei ihn ab. Der Novize, brüllend vor Schmerzen, rannte aus dem Zimmer hinaus. Als er zur Schwelle kam, rief Gutei: „Junge!“ Als der Novize sich umwandte hob Gutei seinen Zeigefinger. In diesem Augenblick war der Novize erleuchtet.


  Schildkröte: Das sind mir Geschichten! Gerade habe ich gemeint, daß Zen von Jōshū und seinen Streichen handelt, und nun finde ich, daß Gutei es ebenfalls lustig hat. Er hat offensichtlich einen beträchtlichen Sinn für Humor.


  Achilles: Dieser Kōan ist sehr ernst. Wie kommen Sie auf die Idee, er sei humorvoll?


  Schildkröte: Vielleicht ist Zen lehrreich, weil es humorvoll ist. Ich glaube, wenn man alle solchen Geschichten ganz ernst nähme, würde man ihren Sinn ebenso oft verfehlen, wie man ihn verstünde.


  Achilles: Vielleicht ist etwas dran an Ihrem Schildkröten-Zen.


  Schildkröte: Können Sie mir eines sagen? Ich wüßte gar zu gern: Warum kam Bodhidharma von Indien nach China?


  Achilles: Oho! Soll ich Ihnen sagen, was Jōshū sagte, als man ihm eben diese Frage stellte?


  Schildkröte: Bitte schön!


  Achilles: Er antwortete: „Jene Eiche im Garten“.


  Schildkröte: Natürlich, das hätte ich auch gesagt. Nur hätte ich es als Antwort auf eine andere Frage gesagt, nämlich: „Wer kann mir in der Mittagssonne Schatten spenden?“


  Achilles: Ohne es zu merken, sind Sie unversehens auf eine der Grundfragen des gesamten Zen gestoßen. Diese Frage, so unschuldig sie klingt, bedeutet tatsächlich: „Was ist das Grundprinzip von Zen?“


  Schildkröte: Erstaunlich! Ich hatte nicht die geringste Idee, daß das Zentralproblem darin besteht, daß man Schatten findet.


  Achilles: O nein, Sie mißverstehen mich völlig. Ich meinte nicht DIESE Frage, sondern die, warum Bodhidharma von Indien nach China kam.


  Schildkröte: Aha! Nun, ich hatte keine Ahnung, daß ich in so tiefe Wasser geraten würde. Aber kehren wir zu diesem merkwürdigen Abbildungsprozeß zurück. Ich verstehe Sie so, daß jeder Kōan mit den von Ihnen skizzierten Methoden in einen gefalteten Faden verwandelt werden kann. Wie steht es mit dem umgekehrten Vorgehen? Kann jeder Faden so gelesen werden, daß sich ein Kōan ergibt?


  Achilles: In einem gewissen Sinn ja. Indessen ...


  Schildkröte: Was stimmt denn da nicht?


  Achilles: Man darf es nicht einfach umgekehrt tun. Es würde das Zentraldogma der Zen-Fäden verletzen, wie es im folgenden Bild dargestellt ist (nimmt die Papierserviette und zeichnet):
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  Es ist nicht erlaubt, gegen die Pfeile zu gehen – insbesondere nicht den zweiten.


  Schildkröte: Sagen Sie mir: Hat dieses Dogma Buddha-Natur oder nicht? Wenn ich mir's recht überlege, glaube ich, daß es besser ist, diese Frage zu un-fragen. Ist das in Ordnung?


  Achilles: Ich bin froh, daß Sie das un-fragten. Aber ich will Ihnen ein Geheimnis verraten. Versprechen Sie, es niemand weiterzusagen?


  Schildkröte: Auf meine Schildkrötenehre!


  Achilles: Nun, hin und wieder gehe ich tatsächlich gegen die Pfeile. Es hat wohl den Reiz des Verbotenen für mich.


  Schildkröte: Aber Achilles! Ich hätte nie gedacht, daß Sie etwas so Respektloses täten!


  Achilles: Ich habe es noch nie jemand gestanden, nicht einmal Okanisama.


  Schildkröte: Aber sagen Sie mir: Was passiert, wenn man gegen die Pfeile im Zentral-Dogma vorgeht? Heißt das, daß Sie mit einem Faden beginnen und aus ihm einen Kōan machen?


  Achilles: Manchmal. Aber es können verrücktere Dinge geschehen.


  Schildkröte: Verrückter als die Erzeugung von Kōans?


  Achilles: Ja ... Wenn man un-übersetzt und un-transkribiert, erhält man ETWAS, aber nicht immer einen Kōan. Gewisse Fäden ergeben nur Unsinn, wenn man sie auf diese Weise laut liest.


  Schildkröte: Ist das nicht einfach eine andere Bezeichnung für Kōan?


  Achilles: Den wahren Geist des Zen haben Sie offenbar noch nicht erfaßt.


  Schildkröte: Erhält man wenigstens immer Geschichten?


  Achilles: Nicht immer. Manchmal erhält man unsinnige Silben, dann wieder ungrammatikalische Sätze. Aber hier und da erhält man etwas, das ein Kōan zu sein scheint.


  Schildkröte: Nur SCHEINT?


  Achilles: Nun, es könnte eine Fälschung sein.


  Schildkröte: Ach, natürlich!


  Achilles: Ich nenne die Fäden, die anscheinend Kōans ergeben, „wohlgeformte“ Fäden.


  Schildkröte: Warum sagen Sie mir nichts über das Entscheidungsverfahren, das Ihnen gestattet, falsche Kōans von richtigen zu unterscheiden?


  Achilles: Darauf wollte ich zu sprechen kommen. Wenn man einen Kōan, oder je nachdem Nicht-Kōan, vor sich hat, ist das erste, daß man ihn in einen dreidimensionalen Faden übersetzt. Nun muß man nur noch herausfinden, ob der Faden Buddha-Natur hat oder nicht.


  Schildkröte: Aber wie macht man DAS?


  Achilles: Nun, mein Meister sagte, daß der Große Tutor einen Faden nur flüchtig anzuschauen brauchte, um zu sagen, ob er Buddha-Natur habe oder nicht.


  Schildkröte: Was aber, wenn man das Stadium der „Erleuchtung der Erleuchtung“ nicht erreicht hat? Gibt es keine andere Methode zur Feststellung, ob ein Faden Buddha-Natur hat?


  Achilles: Doch, es gibt einen, und hier kommen wir zu der Kunst der Zen-Fäden. Das ist eine Technik zur Erzeugung unzählig vieler Fäden, die alle Buddha-Natur haben.


  Schildkröte: Was Sie nicht sagen! Und gibt es eine entsprechende Methode, Fäden zu machen, die KEINE Buddha-Natur haben?


  Achilles: Warum wollten Sie das tun?


  Schildkröte: Ach, ich dachte bloß, das könnte nützlich sein.


  Achilles: Sie haben einen höchst ausgefallenen Geschmack. Man stelle sich vor: mehr an den Dingen interessiert sein, die die Buddha-Natur NICHT haben als an denen, die sie HABEN!


  Schildkröte: Halten Sie das meinem unerleuchteten Zustand zugute. Aber machen Sie weiter. Sagen Sie mir, wie man einen Faden macht, der TATSÄCHLICH Buddha-Natur hat.


  Achilles: Nun, Sie müssen damit anfangen, daß Sie eine Schleife des Fadens in einer der fünf zulässigen Anfangsstellungen über Ihre Hände streifen, also zum Beispiel folgendermaßen (Er nimmt einen Faden auf und macht daraus eine einfache Schleife um einen Finger an jeder Hand.)


  Schildkröte: Welches sind die vier anderen zulässigen Ausgangsstellungen?


  Achilles: Man hält jede für eine selbstverständliche Art, einen Faden aufzunehmen. Sogar Novizen nehmen Fäden oft in solchen Stellungen auf. Und diese fünf Fäden haben alle Buddha-Natur.


  Schildkröte: Natürlich.


  Achilles: Sodann gibt es einige Regeln zur Manipulation von Fäden, vermittels derer man komplexere Fadenfiguren herstellen kann. Insbesondere ist es Ihnen erlaubt, den Faden mit gewissen fundamentalen Handbewegungen abzuändern. Zum Beispiel können Sie hier hinüberreichen — und dann so ziehen — und dann so drehen. Mit jeder Operation verändern Sie die Gesamtkonfiguration des über Ihre Hände gelegten Fadens.


  Schildkröte: Es sieht genau so aus wie die Fadenspiele von Kindern!


  Achilles: Richtig! Nur, wenn Sie den Vorgang betrachten, werden Sie sehen, daß einige dieser Regeln den Faden komplexer machen und andere ihn vereinfachen. Aber gleichgültig welchen Weg Sie gehen — solange Sie die Regeln zur Manipulation von Fäden befolgen, hat jeder Faden, den sie erzeugen, Buddha-Natur.


  Schildkröte: Das ist wirklich wunderbar. Wie steht es aber mit dem Kōan, der in dem von Ihnen hergestellten Faden verborgen ist, wäre der nun echt?


  Achilles: Nun, nach dem, was ich gelernt habe, muß er es sein. Da ich ihn gemäß den Regeln hergestellt habe und von einer der fünf selbstverständlichen Stellungen ausgegangen bin, muß der Faden Buddha-Natur haben, und deshalb muß er einem echten Kōan entsprechen.


  Schildkröte: Wissen Sie, was für ein Kōan das ist?


  Achilles: Wollen Sie, daß ich das Zentraldogma verletze, Sie Schelm, Sie?


  (Und mit gefurchter Stirne und dem Code-Buch in der Hand geht Achilles Zoll um Zoll die Schnur entlang und notiert für jede Faltung ein Triplett von geometrischen Symbolen aus dem seltsamen phonetischen Kōan-Alphabet, bis er beinahe ein Serviette voll hat.)


  Fertig!


  Schildkröte: Großartig! Hören wir ihn uns an.


  Achilles: Gut:


  Ein Wandermönch fragte eine alte Frau nach dem Weg nach Taizan, einem beliebten Tempel, der demjenigen, der dort betete, Weisheit verleihen sollte. Die alte Frau sagte: „Geh immer gerade aus!“ Nachdem der Mönch ein paar Schritte getan hatte, sagte sie zu sich selbst: „Er ist auch nur ein gewöhnlicher Kirchgänger.“ Jemand berichtete Jōshū von diesem Vorfall. Er sagte: „Warte, bis ich die Sache untersucht habe.“ Am Tag darauf ging er hin und stellte die gleiche Frage, und die alte Frau gab die gleiche Antwort. Jōshū bemerkte: „Ich habe die alte Frau untersucht.“


  Schildkröte: Mit einem solchen Talent für Untersuchungen ist es ein Jammer, daß Jōshū nicht vom MAD angestellt wurde. Sagen Sie mir: Was Sie taten, könnte ich auch tun, wenn ich die Regeln der Kunst der Zen-Fäden befolgte. Stimmt's?


  Achilles: Stimmt.


  Schildkröte: Müßte ich diese Operationen in genau der gleichen ReihenFOLGE wie Sie durchführen?


  Achilles: Nein, die Reihenfolge spielt keine Rolle.


  Schildkröte: Natürlich erhielte ich dann einen anderen Faden und deshalb einen anderen Kōan. Müßte ich nun die gleiche ZAHL von Schritten ausführen wie Sie?


  Achilles: Keineswegs. Es geht mit jeder beliebigen Zahl von Schritten.


  Schildkröte: Dann gibt es aber eine unendliche Anzahl von Fäden mit Buddha-Natur, und infolgedessen eine unendliche Zahl von echten Kōans! Wie können Sie wissen, daß es einen Faden gibt, der mit Ihren Regeln NICHT hergestellt werden kann?


  Achilles: Oh ja — zurück zu den Dingen, die der Buddha-Natur entbehren. Es gibt sich so, daß wenn man erst einmal weiß, wie man Fäden MIT Buddha-Natur machen kann, man auch Fäden OHNE Buddha-Natur machen kann. Das ist etwas, was mir mein Meister gleich zu Beginn einhämmerte.


  Schildkröte: Wunderbar. Und wie geht das vor sich?


  Achilles: Ganz einfach. Hier zum Beispiel: ich mache einen Faden, der der Buddha-Natur entbehrt ...


  (Er nimmt den Faden, aus dem der vorhergehende Kōan herausgezogen worden war, und macht einen winzigen Knoten an einem Ende, den er mit Daumen und Zeigefinger eng zusammenzieht.)


  Hier — keine Buddha-Natur.


  Schildkröte: Sehr erhellend. Man braucht also nur einen Knoten hinzuzufügen? Wie weiß man dann, daß der neue Faden der Buddha-Natur entbehrt?


  Achilles: Wegen der Fundamentaleigenschaft der Buddha-Natur. Wenn zwei wohlgeformte Fäden mit Ausnahme eines Knotens am Ende identisch sind, dann kann nur EINER von ihnen Buddha-Natur besitzen. Über den Daumen gepeilt, wie es mein Meister mir beigebracht hat.


  Schildkröte: Ich möchte noch gern etwas anderes wissen: Gibt es Fäden mit Buddha-Natur, die sich durch Befolgung der Regeln für Zen-Fäden, gleichgültig in welcher Reihenfolge, nicht erreichen lassen?


  Achilles: Ich gebe es höchst ungern zu — aber was diesen Punkt angeht, bin ich selber etwas verwirrt. Zunächst gab mir mein Lehrer sehr deutlich zu verstehen, daß die Buddha-Natur durch den Start in einer der fünf zulässigen Ausgangsstellungen und die Entwicklung des Fadens gemäß den zulässigen Regeln DEFINIERT werde. Später jedoch sagte er noch etwas über den „Satz“ von irgendjemand. Ich habe es nie richtig begriffen. Vielleicht habe ich auch das, was er sagte, mißverstanden. Aber was er auch immer gesagt haben mag — ich begann zu zweifeln, ob diese Methode ALLE Fäden mit Buddha-Natur erfaßt. Soviel mir jedenfalls bekannt ist, tut sie das. Aber wissen Sie: Buddha-Natur ist eine sehr schwer zu fassende Sache.


  Schildkröte: So viel entnahm ich auch Jōshūs „MU“. Ich frage mich ...


  Achilles: Was?


  Schildkröte: Diese beiden Kōans — ich meine den Kōan und seinen Un-Kōan — die lauten: „Dieser Geist ist Buddha“ und „Dieser Geist ist nicht Buddha“ — wie sehen sie aus, wenn man sie mithilfe des Geometrischen Codes in Fäden umwandelt?


  Achilles: Das will ich Ihnen gerne zeigen.


  (Er schreibt die phonetische Transkription nieder und nimmt dann aus seiner Tasche ein paar Fäden, die er sorgfältig Zoll um Zoll faltet, indem er den Symbol-Tripletten folgt, die in dem seltsamen Alphabet geschrieben sind. Dann legt er die Fäden nebeneinander .)


  Sehen Sie — hier ist der Unterschied!


  Schildkröte: Sie sind sich tatsächlich sehr ähnlich. Ich glaube, es gibt nur einen Unterschied: Einer von den beiden hat einen kleinen Knoten am Ende!


  Achilles: Bei Jōshū, recht haben Sie!


  Schildkröte: Aha, jetzt verstehe ich, warum Ihr Meister argwöhnisch ist.


  Achilles: Tatsächlich?


  Schildkröte: Nach Ihrer Daumenpeilung kann HÖCHSTENS EINER eines solchen Paares Buddha-Natur besitzen, daher weiß man sofort, das einer der Kōans falsch ist.


  Achilles: Das sagt aber nicht, welcher. Ich — und auch mein Meister — habe mich bemüht, diese zwei Fäden durch die Anwendung der Regeln für die Manipulation von Fäden zu erzeugen — ohne Erfolg. Keiner kommt jemals dabei heraus. Es ist wirklich frustrierend. Manchmal fragt man sich ...


  Schildkröte: Sie meinen, man fragt sich, ob überhaupt einer der Fäden Buddha-Natur hat? Vielleicht hat keiner von ihnen Buddha-Natur — und keiner der beiden Kōans ist echt!


  Achilles: So weit habe ich nie gedacht — aber Sie haben recht: Es ist wohl möglich. Ich meine aber, Sie sollten nicht so viele Fragen über die Buddha-Natur stellen. Der Zen-Meister Mumon hat seine Schüler immer vor der Gefahr zu vielen Fragens gewarnt.


  Schildkröte: Gut! Keine Fragen mehr. Statt dessen juckt es mich in den Fingern, selber so einen Faden herzustellen. Es wäre amüsant, zu sehen, ob das, was dabei herauskommt, wohlgeformt ist oder nicht.


  Achilles: Das könnte interessant werden. Hier ist ein Stück Faden. (Er gibt Herrn Schildkröte eins.)


  Schildkröte: Sie sind sich klar darüber, daß ich nicht die blasseste Ahnung habe, was ich tun will. Wir werden einfach mit dem Ergebnis meiner ungeschickten Produktion vorlieb nehmen müssen, die keinen Regeln folgt und sich wahrscheinlich am Schluß als völlig unentschlüsselbar entpuppt. (Ergreift die Schleife mit seinen Füßen und bringt mit ein paar einfachen Bewegungen einen komplexen Faden hervor, den er wortlos Achilles überreicht. In diesem Augenblick beginnt Achilles zu strahlen.)


  Achilles: Heiliger Bimbam! Ihre Methode muß ich selbst probieren. Einen solchen Faden hab' ich noch nie gesehen!


  Schildkröte: Ich hoffe, er ist wohlgeformt.


  Achilles: Ich sehe, er hat einen Knoten an einem Ende.


  Schildkröte: Einen Augenblick mal. Kann ich ihn zurückhaben? Ich möchte noch etwas daran tun.


  Achilles: Aber sicher! Bitte ...


  (Gibt ihn Herrn Schildkröte, der einen anderen Knoten am selben Ende anbringt. Dann macht Herr Schildkröte einen scharfen Ruck, und plötzlich verschwinden beide Knoten!)


  Achilles: Was ist passiert?


  Schildkröte: Ich wollte diesen nichtigen Knoten loswerden.


  Achilles: Aber anstatt ihn aufzulösen, machten Sie zwei, und dann verschwanden sie BEIDE! Wohin?


  Schildkröte: Nach Tumbolia natürlich. Das ist das Gesetz der doppelten Knotulation.


  (Plötzlich erscheinen die beiden Knoten wieder von irgendwoher — das heißt aus Tumbolia.)


  Achilles: Erstaunlich! Sie müssen in einer leicht zugänglichen Schicht von Tumbolia liegen, wenn sie so leicht hinein- und hinauspoppen können. Oder ist ganz Tumbolia gleichermaßen zugänglich?


  Schildkröte: Das kann ich nicht sagen. Aber mir fällt eben ein: Wenn man den Faden verbrennen würde, wäre es ganz unwahrscheinlich, daß die Knoten zurückkämen. In solchen Fällen könnte man sie sich in einer tieferen Schicht von Tumbolia gefangen denken. Vielleicht gibt es viele Schichten von Tumbolia. Aber das bringt uns nicht weiter. Was ich gerne wüßte ist, wie mein Faden klingt, wenn man ihn in ein phonetisches System zurückverwandelt. (Und als er die Schnur zurückgibt, poppen die Knoten wieder in die Nichtigkeit.)


  Achilles: Ich habe immer ein so schlechtes Gefühl, wenn ich das Zentral-Dogma verletze ... (Er nimmt seinen Stift und sein Code-Buch und notiert sorgfältig die vielen Symbol-Tripletts, die den kurvenreichen Windungen des Fadens von Herrn Schildkröte entsprechen, und als er damit fertig ist, räuspert er sich.) — Ahem! Sind Sie bereit zu hören, was Sie erzeugt haben?


  Schildkröte: Gerne, wenn Sie wollen.


  Achilles: Gut. Es heißt wie folgt:


  Ein gewisser Mönch pflegte den Großen Tortue (den einzigen, der je die Erleuchtung der Erleuchtung erreicht hatte) zu belästigen, indem er fragte, ob verschiedene Gegenstände Buddha-Natur hätten oder nicht. Bei solchen Fragen saß Tortue immer wortlos da. Der Mönch hatte bereits wegen einer Bohne, einem See und einer Mondnacht gefragt. Eines Tages brachte er Tortue ein Stück Faden und stellte dieselbe Frage. Als Antwort ergriff der Große Tortue die Schleife mit seinen Füßen, und ...


  Schildkröte: Mit den Füßen? Wie eigenartig!


  Achilles: Warum finden Sie das eigenartig?


  Schildkröte: Nun ja ... warum eigentlich? Aber machen Sie bitte weiter!


  Achilles: Gut!


  ... ergriff der Große Tortue die Schleife mit seinen Füßen, und mit ein paar einfachen Manipulationen stellte er einen komplexen Faden her, den er wortlos dem Mönch überreichte. In diesem Augenblick war der Mönch erleuchtet.


  Schildkröte: Ich persönlich wäre lieber doppelt erleuchtet.


  Achilles: Dann wird gesagt, wie man den Faden des Großen Tortue macht, indem man mit einem über die Füße gezogenen Faden beginnt. Ich übergehe diese langweiligen Einzelheiten. Das Ende lautet:


  Von Stund' an belästigte der Mönch Tortue nicht mehr. Stattdessen stellte er Faden um Faden nach Tortues Methode her, gab die Methode seinen Jüngern weiter, und diese den ihrigen.


  Schildkröte: Was für eine verwickelte Geschichte! Kaum zu glauben, daß sie tatsächlich in einem Faden verborgen lag.


  Achilles: Oh ja, das war sie. Erstaunlicherweise haben Sie offensichtlich gleich beim ersten Anlauf einen wohlgeformten Faden geschaffen.


  Schildkröte: Aber wie sah der Faden des Großen Tortue aus? Das ist doch wohl die Hauptsache dieses Kōans, meine ich.


  Achilles: Da habe ich meine Zweifel. Man sollte sich nicht kleinen Einzelheiten innerhalb des Kōan hingeben. Der Geist des ganzen Kōan ist wichtig, nicht kleine Einzelheiten. Wissen Sie, was mir eben aufgegangen ist? So verrückt es klingt ich glaube, daß Sie vielleicht auf den verschollenen Kōan gestoßen sind, der die allerersten Anfänge der Kunst der Zen-Fäden beschreibt!


  Schildkröte: Das wäre freilich zu gut, um Buddha-Natur zu haben.


  Achilles: Das aber bedeutet, daß der große Meister — der einzige, der jemals den mystischen Zustand der Erleuchtung der Erleuchtung erreicht hat, „Tortue“ hieß, nicht „Tutor“. Was für ein komischer Name!


  Schildkröte: Komisch? Nein, ich finde französische Namen schön. Ich möchte noch immer wissen, wie der Faden von Tortue aussah. Können Sie ihn nach der im Kōan enthaltenen Beschreibung wieder erzeugen?


  Achilles: Versuchen könnte ich's ... Natürlich muß ich meine Füße verwenden, da das Ganze als Fußbewegung beschrieben wird. Das ist recht ungewöhnlich. Aber ich denke, ich bringe es schon fertig. Lassen Sie mich's versuchen! (Er nimmt den Kōan und ein Stück Faden und verdreht und wendet ihn in geheimnisvoller Weise, bis er das fertige Ergebnis vor sich hat.) Nun, das ist es. Merkwürdig, wie vertraut er aussieht.


  Schildkröte: Tatsächlich. Wo habe ich das nur schon früher gesehen?


  Achilles: Ich weiß! Das ist IHRE Schnur, Herr S. oder etwa nicht?


  Schildkröte: Ganz sicher nicht.


  Achilles: Natürlich nicht. Es ist der Faden, den Sie mir zuerst gaben, bevor Sie ihn zurücknahmen, um einen nichtigen zusätzlichen Knoten anzubringen.


  Schildkröte: Ja, tatsächlich. Stellen Sie sich nur vor. Was das wohl bedeuten mag?


  Achilles: Zum mindesten ist es seltsam.


  Schildkröte: Halten Sie meinen Kōan für echt?


  Achilles: Moment!


  Schildkröte: Oder hat mein Faden Buddha-Natur?


  Achilles: Etwas an Ihrem Faden macht mir allmählich Kummer, Herr Schildkröte.


  Schildkröte (sieht sehr zufrieden mit sich selbst aus und achtet nicht auf Achilles): Und wie steht's mit Tortues Faden? Hat der Buddha-Natur? Fragen ohne Ende!


  Achilles: Ich hätte Angst, solche Fragen zu stellen, Herr S. Es geht etwas höchst Komisches vor, und mir ist nicht recht wohl dabei.


  Schildkröte: Tut mit leid, das zu hören. Ich kann mir gar nicht denken, was Sie denn so beunruhigt.


  Achilles: Nun, am besten läßt sich das erklären in den Worten eines anderen alten Zenmeisters, Kyōgen. Kyōgen sagte:


  Zen ist wie ein Mann, der über einem Abgrund schwebt, während er sich mit den Zähnen an einem Baum festhält. Seine Hände klammern sich an keinen Zweig, seine Füße haben keinen Halt, und jemand fragt ihn unter dem Baum: „Warum kam Bodhidharma von Indien nach China?“ Wenn der Mann im Baum nicht antwortet, hat er die Prüfung nicht bestanden, und wenn er antwortet, fällt er und verliert sein Leben. Was soll er also tun?


  Schildkröte: Das ist klar: Er sollte Zen aufgeben und sich der Molekularbiologie widmen.


  KAPITEL IX


  Mumon und Gödel


  Was ist Zen?


  ICH BIN NICHT SICHER, ob ich weiß, was Zen ist. Einerseits meine ich es sehr gut zu verstehen, andererseits glaube ich, daß ich es überhaupt nie verstehen werde. Seit mein Englischlehrer im College in unserer Klasse Jōshūs MU vorlas, habe ich mich mit den Zenaspekten des Lebens herumgeschlagen, und das wird wohl nie ein Ende finden. Für mich ist Zen intellektueller Treibsand  Anarchie, Dunkelheit, Bedeutungslosigkeit, Chaos. Es ist quälend und aufreizend. Und doch ist es auch humorvoll, erquickend, anziehend. Zen hat seine eigene Bedeutung, seine eigene Helligkeit und Klarheit. Ich hoffe, dem Leser in diesem Kapitel etwas von diesem Bündel von Reaktionen vermitteln zu können. So seltsam es klingt  es wird uns direkt zu Gödelschen Fragen führen.


  Eine der Grundannahmen des Zen-Buddhismus ist die, daß es keine Methode gibt, mit der sich charakterisieren ließe, was Zen ist. Gleichgültig, in welchem Verbalraum man Zen einschließen will  es wird sich dagegen sträuben und überschwappen. Es könnte also scheinen, daß alle Bemühungen, Zen zu erklären, völlige Zeitverschwendung sind. Doch ist das nicht die Haltung von Zenmeistern und -schülern. Zum Beispiel bilden Zen-Kōans, obgleich sie rein verbal sind, einen zentralen Bestandteil des Zenstudiums. Kōans sind angeblich Auslöser, die, obgleich sie als solche nicht genug Information enthalten, um Erleuchtung zu gewährleisten, möglicherweise genügen, um die Mechanismen in unserem Gehirn aufzuschließen, die zur Erleuchtung führen. Im allgemeinen jedoch ist die Haltung von Zen die, daß Wort und Wahrheit sich nicht miteinander vertragen, oder zumindest, daß Worte die Wahrheit nicht einfangen können.


  Zen-Meister Mumon


  Um das möglicherweise in übersteigerter Form auszudrücken, verfaßte der Mönch Mumon (Kein Tor) im 13. Jahrhundert achtundvierzig Kōans, jeden mit einem Kommentar und mit einem kleinen Gedicht. Dieses Werk heißt Das torlose Tor oder der Mumonkan (Schranke ohne Tor). Es ist interessant festzustellen, daß die Lebensspanne von Mumon und die von Fibonacci fast genau übereinstimmen: Mumon lebte von 1183 bis 1260 in China, Fibonacci von 1180 bis 1250 in Italien. Für diejenigen, die glauben, daß sie Kōans sinnvoll deuten oder verstehen können, wenn sie in den Mumonkan schauen, ist der Mumonkan vielleicht ein böser Schock, denn die Kom-
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  Abb. 46. Drei Welten, von M C. Escher (Lithographie, 1955).


  mentare und Gedichte sind genau so undurchsichtig wie die Kōans, die sie angeblich erklären sollen. Sehen wir uns das folgende Beispiel an: 1


  Kōan:


  Hogen vom Seiryo-Kloster war dabei, vor dem Essen einen Vortrag zu halten, als er feststellte, daß der Bambusvorhang, den man für die Meditation heruntergelassen hatte, nicht hochgerollt worden war. Er wies darauf hin. Zwei Mönche aus der Zuhörerschaft erhoben sich und rollten ihn hoch.


  Hogen, der sie beide in ihrer körperlichen Bewegung beobachtete, sagte: Der erste Mönch hat es, der zweite nicht.


  Mumons Kommentar:


  Ich möchte euch fragen: Welcher dieser zwei Mönche hat es und welcher nicht? Wenn einer von euch ein Zen-Auge hat, wird er den Fehler auf des Lehrers Seite sehen. Ich jedoch diskutiere nicht über haben und nicht haben.


  Mumons Gedicht:


  Wenn der Vorhang aufgerollt ist, öffnet sich der große Himmel,


  Doch ist der Himmel nicht in Einklang mit Zen.


  Am besten vergißt man den großen Himmel


  Und zieht sich von jedem Wind zurück.


  Oder dann der folgende: 2


  Kōan:


  Goso sagt: Wenn ein Büffel das Gehege verläßt und sich an den Rand des Abgrunds begibt, so bringt er seine Hörner und seinen Kopf und seine Hufe durch, warum jedoch nicht auch den Schwanz?


  Mumons Kommentar:


  Wenn jemand hierfür das rechte Auge hat und ein Zen-Wort sagt, so ist er reif, die vier Geschenke zurückzuerstatten; und nicht nur das, er kann auch alle Lebewesen, die unter ihm stehen, erretten. Wenn er aber solch ein wahres Zen-Wort nicht sagen kann, so sollte er zu seinem Schwanz zurückkehren.


  Mumons Gedicht:


  Wenn ein Büffel davonläuft, wird er in den Graben fallen;


  Wenn er zurückkehrt, wird er geschlachtet.


  Dieser kleine Schwanz


  Ist ein sehr seltsames Ding.
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  Abb. 47. Tautropfen, von M. C. Escher (Kupferstich, 1948).


  Der Leser wird wohl zugeben müssen, daß Mumon nicht gerade alles klarstellt. Man könnte sagen, daß die Metasprache (in der Mumon schreibt) sich von der Objektsprache (der Sprache des Kōans) nicht sehr stark unterscheidet. Einige behaupten, daß Mumons Kommentare vorsätzlich idiotisch sind, weil sie vielleicht zeigen sollen, wie nutzlos es ist, seine Zeit mit Geschwätz über Zen zu verbringen. Doch Mumons Kommentare lassen sich auf mehr als nur einer Ebene verstehen. Man schaue sich das folgende Beispiel an: 3


  Kōan:


  Ein Mönch fragte Nansen: Gibt es eine Lehre, die kein Meister je zuvor gelehrt hat?


  Nansen sagte: Ja, das gibt es.


  Was ist es? fragte der Mönch.


  Nansen antwortete: Es ist nicht Geist, es ist nicht Buddha, es ist nicht Ding.
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  Abb. 48. Andere Welt, von M. C. Escher (Holzstich und Holzschnitt, 1947).


  Mumons Kommentar:


  Der alte Nansen gab seine Schatzwörter preis. Er muß sehr verstört gewesen sein.


  Mumons Gedicht:


  Nansen war zu freundlich und verlor seinen Schatz.


  Wahrlich, Wörter haben keine Kraft.


  Und wenn die Berge zum Meer werden,


  Wörter können den Geist des anderen nicht öffnen.


  In diesem Gedicht sagt Mumon offensichtlich etwas für Zen Zentrales und macht keine idiotische Aussage. Merkwürdigerweise ist das Gedicht jedoch selbstbezüglich, und so ist es nicht nur ein Kommentar zu Nansens Worten, sondern auch zu seiner eigenen Wirkungslosigkeit. Paradoxien dieser Art sind sehr charakteristisch für Zen. Sie sind ein Versuch, die Logik des Geistes zu brechen. Diese paradoxe Qualität sieht man auch im Kōan. Was Mumons Kommentar angeht, glaubt der Leser, daß Nansen wirklich seiner Antwort so sicher war? Oder war die Richtigkeit der Antwort überhaupt gar nicht wichtig? Oder spielt Richtigkeit im Zen überhaupt eine Rolle? Was ist der Unterschied zwischen Richtigkeit und Wahrheit? Gibt es überhaupt einen? Und wenn Nansen gesagt hätte: Nein, eine solche Lehre gibt es nicht? Hätte das einen Unterschied gemacht? Wäre seine Bemerkung in einem Kōan verewigt worden?


  Hier ein wichtiger Kōan, mit dem die Logik des Geistes gebrochen werden sollte: 4


  Der Student Doko kam zu einem Zen-Meister und sagte: Ich suche die Wahrheit. In welchem Geisteszustand muß ich mich üben, damit ich sie finde?


  Der Meister sprach: Es gibt keinen Geist, also kannst Du ihn auch nicht in einen Zustand versetzen. Es gibt keine Wahrheit, also kannst du dich nicht in ihr üben.


  Wenn es keinen Geist zu üben und keine Wahrheit zu finden gibt, warum hast Du all diese Mönche, die sich jeden Tag vor Dir versammeln, um Zen zu studieren und sich in diesen Studien zu üben?


  Aber ich habe doch nicht einen Zoll Platz hier sprach der Meister, wie könnten sich also die Mönche versammeln? Ich habe keine Zunge, wie könnte ich sie also regelmäßig zusammenrufen und sie unterweisen?


  Oh, wie kannst Du nur so lügen? fragte Doko.


  Wenn ich aber keine Zunge besitze, mit der ich zu anderen reden könnte, wie kann ich dich dann anlügen? fragte der Meister.


  Darauf sagte Doko traurig: Ich kann Dir nicht folgen, ich kann Dich nicht verstehen.


  Ich kann mich selbst nicht verstehen, sagte der Meister.


  Wenn es einen verwirrenden Kōan gibt, dann diesen. Und höchstwahrscheinlich ist Verwirrung zu stiften gerade sein Zweck. Denn wenn man sich in einem Zustand der Verwirrung befindet, beginnt das Gehirn bis zu einem gewissen Grad, nicht-logisch zu operieren. Nur wenn man aus der Logik aussteigt, so lautet die Theorie, kann man den Sprung in die Erleuchtung tun. Aber was ist denn so schlecht an der Logik? Warum verhindert sie den Sprung in die Erleuchtung?


  Zens Kampf gegen den Dualismus


  Um das zu beantworten, muß man etwas darüber wissen, was Erleuchtung ist. Die knappste Zusammenfassung wäre wohl: Überwindung des Dualismus. Was aber ist Dualismus? Es ist die begriffliche Aufspaltung der Welt in Kategorien. Ist es möglich, diese ganz natürliche Tendenz zu überwinden? Wenn ich dem Wort Aufspaltung das Wort begrifflich voranstellte, habe ich vielleicht den Eindruck geweckt, daß dies eine intellektuelle oder bewußte Anstrengung ist, und daß man den Dualismus ganz einfach damit überwinden könnte, daß man das Denken unterdrückt (als ob die Unterdrückung des Denkens tatsächlich einfach wäre!). Doch findet das Auseinanderbrechen der Welt in Kategorien weit unterhalb der höheren Schichten des Denkens statt. In der Tat ist der Dualismus genauso sehr eine perzeptionelle Aufteilung der Welt in Kategorien, als er eine konzeptionelle ist. In anderen Worten: die menschliche Wahrnehmung ist ihrer Natur nach ein dualistisches Phänomen  und das macht die Suche nach Erleuchtung, milde ausgedrückt, zu einem steinigen Weg.


  An der Wurzel des Dualismus, sagt Zen, sind Wörter  bloß einfache Wörter. Der Gebrauch von Wörtern ist seinem Wesen nach dualistisch, da jedes Wort ganz offensichtlich eine begriffliche Kategorie repräsentiert. Deshalb besteht ein großer Teil von Zen aus dem Kampf dagegen, daß man sich auf Wörter verläßt. In diesem Kampf ist eine der besten Waffen der Kōan, in dem die Wörter so radikal mißbraucht werden, daß einen der Schwindel überkommt, wenn man den Kōan ernst nimmt. Und es ist vielleicht falsch zu sagen, daß der Feind der Erleuchtung die Logik ist, vielmehr ist es das dualistische Denken in Wörtern. Es liegt sogar noch tiefer: Es ist die Wahrnehmung. Sobald man ein Objekt wahrnimmt, zieht man einen Strich zwischen diesem Objekt und der übrigen Welt: man spaltet die Welt künstlich in Teile, und verfehlt so den Weg.


  Hier ein Kōan, der den Kampf gegen Wörter zeigt: 5


  Kōan:


  Shuzan hielt seinen kurzen Stock hoch und sagte: Wenn ihr das einen kurzen Stock nennt, so widersprecht ihr seiner Wirklichkeit; wenn ihr das nicht einen kurzen Stock nennt, so ignoriert ihr die Tatsache. Wie wollt ihr es also nennen?


  Mumons Kommentar:


  Wenn ihr das einen kurzen Stock nennt, so seid ihr im Widerspruch mit seiner Wirklichkeit. Wenn ihr das nicht einen kurzen Stock nennt, so ignoriert ihr die Tatsache. Es kann nicht mit Worten ausgedrückt werden, und es kann nicht ohne Worte ausgedrückt werden. Nun sagt schnell, was es ist.


  Mumons Gedicht:


  Indem er den kurzen Stock hochhielt,


  Gab er einen Befehl auf Leben und Tod.


  Positiv oder negativ ineinander verwoben,


  Es geht um das Leben selbst der Buddhas und Patriarchen.
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  Abb. 49. Tag und Nacht, von M. C. Escher (Holzschnitt, 1938).


  (Patriarchen bezieht sich auf die sechs ehrwürdigen Begründer des Zen-Buddhismus, von denen Bodhidharma der erste und Enō der sechste war.)


  Warum widersetzt man sich der Wirklichkeit, wenn man den kurzen Stock so bezeichnet? Wahrscheinlich, weil eine solche Kategorisierung den Anschein erweckt, man habe die Wirklichkeit eingefangen, während man doch mit einer solchen Aussage noch nicht einmal die Oberfläche angekratzt hat. Man könnte sie mit der Aussage 5 ist eine Primzahl vergleichen. Es gibt noch viel mehr  eine Unendlichkeit an Tatsachen  das weggelassen wurde. Wenn man ihn auf der einen Seite nicht als Stock bezeichnet, dann ignoriert man tatsächlich eine spezifische Tatsache, so winzig sie auch sein mag. So führen die Wörter zu einer gewissen Wahrheit  und vielleicht auch zu einer gewissen Unwahrheit , aber sicher nicht zur ganzen Wahrheit. Verläßt man sich auf Wörter, um zu einer Wahrheit zu gelangen, dann ist das, wie wenn man sich darauf verließe, daß einen ein unvollständiges formales System zur Wahrheit führt. Ein formales System liefert gewisse Wahrheiten, aber wie wir bald sehen werden, kann ein formales System, so mächtig es auch sein möge, nicht zu allen Wahrheiten führen. Das Dilemma der Mathematiker lautet: worauf kann man sich verlassen außer auf formale Systeme? Und das Dilemma der Zen-Leute lautet: worauf kann man sich verlassen außer auf Wörter? Mumon spricht dieses Dilemma sehr klar aus: Es kann nicht mit Wörtern und es kann nicht ohne Wörter ausgedrückt werden.


  Hier noch einmal Nansen: 6


  Jōshū fragte den Lehrer Nansen: Was ist der wahre Weg?


  Nansen antwortete: Der alltägliche Weg ist der wahre Weg.


  Jōshū fragte: Kann ich ihn studieren?
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  Abb. 50. Hülle, von M C. Escher (Holzschnitt, 1955).


  Nansen antwortete: Je mehr du studierst, um so weiter vom Weg. Jōshū fragte: Wenn ich ihn nicht studiere, wie kann ich ihn dann erkennen? Nansen antwortete: Der Weg gehört weder den gesehenen Dingen an, noch den ungesehenen. Er gehört weder zu den bekannten Dingen, noch zu den unbekannten. Suche ihn nicht, studiere ihn nicht, benenne ihn nicht. Um Dich auf ihm zu finden, öffne Dich soweit wie der Himmel. [Siehe Abb. 50]


  Diese kuriose Aussage strotzt vor Paradoxien. Sie erinnert ein bißchen an die unfehlbare Kur gegen Schluckauf: Halt' die Luft an, zähl' bis sieben und denk' dabei nicht an das, was Du vor drei Tagen gegessen hast. Zen ist eine Philosophie, die sich anscheinend der Vorstellung verschrieben hat, daß der Weg zur letzten Wahrheit, wie die einzige unfehlbare Kur gegen Schluckauf, voller Paradoxien ist.


  Ismus, der Un-Modus und Unmon


  Wenn Wörter schlecht sind und Denken schlecht ist, was ist dann gut? Natürlich ist diese Frage bereits schrecklich dualistisch, aber wir geben ja nicht vor, daß wir bei unserer Diskussion über Zen Zen treu blieben. Deshalb können wir versuchen, die Frage ernsthaft zu beantworten. Ich habe einen Namen für das, wonach Zen strebt: Ismus. Ismus ist eine Anti-Philosophie, eine Art zu sein, ohne zu denken. Die Meister des Ismus sind Felsen, Bäume, Muscheln, aber das Schicksal der höheren Tierarten ist es, nach Ismus streben zu müssen, ohne ihn jemals völlig erreichen zu können. Indessen werden einem gelegentlich flüchtige Eindrücke von Ismus zuteil. Vielleicht bietet der nachstehende Kōan solch einen Eindruck: 7


  Hyakujō wollte einen Mönch aussenden, der ein neues Kloster eröffnen sollte. Er sagte seinen Schülern, daß, wer die folgende Frage am besten beantworte, damit beauftragt würde. Er stellte eine Vase mit Wasser auf den Boden und fragte: Wer kann sagen, was das ist, ohne es bei seinem Namen zu nennen?


  Der oberste Mönch sagte: Niemand kann es einen Holzschuh nennen. Isan, der Koch, stieß die Vase mit dem Fuß um und ging hinaus.


  Hyakujō lächelte und sagte: Der oberste Mönch verliert. Und Isan wurde Abt des neuen Klosters.


  Die Wahrnehmung zu unterdrücken, das logische, verbale, dualistische Denken zu unterdrücken  das ist das Wesentliche am Zen, das Wesentliche am Ismus. Das ist der Unmodus nicht intelligent, nicht mechanisch, einfach Un. Jōshū war im Unmodus, und deshalb un-fragt MU die Frage. Der Unmodus war für den Zen-Meister Unmon ganz natürlich: 8


  Eines Tages sagte Unmon zu seinen Schülern: Dieser mein Stab hat sich in einen Drachen verwandelt und hat das Universum verschlungen. Oh, wo sind die Flüsse und die Berge und die große Erde?


  Zen ist ein bis auf seine logische Spitze getriebener Holismus. Behauptet der Holismus, daß die Dinge nur als Ganzes, nicht als Summe ihrer Teile, verstanden werden können, dann geht Zen noch einen Schritt weiter und behauptet, daß die Welt überhaupt nicht in Teile zerbrochen werden kann. Wer das tun will, unterliegt einem Trugbild und erlangt die Erleuchtung nicht.


  Ein Meister wurde von einem neugierigen Mönch gefragt: Was ist der Weg? Er ist gerade vor deinen Augen, sagte der Meister.


  Warum sehe ich ihn nicht?


  Weil Du an Dich selber denkst. Und Du: siehst Du ihn?


  Solange du doppelt siehst und sagst: ,Ich sehe nicht' und ,Du siehst' und so weiter, sind deine Augen getrübt sagte der Meister.


  Wenn es weder ‚ich' noch ‚Du' gibt, kann man ihn sehen?


  Wenn es weder ‚Ich' noch ‚Du' gibt, wer ist derjenige, der ihn sehen will? 9


  Anscheinend will der Meister die Vorstellung vermitteln, daß im Zustand der Erleuchtung sich die Grenzen zwischen dem Selbst und dem Rest des Universums aufgelöst haben. Das wäre wahrscheinlich das Ende des Dualismus, denn, wie der Meister sagt, kein System ist übriggeblieben, das ein Bedürfnis nach Wahrnehmung hat. Was aber ist dieser Zustand, wenn nicht der Tod? Wie kann ein lebendiger Mensch die Grenze zwischen sich und der Außenwelt tilgen?


  Zen und Tumbolia


  Der Zen-Mönch Bassui schrieb einem seiner Schüler, der im Sterben lag, einen Brief, in dem er sagte: Dein Ende, das endlos ist, ist wie eine Schneeflocke, die sich in der reinen Luft auflöst. Die Schneeflocke, die einst ein sehr wohl unterscheidbares Teilsystem des Universums war, löst sich nun in dem größeren System auf, das das Teilsystem einst enthielt. Wenn auch als deutliches Teilsystem nicht mehr zu erkennen, ist ihr Wesen noch immer irgendwie vorhanden und wird es auch bleiben. Sie schwimmt in Tumbolia herum, zusammen mit Schluckauf-Hicksern, die nicht gehickst werden, und Gestalten in Geschichten, die nicht gelesen werden ... So verstehe ich Bassuis Botschaft.


  Zen erkennt seine eigenen Begrenzungen an, genauso wie die Mathematik gelernt hat, die Grenze der axiomatischen Methode als eine Methode zur Erreichung der Wahrheit anzuerkennen. Das bedeutet nicht, daß Zen eine Antwort auf die Frage, was jenseits von Zen liegt, bereithält, genauso wenig wie die Mathematiker eine klare Vorstellung von solchen Formen gültigen folgerichtigen Denkens haben, die außerhalb der Formalisierung liegen. Eine der klarsten Zen-Aussagen über die Grenzen von Zen gibt der folgende seltsame Kōan, ganz im Geiste Nansens: 10


  Tōzan sagte zu seinen Mönchen. Ihr Mönche solltet wissen, daß es im Buddhismus ein sogar noch höheres Verstehen gibt. Ein Mönch trat vor und fragte: Was ist der höhere Buddhismus? Tōzan antwortete: Es ist nicht Buddha.


  Man kann immer weiter gehen, Erleuchtung ist nicht das endgültige Ende des Zen. Und es gibt kein Rezept, das uns sagt, wie man Zen transzendieren kann, das einzige, worauf man sich ganz sicher verlassen kann, ist, daß Buddha nicht der Weg ist. Zen ist ein System und kann wohl nicht sein eigenes Meta-System sein; es gibt immer noch etwas außerhalb von Zen, das innerhalb von Zen nicht völlig verstanden und beschrieben werden kann.


  


  [image: Abb. 51.]


  Abb. 51. Pfütze, von M. C. Escher (Holzschnitt, 1952).


  Escher und Zen


  Wenn Zen die Wahrnehmung hinterfragt und absurde Rätsel, für die es keine Lösung gibt, stellt, ist es in guter Gesellschaft, und zwar in der von M. C. Escher. Man betrachte Tag und Nacht (Abb. 49), ein Meisterwerk positiver und negativer Durchdringung (in Mumons Worten). Man könnte fragen: Sind das wirklich Vögel, oder sind es wirklich Felder? Ist es tatsächlich Nacht oder Tag? Und doch wissen wir alle, daß diese Fragen am Wesentlichen vorbeigehen. Das Bild versucht, wie ein Zen-Kōan, dem Denken diese Logik auszutreiben. Escher hat auch seinen Spaß daran, kontradiktorische Bilder zu schaffen, wie etwa Andere Welt (Abb. 48), Bilder, die mit der Wirklichkeit und der Unwirklichkeit spielen, wie Zen das tut. Sollte man Escher ernst nehmen? Sollte man Zen ernst nehmen?


  In Tautropfen (Abb. 47) findet sich eine delikate, Haiku-ähnliche Studie von Spiegelungen; und ferner gibt es zwei stille Bilder des Mondes, der sich im stillen Wasser spiegelt: Pfütze (Abb. 51) und Gekräuseltes Wasser (Abb. 52). Der sich spiegelnde Mond ist ein Motiv, das in mehreren Kōans auftaucht. Zum Beispiel: 11


  


  [image: Abb. 52.]


  Abb. 52. Gekräuseltes Wasser, von M. C. Escher (Linolschnitt, 1950).


  Chiyono studierte viele Jahre Zen unter Bukkō von Engaku. Doch konnte sie die Früchte der Meditation nicht ernten. Schließlich trug sie in einer Mondnacht in einem alten hölzernen Eimer, der mit Bambus zusammengebunden war, Wasser. Der Bambus riß, und der Boden fiel aus dem Eimer heraus. In diesem Augenblick war sie befreit. Chiyono sagte: Kein Wasser mehr im Eimer, kein Mond mehr im Wasser.


  Drei Welten: ein Bild von Escher (Abb. 46) und das Thema eines Zen-Kōans: 12


  Ein Mönch fragte Gantō: Wenn die drei Welten mich bedrohen, was soll ich tun? Gantō antwortete: Setz dich. Ich verstehe nicht, sagte der Mönch. Gantō sagte: Hebe den Berg auf und bringe ihn mir. Dann werde ich es dir sagen.


  Hemiole und Escher


  In Verbum (Abb. 149) werden Gegensätze auf verschiedenen Ebenen zu Einheiten gruppiert. Wenn wir einen Rundgang tun, erkennen wir nur allmähliche Übergänge von schwarzen Vögeln zu weißen Vögeln zu schwarzen Fischen zu weißen Fischen zu


  


  [image: Abb. 53.]


  Abb. 53. Drei Kugeln, von M. C. Escher (Lithographie, 1946).


  schwarzen Fröschen zu weißen Fröschen zu schwarzen Vögeln ... Nach sechs Schritten sind wir zum Anfangspunkt zurückgekehrt: Ist das eine Versöhnung der Dichotomie von Schwarz und Weiß? Oder der Trichotomie von Vögeln, Fischen und Fröschen? Oder ist es eine sechsfache Einheit, die aus der Geradheit von 2 und der Ungeradheit von 3 entstand? In der Musik bilden sechs Noten gleicher Länge eine rhythmische Ambiguität — sind es zwei Gruppen zu 3 oder drei Gruppen zu 2? Diese Ambiguität hat einen Namen: Hemiole. Chopin war ein Meister der Hemiole, siehe seinen Walzer op. 42 oder seine Etüde op. 25, Nr. 2. Bei Bach findet man das Tempo di Menuetto der Klavier-Partita Nr. 5, oder das kaum zu fassende Finale der ersten Sonate für Violine solo in g-moll.


  In dem Maße, in dem man in Eschers Verbum nach innen auf den Mittelpunkt zugleitet, verwischen sich allmählich die Unterschiede, so daß am Ende nicht drei, nicht zwei, sondern nur eine einzige Essenz bleibt: „VERBUM“, in strahlendem Glanze — vielleicht ein Symbol der Erleuchtung. Ironischerweise ist „Verbum“ ja nicht nur ein Wort, sondern bedeutet auch „Wort“ — sicher ein Begriff, der sich nicht so leicht mit Zen in Einklang bringen läßt. Andererseits ist „Verbum“ das einzige Wort im Bild. Und der Zen-Meister Tōzan hat einmal gesagt: „Der vollständige Tripitaka läßt sich mit einem Schriftzeichen ausdrücken.“ („Tripitaka“ heißt „drei Körbe“ und meint den vollständigen Urtext der buddhistischen Schrift.) Was für eine Art Entschlüsselungsmechanismus, frage ich mich, wäre nötig, um die drei Körbe aus einem einzigen Schriftzeichen herauszuholen? Vielleicht einer mit zwei Hemisphären.


  Indras Netz


  Schließlich betrachte man Drei Kugeln II (Abb. 53). Hier scheint jeder Teil der Welt jeden anderen Teil zu enthalten und in jedem anderen Teil enthalten zu sein. Der Schreibtisch spiegelt die auf ihm liegenden Kugeln; die Kugeln spiegeln sich gegenseitig und außerdem den Schreibtisch, die Zeichnung von sich selbst und den Künstler, der sie zeichnete. Die endlosen Verbindungen aller Dinge werden hier nur angedeutet, doch genügt diese Andeutung. Die buddhistische Allegorie von „Indras Netz“ spricht von einem endlosen Netz von Fäden im ganzen Universum, wobei die waagrechten durch den Raum, die senkrechten durch die Zeit laufen. An jedem Kreuzungspunkt ist ein Individuum, und jedes Individuum ist eine Kristallperle. Das große Licht des „Absoluten Seins“ erleuchtet und durchdringt jede Perle; darüber hinaus spiegelt jede Perle nicht nur das Licht von jeder anderen im Netz, sondern auch jede Spiegelung jeder Spiegelung im ganzen Universum.


  Mich erinnert das an das Bild renormalisierter Teilchen: In jedem Elektron gibt es virtuelle Photonen, Positronen, Neutrinos, Muonen ...: in jedem Photon sind virtuelle Elektronen, Protonen, Neutronen, Pionen ... enthalten; in jedem Pion sind ...


  Aber dann taucht ein anderes Bild auf: das von Menschen, deren jeder sich im Denken vieler anderer widerspiegelt, die ihrerseits von noch anderen widergespiegelt werden usw.


  Beide diese Bilder ließen sich knapp und elegant durch den Gebrauch von Ausgebauten Transitions-Netzwerken (ATN) darstellen. Im Falle der Teilchen gäbe es hier für jede Art von Teilchen ein Netzwerk, im Falle von Menschen eins für jeden einzelnen. Jedes Netzwerk enthielte Verbindungen mit vielen anderen, und erzeugte so eine virtuelle Wolke von ATNs herum. Wenn man eine aufriefe, stellte man Aufrufe an andere her, und dieser Prozeß könnte sich beliebig kaskadenartig ausbreiten, bis er ausliefe.


  Mumon über MU


  Beschließen wir diesen kurzen Ausflug in die Welt des Zen, indem wir zu Mumon zurückkehren. Hier sein Kommentar zu Jōshūs MU: 13


  Um Zen zu verwirklichen, muß man die Schranke der Patriarchen passieren. Die Erleuchtung kommt immer, wenn der Denkweg blockiert ist. Wenn Du die Schranke der Patriarchen nicht passierst oder wenn Dein Denkweg nicht blockiert ist, ist, was Du auch denkst, was Du auch tust, ein verwirrendes Gespenst. Du magst fragen: „Was ist die Schranke eines Patriarchen?“ Dieses eine Wort „MU“ ist sie. Das ist die Schranke des Zen. Wenn Du sie passierst, wirst Du Jōshū von Angesicht zu Angesicht sehen. Dann kannst Du gemeinsam mit der ganzen Reihe von Patriarchen arbeiten. Ist das nicht ein erfreuliches Tun?


  Wenn Du die Schranke passieren willst, mußt Du mit jedem Knochen in Deinem Körper, jeder Pore in Deiner Haut arbeiten, erfüllt von der Frage: „Was ist ,MU`?“, und sie Tag und Nacht mit Dir umhertragen. Glaube nicht, daß es das übliche negative Symbol ist, das Nichts bedeutet. Es ist nicht das Nichts als Gegensatz zur Existenz. Wenn Du wirklich diese Schranke passieren willst, sollte Dir zumute sein, als hättest Du einen heißen eisernen Ball in der Kehle, den Du weder schlucken noch ausspeien kannst.


  Dann verschwindet Dein bisheriges niedriges Wissen. Wie eine Frucht, die zur richtigen Zeit reift, wird dann, was an Dir subjektiv ist, und das, was objektiv ist, ein und dasselbe sein. Es ist wie ein stummer Mann, der einen Traum gehabt hat. Er weiß es, aber er kann es nicht sagen.


  Wenn einer in diesen Zustand eintritt, ist die Schale seines Ich zerbrochen, und er kann die Himmel erschüttern und die Erde bewegen. Er ist gleich einem großen Krieger mit einem scharfen Schwert. Steht ihm ein Buddha im Weg, wird er ihn niedermachen; legt ihm ein Patriarch ein Hindernis in den Weg, wird er ihn töten; und er wird auf seinem Weg von der Geburt zum Tod frei sein. Er kann in jede Welt eintreten, als wäre sie sein Spielplatz. Ich will Dir mit folgendem Kōan zeigen, wie dies geschieht:


  Konzentriere einfach deine ganze Energie auf dieses MU und lasse keine Unterbrechung zu. Wenn Du in dieses MU eintrittst und es keine Unterbrechung gibt, wird das, was Du errungen hast, wie eine brennende Kerze sein, die das ganze Universum erleuchtet.


  Von Mumon zum MU-Rätsel


  Aus den ätherischen Höhen von Jōshūs MU steigen wir nun in die prosaischen Niederungen von Hofstadters MU hinab ... Ich weiß, daß der Leser bereits seine ganze Energie auf dieses MU konzentriert hat (bei der Lektüre von Kapitel I). Deshalb will ich jetzt die dort gestellte Frage beantworten:


  Hat MU SATZ-Natur oder nicht?


  Die Antwort auf diese Frage ist nicht ein ausweichendes MU, sondern ein dröhnendes NEIN. Um das zu zeigen, bedienen wir uns der dualistischen, logischen Denkweise.


  Im Kapitel I machten wir zwei entscheidende Beobachtungen:


  
    
      	
        1)

      

      	
        daß das MU-Rätsel eine gewisse Tiefe besitzt, vor allem deshalb, weil es das Zusammenspiel von Verlängerungs- und Verkürzungsregeln erforderlich macht;

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        daß dennoch Hoffnung auf die Lösung des Problems besteht, wenn wir ein Werkzeug gebrauchen, das in einem gewissen Sinn genügend tiefgreifend ist, um Dinge dieser Komplexitätsstufe zu behandeln: die Zahlentheorie.

      
    

  


  Im Kapitel I haben wir das MU-Rätsel unter diesem Gesichtspunkt nicht sehr eingehend analysiert; das holen wir jetzt nach. Und wir werden sehen, daß die zweite Beobachtung (wenn man sie über das unbedeutende MIU-System hinaus verallgemeinert) eine der ergiebigsten Erkenntnisse der gesamten Mathematik darstellt und wie sie das Selbstverständnis der Mathematik verändert hat.


  Der Einfachheit halber hiermit eine Zusammenfassung des MIU-Systems:


  SYMBOLE: M, I, U


  AXIOM: MI


  
    
      	
        REGELN: I.

      

      	
        Wenn xI ein SATZ ist, dann auch xIU.

      
    


    
      	
        II.

      

      	
        Wenn Mx ein SATZ ist, dann auch Mxx.

      
    


    
      	
        III.

      

      	
        In jedem SATZ kann III durch U ersetzt werden.

      
    


    
      	
        IV.

      

      	
        UU kann aus jedem SATZ weggelassen werden.

      
    

  


  Mumon zeigt uns, wie das MU-Rätsel zu lösen ist


  Unsere oben angestellten Betrachtungen ergeben, daß das MU-Rätsel also einfach ein Rätsel über natürliche Zahlen in typographischer Verkleidung ist. Wenn wir nur einen Weg finden könnten, es in den Bereich der Zahlentheorie zu versetzen, wären wir vielleicht in der Lage, es zu lösen. Sinnen wir über die Worte Mumons nach, der da sagte: „Wenn einer von Euch ein Auge hat, wird er den Fehler auf des Lehrers Seite sehen“. Warum aber sollte es wichtig sein, ein Auge zu haben?


  Versucht man, die Anzahl der Is in den SÄTZEN zu zählen, wird man merken, daß sie niemals 0 beträgt. In anderen Worten: es scheint, daß wir, soviel auch verkürzt und verlängert wird, es nie fertig bringen werden, alle Is zu tilgen. Nennen wir die Anzahl der Is in einer Kette ihren I-Gehalt. Man beachte, daß der I-Gehalt des Axioms MI gleich 1 ist. Wir können mehr tun als lediglich zeigen, daß der I-Gehalt nicht 0 sein kann; wie können zeigen, daß er niemals ein Vielfaches von 3 sein kann.


  Zunächst beachte man, daß die Regeln I und IV den I-Gehalt völlig unverändert lassen. Deshalb brauchen wir uns nur mit den Regeln II und III zu befassen. Was Regel III betrifft, so vermindert sie den I-Gehalt um genau 3. Nach einer Anwendung dieser Regel könnte der I-Gehalt des Outputs ein Vielfaches von 3 sein — aber nur wenn der I-Gehalt des Input es ebenfalls war. Kurz, Regel III erzeugt niemals ein Vielfaches von 3 aus dem Nichts. Sie kann nur ein solches erzeugen, wenn Sie mit einem begann. Das Gleiche gilt für Regel II, die den I-Gehalt verdoppelt. Der Grund dafür ist, daß, wenn 3 ein Teiler von 2n ist, — da 3 kein Teiler von 2 ist — es ein Teiler von n sein muß (eine einfache zahlentheoretische Tatsache). Weder Regel II noch Regel III kann ein Vielfaches von 3 aus dem Nichts erzeugen.


  Das aber ist der Schlüssel des MU-Rätsels! Wir wissen ja folgendes:


  
    
      	
        1)

      

      	
        Der I-Gehalt beginnt bei 1 (nicht einem Vielfachen von 3).

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        Zwei der Regeln haben überhaupt keinen Einfluß auf den I-Gehalt.

      
    


    
      	
        3)

      

      	
        Die zwei verbleibenden Regeln, die auf den I-Gehalt einen Einfluß haben, tun das auf eine solche Weise, daß sie nie ein Vielfaches von 3 erzeugen können, es sei denn, ein solches sei von Anfang an gegeben.

      
    

  


  Die Schlußfolgerung — und es ist auch eine typisch vererbbare — ist die, daß der I-Gehalt nie ein Vielfaches von 3 werden kann. Insbesondere ist 0 ein verbotener Wert des I-Gehalts. Daher ist MU kein SATZ des MIU-Systems.


  Man beachte, daß dieses Problem, sogar in der Form eines Rätsels über den I-Gehalt, noch immer durch ein Kreuzfeuer von Verkürzungs- und Verlängerungsregeln erschwert wird. Das Ziel war Null; der I-Gehalt konnte wachsen (Regel II), oder schrumpfen (Regel III). Bis wir die Situation analysierten, hätten wir der Meinung sein können, daß wir schließlich auf 0 stoßen würden, wenn wir nur genug mit den Regeln herumspielten. Nun, dank eines einfachen zahlentheoretischen Arguments wissen wir jetzt, daß das unmöglich ist.


  Gödel-Numerierung des MIU-Systems


  Nicht alle Probleme, für die das MU-Rätsel exemplarisch ist, lassen sich so leicht lösen wie dieses. Wir haben aber gesehen, daß ein solches Rätsel in die Zahlentheorie eingebettet und in ihr gelöst werden kann. Wir werden noch sehen, daß es eine Möglichkeit gibt, alle Probleme in jedem formalen System in die Zahlentheorie einzubetten. Möglich ist das dank der Entdeckung einer besonderen Art von Isomorphie durch Gödel. Ich will das am MIU-System zeigen.


  Betrachten wir zunächst die Notation des MIU-Systems. Wir bilden jedes Symbol auf ein neues ab:


  M [image: arr_l.png][image: arr_r.png] 3


  I [image: arr_l.png][image: arr_r.png] 1


  U [image: arr_l.png][image: arr_r.png] 0


  Die Entsprechungen wurden willkürlich gewählt. Der einzige Grund ist der, daß jedes Symbol dem, auf das es abgebildet ist, leicht ähnelt. Jede Zahl heißt die Gödel-Nummer des entsprechenden Buchstabens. Der Leser kann sicher erraten, was die Gödel-Nummer einer Kette mit mehreren Buchstaben ist:


  MU [image: arr_l.png][image: arr_r.png] 30


  MIIU [image: arr_l.png][image: arr_r.png] 3110


  etc.


  Es ist ganz leicht. Offensichtlich ist diese Abbildung von Notationen aufeinander eine informationsbewahrende Transformation; es ist, als spielte man die gleiche Melodie auf zwei verschiedenen Instrumenten.


  Sehen wir uns jetzt eine typische Ableitung im MIU-System an, simultan in beiden Notationen geschrieben:


  
    
      	
        1)

      

      	
        MI

      

      	
        Axiom

      

      	
        31

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        MII

      

      	
        Regel 2

      

      	
        311

      
    


    
      	
        3)

      

      	
        MIIII

      

      	
        Regel 2

      

      	
        31111

      
    


    
      	
        4)

      

      	
        MUI

      

      	
        Regel 3

      

      	
        301

      
    


    
      	
        5)

      

      	
        MUIU

      

      	
        Regel 1

      

      	
        3010

      
    


    
      	
        6)

      

      	
        MUIUUIU

      

      	
        Regel 2

      

      	
        3010010

      
    


    
      	
        7)

      

      	
        MUIIU

      

      	
        Regel 4

      

      	
        30110

      
    

  


  Die linke Kolonne erhalten wir, indem wir die uns bekannten typographischen Regeln anwenden. Man könnte sich auch vorstellen, daß die Kolonne zur Rechten durch einen ähnlichen Bestand von typographischen Regeln erzeugt worden sei. Doch hat die Kolonne rechts duale Natur. Ich will erklären, was das heißt.


  Die Dinge sowohl typographisch als auch arithmetisch sehen


  Man könnte von der fünften Kette („3010“) sagen, daß sie aus der vierten hervorgegangen sei, indem man rechts eine 0 angehängt hat; andererseits könnten wir den Übergang genausogut als von einer arithmetischen Operation auffassen — um es genau zu sagen: Multiplikation mit 10. Wenn natürliche Zahlen im Dezimalsystem geschrieben werden, sind Multiplikation mit 10 und Anfügung von „0“ auf der rechten Seite voneinander nicht zu unterscheiden. Wir können uns das zunutze machen, um eine arithmetische Regel niederzuschreiben, die der typographischen Regel 1 entspricht:


  ARITHMETISCHE REGEL 1a: Eine Zahl, deren Dezimalentwicklung auf der rechten Seite mit „1“ endet, kann mit 10 multipliziert werden.


  Wir können die Bezugnahme auf die Symbole in der Dezimalentwicklung eliminieren, indem wir die am weitesten rechts stehende Ziffer arithmetisch beschreiben:


  ARITHMETISCHE REGEL 1b: Eine Zahl, deren Rest, nach Division durch 10, 1 ist, kann mit 10 multipliziert werden.


  Nun hätten wir uns an eine rein typographische Regel halten können, wie etwa die folgende:


  TYPOGRAPHISCHE REGEL I: Aus jedem SATZ, dessen am weitesten rechts stehendes Symbol „1“ ist, kann man einen neuen SATZ machen, indem man dieser „1“ rechts „0“ anhängt.


  Das käme aufs gleiche heraus. Das ist der Grund, warum die Kolonne rechts „duale Natur“ hat: Man kann sie entweder als eine Reihe typographischer Operationen auffassen, die ein Symbolmuster in ein anderes verwandelt, oder als eine Reihe von arithmetischen Operationen, die eine Größe in eine andere verwandelt. Es gibt zwingende Gründe dafür, der arithmetischen Variante größeres Interesse entgegenzubringen. Aus einem rein typographischen System in ein anderes isomorphes typographisches System überzuwechseln ist nicht sehr aufregend, während der Schritt aus dem typographischen Bereich in einen isomorphen Teil der Zahlentheorie gewisse noch unerforschte Möglichkeiten bietet. Es ist wie wenn jemand sein ganzes Leben Partituren gemacht hat — aber rein visuell — und ihn dann ganz unvermutet jemand darauf aufmerksam gemacht hätte, daß die Noten in der Partitur Abbilder von Tönen sind. Welch reiche neue Welt! Und dann ist es wieder so, wie wenn jemand sein ganzes Leben lang mit Fadenfiguren vertraut gewesen war, aber nur mit Fadenfiguren ohne Bedeutung — und dann, ganz plötzlich, jemand ihn auf die Entsprechung zwischen Geschichten und Fäden hingewiesen hätte. Was für eine Erleuchtung! Die Entdeckung der Gödel-Numerierung ist mit Descartes Entdeckung, daß zwischen Kurven in einer Ebene und Gleichungen mit zwei Variablen Isomorphie besteht, gleichgesetzt worden — unglaublich einfach, wenn man es einmal erkannt hat — aber eine Öffnung in eine unermeßliche neue Welt.


  Bevor wir jedoch voreilige Schlüsse ziehen, hätte der Leser vielleicht gerne eine vollständige Beschreibung dieser höheren Ebene der Isomorphie. Das ist eine ausgezeichnete Übung. Es geht darum, eine arithmetische Regel anzugeben, deren Auswirkung von der jeder typographischen Regel des MIU-Systems nicht zu unterscheiden ist.


  Eine Lösung findet sich nachstehend. In diesen Regeln sind m und k beliebige natürliche Zahlen, und n ist irgendeine natürliche Zahl, die kleiner als 10m ist.


  REGEL 1: Wenn wir 10 m + 1 erzeugt haben, dann können wir auch 10 × (10 m + 1) erzeugen.


  Beispiel: Übergang von Zeile 4 zu Zeile 5. Hier ist m = 30.


  REGEL 2: Wenn wir 3 × 10m + n erzeugt haben, können wir 10m × (3 × 10m + n) + n erzeugen.


  Beispiel: Übergang von Zeile 1 zu Zeile 2, wobei sowohl m und n gleich 1 sind.


  REGEL 3: Wenn wir k × 10m+3 + 111 × 10m + n erzeugt haben, dann können wir k × 10m+1 + n erzeugen.


  Beispiel: Übergang von Zeile 3 zu Zeile 4. Hier sind m und n gleich 1 und k ist 3.


  REGEL 4: Wenn wir k × 10m+2 + n erzeugt haben, dann können wir k × 10m + n erzeugen.


  Beispiel: Übergang von Zeile 6 zu Zeile 7. Hier ist m = 2, n = 10 und k = 301.


  Vergessen wir nicht unser Axiom! Ohne das kommen wir nicht weiter. Statuieren wir also:


  Wir können 31 erzeugen.


  Nun läßt sich die rechte Kolonne als ein vollständiger arithmetischer Prozeß auffassen, in einem neuen arithmetischen System, das wir das 310-System nennen könnten:


  
    
      	
        1)

      

      	
        31

      

      	
        gegeben

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        311

      

      	
        Regel 2 (m = 1, n = 1)

      
    


    
      	
        3)

      

      	
        31111

      

      	
        Regel 2 (m = 2, n = 11)

      
    


    
      	
        4)

      

      	
        301

      

      	
        Regel 3 (m = 1, n = 1, k = 3)

      
    


    
      	
        5)

      

      	
        3010

      

      	
        Regel 1 (m = 30)

      
    


    
      	
        6)

      

      	
        3010010

      

      	
        Regel 2 (m = 3, n = 10)

      
    


    
      	
        7)

      

      	
        30110

      

      	
        Regel 4 (m = 2, n = 10, k = 301)

      
    

  


  Man beachte auch hier, daß die Verlängerungs- und Verkürzungsregeln in diesem „310-System“ immer noch vorhanden sind; sie sind einfach in den Zahlenbereich transponiert worden, so daß die Gödel-Nummern steigen und sinken. Bei sorgfältiger Beobachtung dieser Vorgänge wird man entdecken, daß die Regeln auf nichts tiefgründigerem beruhen, als auf der Vorstellung, daß die Verschiebung von Ziffern nach links und nach rechts in der Dezimaldarstellung von ganzen Zahlen der Multiplikation mit und der Division durch Zehnerpotenzen verwandt ist. Diese einfache Beobachtung findet ihre Verallgemeinerung in der folgenden


  ZENTRAL-AUSSAGE: Wenn es eine typographische Regel gibt, die sagt, wie bestimmte Ziffern in einer im Dezimalsystem dargestellten Zahl verschoben, verändert, weggelassen oder eingefügt werden können, dann läßt sich die Regel genauso gut durch eine arithmetische Entsprechung darstellen, die arithmetische Operation mit Zehnerpotenzen sowie Addition, Subtraktion usw. enthält.


  Kürzer:


  Typographische Regeln für die Manipulation von Zahlzeichen sind in Wirklichkeit arithmetische Regeln für das Operieren mit Zahlen.


  Diese einfache Beobachtung ist der Kern von Gödels Methode, und sie wird eine absolut zerschmetternde Wirkung haben. Sie sagt uns, daß, wenn wir eine Gödel-Numerierung für irgendein formales System haben, wir sofort eine Anzahl arithmetischer Regeln bilden können, die die Gödel-Isomorphie vervollständigen. Das Ergebnis ist, daß wir das Studium eines formalen Systems — ja sogar aller formalen Systeme — in die Zahlentheorie übertragen können.


  MIU-erzeugbare Zahlen


  Genauso wie irgendeine Menge von typographischen Regeln eine Menge von SÄTZEN erzeugt, erzeugt die wiederholte Anwendung arithmetischer Regeln eine entsprechende Menge von natürlichen Zahlen. Diese erzeugbaren Zahlen spielen in der Zahlentheorie dieselbe Rolle wie die SÄTZE innerhalb eines formalen Systems. Natürlich sind verschiedene Zahlen erzeugbar, je nachdem, welche Regeln man anwendet. „Erzeugbare Zahlen“ sind aber nur im Hinblick auf ein System arithmetischer Regeln erzeugbar. Zum Beispiel könnte man Zahlen wie 31, 3010010, 31111 usw. als MIU-erzeugbare Zahlen bezeichnen — eine unbeholfene Bezeichnung, die wir auf MIU-Zahlen verkürzen können. Das symbolisiert die Tatsache, daß diese Zahlen diejenigen sind, die sich ergeben, wenn man das MIU-System via Gödel-Numerierung in die Zahlentheorie transponiert. Wenn wir das pg-System Gödel-numerierten und dann seine Regeln arithmetisierten, könnten wir die erzeugbaren Zahlen „pg-Zahlen“ nennen — usw.


  Man beachte, daß die erzeugbaren Zahlen (in irgendeinem gegebenen System) durch eine rekursive Methode definiert werden: Sind Zahlen gegeben, von denen wir wissen, daß sie erzeugbar sind, haben wir Regeln, die uns sagen, wie wir weitere erzeugbare Zahlen herstellen können. So erweitert sich konstant die Klasse der Zahlen, von denen wir wissen, daß sie erzeugbar sind, ganz ähnlich, wie das die Liste der Fibonacci-Zahlen oder der Q-Zahlen tat. Die Menge der erzeugbaren Zahlen in jedem System ist eine rekursiv aufzählbare. Wie steht es mit dem Gegenstück — der Menge der nicht erzeugbaren Zahlen? Ist diese Menge immer rekursiv aufzählbar? Haben Zahlen, die nicht erzeugbar sind, eine gemeinsame arithmetische Eigenschaft?


  Beim Studium der Transponierung von formalen Systemen in die Zahlentheorie tauchten Probleme dieser Art auf. Bei jedem System, das arithmetisiert ist, kann man fragen: „Können wir erzeugbare Zahlen in einfacher Weise charakterisieren?“ „Können wir nicht erzeugbare Zahlen rekursiv aufzählbar charakterisieren?“ Das sind schwierige zahlentheoretische Fragen. Je nach dem System, das arithmetisiert wurde, könnte die Lösung solcher Fragen für uns zu schwierig sein. Wenn aber Hoffnung auf die Lösung solcher Probleme besteht, müßte sie auf dem üblichen schrittweisen folgerichtigen Denken beruhen, wie es bei natürlichen Zahlen angewandt wird. Und eben das haben wir ja im wesentlichen im vorausgegangenen Kapitel getan. TNT schien alle gültigen mathematischen Denkprozesse in einem einzigen kompakten System eingefangen zu haben.


  Antworten auf Fragen über erzeugbare Zahlen mit Hilfe von TNT


  Könnte es also sein, daß die Mittel, mit denen man jede Frage über jedes formale System beantworten kann, nur mehr in einem einzigen formalen System liegen: TNT? Einleuchtend scheint es. Man nehme zum Beispiel diese Frage:


  Ist MU ein SATZ des MIU-Systems?


  Die Antwort zu finden ist gleichbedeutend mit der Feststellung, ob 30 eine MIU-Zahl ist oder nicht. Da es sich um eine zahlentheoretische Aussage handelt, können wir erwarten, nach schwerer Arbeit herauszufinden, wie die Aussage „30 ist eine MIU-Zahl“ in TNT-Notation zu übersetzen wäre — ungefähr auf gleiche Weise, wie wir herausgefunden haben, wie andere zahlentheoretische Aussagen in TNT-Notation zu übersetzen sind. Ich muß den Leser sofort warnen, daß eine solche Übersetzung, obgleich sie existiert, ungeheuer komplex ist. Wie man sich wohl erinnert, habe ich in Kapitel VIII darauf hingewiesen, daß selbst eine so einfache arithmetische Aussage wie „b ist eine Potenz von 10“ in der TNT-Notierung äußerst vertrackt ist. Und die Aussage „b ist eine MIU-Zahl“ ist noch viel komplizierter! Immerhin läßt sie sich finden, und das Zahlzeichen SSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSS0 kann für jedes b substituiert werden. Das ergibt eine MONSTRÖSE TNT-Kette, eine Kette, die über das MU-Rätsel spricht. Nennen wir die Kette also „MUMON“. Mittels MUMON und ähnlichen Ketten kann TNT jetzt in „codierter“ Form über das MIU-System sprechen.


  Die Dual-Natur von MUMON


  Um einen gewissen Gewinn aus dieser eigenartigen Umformung der ursprünglichen Frage zu ziehen, müßten wir die Antwort auf eine neue Frage finden:


  Ist MUMON ein SATZ von TNT?


  Alles was wir getan haben, ist eine verhältnismäßig kurze Kette (MU) durch eine andere (das monströse MUMON) zu ersetzen, und ein einfaches formales System (das MIU-System) durch ein komplizierteres (TNT). Unwahrscheinlich ist, daß die Antwort leichter zu erlangen ist, obgleich die Frage in eine andere Form gebracht wurde. Tatsächlich besitzt TNT eine große Menge von Verlängerungs- wie auch von Verkürzungsregeln, und die Umformulierung der Frage ist wahrscheinlich viel schwieriger als das Original. Man könnte sogar sagen, daß MU via MUMON zu betrachten, eine vorsätzlich idiotische Art ist, mit den Dingen umzugehen. Indessen kann man MUMON auf mehr als einer Ebene betrachten.


  Tatsächlich ist dies ein faszinierender Punkt: MUMON hat zwei verschiedene passive Bedeutungen. Erstens die oben gegebene:


  30 ist eine MIU-Zahl


  Aber zweitens wissen wir, daß diese Aussage (via Isomorphie) an die Aussage gebunden ist:


  MU ist ein SATZ des MIU-Systems.


  So sind wir also berechtigt, diese Aussage als die zweite passive Bedeutung von MUMON aufzufassen. Es erscheint vielleicht sehr seltsam, da MUMON schließlich nur Pluszeichen, Klammern, usw. enthält — Symbole von TNT. Wie kann es denn irgendeine Aussage mit anderen als arithmetischen Inhalten auszudrücken?


  Tatsache ist, daß es das kann. So wie eine einzelne musikalische Tonfolge in einem und demselben Stück sowohl als harmonisches wie auch als melodisches Element verwendet werden kann, wie „BACH“ sowohl als Name wie auch als Melodie interpretiert werden kann, wie ein einziger Satz eine genaue strukturelle Beschreibung eines Bildes von Escher sein kann oder eines Teils der DNA oder eines Stücks von Bach oder des Dialogs, in den der Satz eingebettet ist, so kann man MUMON auf (mindestens) zwei völlig verschiedene Arten auffassen. Das rührt von zwei Tatsachen her:


  Tatsache 1: Aussagen wie „MU ist ein SATZ“, können vermittels Gödels Isomorphie zahlentheoretisch codiert werden.


  Tatsache 2: Zahlentheoretische Aussagen können in TNT übersetzt werden.


  Man könnte sage, daß MUMON kraft der Tatsache 1 eine codierte Botschaft ist, in der die Symbole des Codes, kraft der Tatsache 2, lediglich Symbole von TNT sind.


  Codes und implizite Bedeutung


  Nun könnte man hier einwenden, daß eine codierte Botschaft, im Gegensatz zu einer uncodierten, als solche nichts ausdrückt — sie verlangt Kenntnis des Codes. In Wirklichkeit jedoch gibt es so etwas wie eine uncodierte Botschaft gar nicht. Es gibt lediglich in geläufigen Codes verfaßte Botschaften und solche, die in weniger geläufigen Codes geschrieben sind. Wenn die Bedeutung einer Botschaft enthüllt werden soll, muß sie durch einen Mechanismus oder eine Isomorphie herausgezogen werden.


  Ausfindig zu machen, mit welcher Methode die Entschlüsselung vorzunehmen sei, kann schwierig sein; wenn aber diese Methode entdeckt worden ist, wird die Botschaft kristallklar. Wenn man mit einem Code genügend vertraut ist, schaut er nicht mehr wie ein Code aus; man vergißt, daß es einen Entschlüsselungsmechanismus gibt. Die Botschaft wird mit der Bedeutung identifiziert.


  Hier liegt ein Fall vor, in dem die Identifikation von Botschaft und Bedeutung so stark ist, daß es uns schwer fällt, uns eine andere, in den gleichen Symbolen enthaltene Bedeutung vorzustellen. Wir sind nämlich durch die Symbole von TNT so sehr voreingenommen, daß wir die zahlentheoretische Bedeutung (und nur die zahlentheoretische Bedeutung) der TNT-Ketten sehen, so daß es recht schwierig ist, sich gewisse Ketten von TNT als Aussage über das MIU-System vorzustellen. Jedoch zwingt uns Gödels Isomorphie, diese zweite Bedeutungsebene ebenfalls in gewissen TNT-Ketten zu erkennen.


  Im geläufigen Sinn enthält MUMON die Botschaft:


  30 ist eine MIU-Zahl.


  Dies ist eine zahlentheoretische Aussage, die dadurch entstanden ist, daß jedes Zeichen auf konventionelle Art interpretiert wurde.


  Indem wir aber die Gödel-Numerierung und die ganze darauf errichtete Isomorphie entdeckt haben, haben wir in einem gewissen Sinn einen Code geknackt, in dem das MIU-System betreffende Botschaften als TNT-Kette geschrieben sind. Gödels Isomorphie ist ein neuer Informations-„Enthüller“, genauso wie die Entschlüßler alter Schriften Informations-„Enthüller“ waren. MUMON, durch diesen neuen und wenig vertrauten Mechanismus entziffert, enthält die Botschaft:


  MU ist ein SATZ des MIU-Systems.


  Die Moral von der Geschichte kennen wir bereits: daß die Bedeutung ein sich automatisch ergebendes Nebenprodukt der Wahrnehmung einer Isomorphie ist; deshalb gibt es mindestens zwei passive Bedeutungen von MUMON — vielleicht sogar mehr!


  Der Bumerang: Gödel-Numerierung von TNT


  Natürlich sind wir damit noch nicht am Ende. Wir haben eben erst begonnen, die Leistungsfähigkeit von Gödels Isomorphie zu erkennen. Der auf der Hand liegende Kunstgriff wäre, die Fähigkeit von TNT, andere formale Systeme widerzuspiegeln, auf sich selbst anzuwenden, so wie Herr Schildkröte die Grammophone des Krebses gegen sich selbst wandte und wie sein Kelchglas G sich gegen sich selbst wandte, indem es sich zerstörte. Dazu müssen wir TNT selbst Gödel-numerieren, genau wie wir das mit dem MIU-System taten, und dann seine Schlußregeln „arithmetisieren“. Gödel-Numerierung ist leicht. Zum Beispiel können wir die folgenden Entsprechungen herstellen:
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          =

        

        	
          111
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          eine Primzahl für einen prima Strich
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          „∧“ist eine „graphische Darstellung“ der Folge 1-6-1
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          „∨“ist eine „graphische Darstellung“ der Folge 6-1-6
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          6 „impliziert“ in einem gewissen Sinn 3 und 3
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          2 + 2 ist nicht 3
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          spezielle Zahl (wie z. B. 4711)
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          zwei Punkte, zwei Sechsen

        
      

    

  


  Jedem Symbol von TNT entspricht ein aus den Zahlen 1, 2, 3 und 6 zusammengesetztes Triplett, ausgewählt im Hinblick auf seinen mnemonischen Wert. Ich werde jedes solches Triplett Gödel-Codon nennen, oder kurz Codon. Man beachte, daß ich für b, c, d, oder e keine Codons angegeben habe; wir verwenden „strenges“ TNT. Dafür gibt es einen verborgenen Grund; mehr darüber in Kapitel XVI. Die letzte Zeile „Interpunktion“ („punc.“) werde ich in Kapitel XIV erklären.


  Nunmehr können wir jede Kette oder Regel von TNT in diesem neuen Gewand wiedergeben. Hier ist zum Beispiel Axiom 1 in den beiden Notationen, oben die neue, unten die alte:
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  Hier kommt die amerikanische Sitte, nach jeder dritten Stelle ein Komma zu setzen, der Lesbarkeit des Codons sehr zugute.


  Und hier die Abtrennungsregel in der neuen Notierung:


  REGEL: Wenn sowohl x als auch 212x633y213 SÄTZE sind, dann ist auch y ein SATZ.


  Schließlich geben wir hier noch eine vollständige, dem letzten Kapitel entnommene Ableitung, wiedergegeben in strengem TNT und ebenfalls in die neue Notation übersetzt:
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  Man beachte, daß ich den Namen der „S-Hinzufügen“-Regel in „Einfügen von ,123`“ abgeändert habe, da das die typographische Operation ist, die sie nunmehr legitimiert.


  Diese neue Notation sieht ziemlich merkwürdig aus. Man verliert jedes Gefühl von einer Bedeutung; wäre man aber mit ihr groß geworden, könnten wir Ketten in dieser Notation so leicht lesen wie TNT. Man könnte auf den ersten Blick wohlgeformte und schlecht geformte Ketten unterscheiden. Natürlich würde man das als typographische Operation auffassen, da es stark aufs Optische abstellt; wenn man aber wohlgeformte Formeln herausholt, bedeutet das gleichzeitig in dieser Notation, daß man eine besondere Klasse von ganzen Zahlen herausholt, die auch eine arithmetische Definition besitzen.


  Wie steht es nun mit der „Arithmetisierung“ aller Schlußregeln? Wie die Dinge liegen, sind sie alle immer noch typographische Regeln. Doch halt: Nach der Zentral-Aussage ist eine typographische Regel tatsächlich einer arithmetischen Regel gleichwertig. Die Einfügung und Verschiebung von Ziffern in nach dem Dezimalsystem hergestellten Zahlen ist eine arithmetische Operation, die typographisch ausgeführt werden kann. Genauso wie die Anfügung von „0“ am Ende genau das gleiche ist wie eine Multiplikation mit 10, so ist jede Regel eine geraffte Beschreibung einer etwas unordentlichen arithmetischen Operation. In einem gewissen Sinn brauchen wir deshalb gar nicht nach äquivalenten arithmetischen Regeln zu suchen, da alle Regeln bereits arithmetisch sind:


  TNT-Zahlen: eine rekursiv aufzählbare Zahlenmenge


  So betrachtet, ist die oben gezeigte Ableitung des SATZES „362, 123, 666, 112, 123, 666, 323, 111, 123, 123, 666“ eine Folge von äußerst komplexen zahlentheoretischen Transformationen, von denen jede auf eine oder mehrere Input-Zahlen einwirkt und eine Output-Zahl ergibt, die, wie oben schon, erzeugbare Zahl genannt wird, oder, genauer, TNT-Zahl. Einige der arithmetischen Regeln nehmen eine alte TNT-Zahl und erhöhen sie auf besondere Weise, um eine neue TNT-Zahl zu erzeugen; einige nehmen eine alte TNT-Zahl und verringern sie; andere Regeln nehmen zwei TNT-Zahlen, wirken auf jede von ihnen irgendwie ein und kombinieren die Ergebnisse zu einer neuen TNT-Zahl usw. Und anstatt mit nur einer TNT-Zahl zu beginnen, haben wir fünf anfängliche TNT-Zahlen, eine für jedes (strenge) Axiom natürlich. Arithmetisierte TNT ist tatsächlich dem arithmetisierten MIU-System außerordentlich ähnlich, nur gibt es mehr Regeln und Axiome, und arithmetische Entsprechungen explizit niederzuschreiben, wäre überaus mühsam und übrigens auch gar nicht erleuchtend. Wer verstanden hat, wie das beim MIU-System geschah, wird nicht mehr daran zweifeln, daß es sich hier ganz analog verhält.


  Aus dieser „Gödelisierung“ von TNT ist eine neue zahlentheoretische Aussage entstanden, nämlich:


  a ist eine TNT-Zahl.


  Zum Beispiel wissen wir aus der vorhergehenden Ableitung, daß 362, 123, 666, 112, 123, 666, 323, 111, 123, 123, 666 eine TNT-Zahl ist, während andererseits 123, 666, 111, 666 keine TNT-Zahl ist.


  Nun fällt uns ein, daß dieses neue zahlentheoretische Prädikat sich durch eine TNT-Kette mit einer einzigen freien Variablen, sagen wir a, ausdrücken läßt. Wir könnten eine Tilde voranstellen, und diese Kette würde die gegenteilige Aussage ausdrücken:


  a ist keine TNT-Zahl.


  Wenn wir nunmehr a jedes Mal , wenn es in unserer Kette auftritt, durch das TNT-Zahlzeichen für 123, 666, 111, 666 ersetzen - ein Zahlzeichen, das genau 123 666 111 666 „S“ enthielte - viel zu lang zum niederschreiben - hätten wir eine TNT-Kette, die sich genau wie MUMON auf zwei Ebenen interpretieren läßt. Zunächst würde diese Kette aussagen:


  123, 666, 111, 666 ist keine TNT Zahl.


  Aber wegen der Isomorphie, die TNT-Zahlen mit SÄTZEN von TNT verbindet, hätte die Kette eine Bedeutung zweiter Ebene, nämlich:


  S0=0 ist kein SATZ von TNT.


  TNT versucht sich selbst zu verschlucken


  Diese unerwartete Doppeldeutigkeit zeigt, daß TNT Ketten enthält, die etwas über andere Ketten von TNT aussagen. Mit anderen Worten, die Metasprache, in der wir als Außenstehende über TNT sprechen können, wird zumindest teilweise innerhalb von TNT selbst nachgeahmt. Und dies ist keine zufällige Eigenschaft von TNT; sie rührt daher, daß die Architektur irgendeines formalen Systems innerhalb von N (der Zahlentheorie) wiedergespiegelt werden kann. Das ist eine genauso unvermeidliche Eigenschaft von TNT, wie die in einem Grammophon induzierten Schwingungen, wenn es eine Platte spielt. Es scheint, daß die Schwingungen von der Außenwelt kommen sollten — zum Beispiel von hüpfenden Kindern oder aufschlagenden Bällen; aber eine Nebenwirkung bei der Erzeugung von Tönen — und zwar eine unvermeidliche — ist die, daß sie den ganzen Mechanismus, der sie erzeugt, einwickeln und erschüttern kann. Das ist kein Zufall; das ist eine Nebenerscheinung, gegen die kein Kraut gewachsen ist. Es liegt in der Natur des Plattenspielers. Und es liegt in der Natur jeder Formalisierung der Zahlentheorie, daß ihre Metasprache in sie eingebettet ist.


  Wir können diese Beobachtung „adeln“, indem wir sie das Zentrale Dogma der mathematischen Logik nennen und es in einem zweistufigen Diagramm abbilden:


  TNT [image: arr_r.png] N [image: arr_r.png] Meta-TNT.


  In Worten: eine TNT-Kette besitzt eine Interpretation in N; und eine Aussage in N kann als Aussage über TNT eine zweite Bedeutung haben.


  G: eine Kette, die in Code über sich selbst spricht


  Alles das ist interessant, aber nur die Hälfte der Geschichte. Der Rest bedingt eine Intensivierung der Selbstbezüglichkeit. Wir sind nunmehr an dem Punkt, an dem sich Herr Schildkröte befand, als er merkte, daß man eine Schallplatte herstellen könnte, die bewirkte, daß das Grammophon, das sie spielte, zerbarst, aber jetzt lautet die Frage: „Gegeben sei ein Grammophon — wie findet man heraus, was man auf die Schallplatte aufnehmen soll?“ Das ist eine verzwickte Angelegenheit.


  Wir wollen eine TNT-Kette finden — die wir „G“ nennen wollen — die von sich selbst handelt in dem Sinne, daß eine ihrer passiven Bedeutungen ein Satz über G ist. Es wird sich herausstellen, daß die passive Bedeutung


  „G ist kein SATZ von TNT“


  sein wird. Ich muß gleich beifügen, daß G auch eine passive Bedeutung hat, die eine zahlentheoretische Aussage ist, genauso wie MUMON auf (mindestens) zwei verschiedene Arten konstruiert werden kann. Wichtig ist, daß jede passive Bedeutung gültig und möglich ist und in keiner Weise die andere passive Bedeutung in Frage stellt. (Die Tatsache, daß ein Grammophon beim Spielen einer Platte in sich selber und in der Platte Schwingungen induzieren kann, tut der Tatsache in keiner Weise Abbruch, daß diese Schwingungen musikalische Klänge sind!)


  Die Existenz von G bewirkt die Unvollständigkeit von TNT


  Die raffinierte Methode zur Erzeugung von G und einige wichtige Begriffe von TNT werden wir in Kapitel XIII und XIV entwickeln; im Augenblick ist es viel mehr von Interesse, einen etwas oberflächlichen Blick nach vorn auf die Konsequenzen zu werfen, die sich ergeben, wenn man einen selbstbezüglichen Brocken TNT findet. Wer weiß? Er könnte explodieren! In einem gewissen Sinn tut er das auch. Wir konzentrieren uns auf die naheliegende Frage:


  Ist G ein SATZ von TNT oder nicht?


  Wir müssen sicher sein, daß wir uns in dieser Sache unsere eigene Meinung bilden, daß wir uns nicht auf Gs Meinung von sich selbst verlassen. Schließlich versteht G sich vielleicht nicht besser als ein Zen-Meister sich selbst verstünde. Wie MUMON kann G eine falsche Aussage ausdrücken. Wie MU kann G ein Nicht-SATZ sein. Wir brauchen nicht jeder möglichen Kette von TNT zu glauben, nur ihren SÄTZEN. Machen wir zur Erklärung des Problems an diesem Punkt von unserem logischen Rüstzeug so gut wie möglich Gebrauch.


  Wir machen unsere übliche Annahme: daß TNT gültige Methoden folgerichtigen Denkens und daß TNT selbst deshalb niemals Unwahrheiten als SÄTZE enthält. Mit anderen Worten: alles was ein SATZ von TNT ist, drückt eine Wahrheit aus. Wenn aber G ein SATZ wäre, würde er eine Wahrheit ausdrücken, nämlich: „G ist kein SATZ.“ Die Selbstbezüglichkeit trifft uns hier mit voller Wucht. Um ein SATZ zu sein, müßte G eine Unwahrheit sein. Auf unsere Annahmen gestützt, daß TNT niemals Unwahrheiten als SÄTZE hat, wären wir zum Schluß gezwungen, daß G kein SATZ ist. Das ist in Ordnung, läßt uns aber ein kleineres Problem übrig. Wir wissen, daß G kein SATZ ist, müssen aber zugeben, daß G eine Wahrheit ausdrückt. Hier ist eine Situation, in der TNT unsere Erwartung nicht erfüllt. Wir haben eine Kette gefunden, die eine wahre Aussage ausdrückt und doch kein SATZ ist. Und in unserem Staunen sollten wir die Tatsache nicht übersehen, daß G auch eine arithmetische Interpretation besitzt, die uns erlaubt, unsere Ergebnisse wie folgt zusammenzufassen:


  Eine Kette von TNT ist gefunden worden. Sie drückt unzweideutig eine Aussage über gewisse arithmetische Eigenschaften der natürlichen Zahlen aus; darüber hinaus können wir, wenn wir außerhalb des Systems folgerichtig denken, nicht nur feststellen, ob die Aussage eine wahre ist, sondern auch, daß die Kette kein SATZ von TNT ist. Wenn wir also TNT befragen, ob die Aussage wahr ist, sagt TNT weder ja noch nein.


  Ist der Faden von Herrn Schildkröte im MU-Opfer die Entsprechung von G? Nicht ganz. Die Entsprechung des Fadens von Herrn S. ist ~G. Warum? Nun, denken wir einen Augenblick darüber nach, was ~G aussagt. Es muß das Gegenteil von dem sagen, was G sagt. G sagt: „G ist kein SATZ von TNT“, also muß ~G sagen: „G ist ein SATZ.“ Wir könnten sowohl G wie ~G wie folgt umformulieren:


  G: „Ich bin kein SATZ (von TNT).“


  ~G: „Meine Verneinung ist ein SATZ (von TNT).“


  Es ist ~G, das dem Faden von Herrn Schildkröte entspricht, denn dieser Faden sprach nicht über sich selbst, sondern über den Faden, den Herr Schildkröte zuerst dem Achilles vorlegte — der einen zusätzlichen, nichtigen Knoten besaß (oder einen zu wenig, je nach dem Gesichtspunkt).


  MUMON hat das letzte Wort


  Mumon drang in seinem kurzen Gedicht über Jōshūs MU so klar wie nur irgend jemand in das Mysterium des Unentscheidbaren ein:


  Hat ein Hund Buddha-Natur?


  Das ist die ernsteste von allen Fragen. Sagst du ja oder nein,


  verlierst du deine eigene Buddha-Natur.


  TEIL II:


  [image: EGB]


  


  [image: Abb. 54.]


  Abb. 54. Möbiusstreifen II, von M. C. Escher (Holzschnitt 1963).


  Präludium und ...


  Achilles und Herr Schildkröte haben Ihren Freund, Carl Krebs, besucht, um einen seiner Freunde, den Ameisenbären, kennenzulernen. Sie sind einander vorgestellt worden, und die vier setzen sich zum Tee.


  Schildkröte: Wir haben Ihnen ein kleines Geschenk mitgebracht, Herr Krebs.


  Krebs: Sehr freundlich. Aber das war doch nicht nötig.


  Schildkröte: Nur ein Zeichen unserer Wertschätzung. Achilles, würden Sie es Herrn K. überreichen?


  Achilles: Gewiß. Mit unseren besten Glückwünschen, Herr Krebs. Hoffentlich gefällt's Ihnen;


  (Achilles überreicht dem Krebs ein elegant verpacktes Geschenk, von quadratischer Form und sehr dünn. Der Krebs macht sich daran, es zu öffnen.)


  Ameisenbär: Was das wohl sein mag?


  Krebs: Das werden wir gleich haben. Er entfernt das Papier und nimmt das Geschenk heraus.) Zwei Platten! Das ist ja spannend. Aber nirgends ein Etikett. Oweh! Ist das wieder eine von ihren „speziellen Überraschungen“, Herr. S.?


  Schildkröte: Wenn Sie damit einen Grammophon-Zertrümmerer meinen — diesmal nicht. Aber es sind tatsächlich speziell aufgenommene Stücke, die einzigen ihrer Art in der ganzen Welt. Es hat sie noch nie jemand gehört — ausgenommen natürlich, als Bach sie spielte.


  Krebs: Als Bach sie spielte — was wollen Sie damit genau sagen?


  Achilles: Oh, Sie werden sich phantastisch aufregen, Herr Krebs, wenn Herr S. Ihnen sagt, worum es sich bei diesen Platten tatsächlich handelt.


  Schildkröte: Sagen Sie es ihm doch, Achilles!


  Achilles: Darf ich? Junge, Junge! Nun, ich ziehe besser meine Notizen zu rate. (Zieht eine kleine Karte heraus und räuspert sich.) Hm hm. Wären Sie daran interessiert, etwas über ein bemerkenswertes neues Ergebnis in der Mathematik zu erfahren, dem Ihre Platten ihre Existenz verdanken?


  Krebs: Meine Platten leiten sich von einem Stück Mathematik ab? Nun, da bin ich aber gespannt. Reden Sie!


  Achilles: Also gut. (Hält einen Augenblick inne, um von seinem Tee zu schlürfen, und spricht dann weiter.) Haben Sie jemals etwas von Fermats berüchtigtem „Letzten Satz“ gehört?


  Ameisenbär: Ich bin nicht sicher ... Es klingt seltsam vertraut, und doch kann ich im Augenblick nichts damit anfangen.


  Achilles: Es ist ganz einfach. Pierre de Fermat, Jurist von Beruf, aber Mathematiker aus Berufung, hatte in seinem Exemplar des klassischen Texts Arithmetica des Diophantus gelesen und war dabei auf eine Seite gestoßen mit der Gleichung


  a2 + b2 = c2


  Er erkannte sofort, daß diese Gleichung unendlich viele Lösungen für a, b und c besitzt, und dann schrieb er den folgenden berüchtigten Kommentar an den Rand:


  Die Gleichung


  an + bn = cn


  hat Lösungen in positiven ganzen Zahlen a, b, c und n nur wenn n = 2 (und dann gibt es unendlich viele Tripletts, a, b und c, die diese Gleichung erfüllen); aber für n>2 gibt es keine Lösungen. Ich habe einen wahrhaft wunderbaren Beweis für diese Behauptung entdeckt, für den der Rand unglücklicherweise jedoch zu schmal ist.


  Seit jenem Tag vor gut dreihundert Jahren haben Mathematiker vergeblich versucht, eines von zwei Dingen zu tun: entweder Fermats Behauptung zu beweisen und so Fermats Ruf zu verteidigen, der, obgleich sehr groß, von Skeptikern etwas bezweifelt wird, die glauben, daß er den angeblich von ihm gefundenen Beweis in Wirklichkeit nie gefunden hatte oder dann die Behauptung zu widerlegen, indem man ein Gegenbeispiel findet: einen Satz von vier ganzen Zahlen a, b, c und n, wobei n>2, die die Gleichung erfüllen. Bis vor kurzem ist jeder Versuch in beiden Richtungen gescheitert. Gewiß ist der Satz für viele spezifische Werte von n verifiziert worden, insbesondere für alle n bis 125000.


  Ameisenbär: Sollte man nicht eher von einer „Konjektur“ als von einem „Satz“ sprechen, wenn nie ein richtiger Beweis gefunden wurde?


  Achilles: Genau genommen haben Sie recht, aber man hat eben die überlieferte Bezeichnung beibehalten.


  Krebs: Hat jemand es schließlich doch fertiggebracht, diese berühmte Frage zu beantworten?


  Achilles: So ist es! Herr Schildkröte hat dies in der Tat getan, und wie üblich mit einem Zauberstreich. Nicht nur hat er einen BEWEIS von Fermats Letztem Satz gefunden (und damit sowohl die Bezeichnung als auch Fermat gerechtfertigt) sondern auch ein GEGENBEISPIEL, und damit gezeigt, daß die Skeptiker eine gute Intuition besaßen!


  Krebs: Herr im Himmel! Das ist eine umstürzende Entdeckung.


  Ameisenbär: Aber bitte, lassen Sie uns nicht in dieser Spannung verharren! Was für magische Zahlen sind das denn, die Fermats Gleichung erfüllen? Besonders neugierig bin ich auf den Wert von n.


  Achilles: Oh Schreck! Jetzt bin ich wirklich in Verlegenheit. Ist es zu glauben? Ich ließ die Werte zu Hause auf einem geradezu kolossalen Papierbogen. Unglücklicherweise war er zu groß zum Mitnehmen. Falls es Ihnen irgendwie weiterhilft — an etwas erinnere ich mich: Der Wert von n ist die einzige positive ganze Zahl, die nirgends im Kettenbruch für π vorkommt.


  Krebs: Wie schade, daß Sie das Papier nicht bei sich haben. Aber es gibt natürlich keinen Grund, ihre Rede in Zweifel zu ziehen.


  


  [image: Abb. 55.]


  Abb. 55. Pierre de Fermat.


  Ameisenbär: Wer muß schon n in Dezimalschreibweise sehen? Achilles hat soeben selber gesagt, wie wir es finden können. Nun, Herr S., nehmen Sie aus Anlaß Ihrer epochemachenden Entdeckung meine herzlichen Glückwünsche entgegen.


  Schildkröte: Danke! Aber mir scheint, noch wichtiger als das Ergebnis ist die praktische Anwendung, zu der mein Ergebnis unmittelbar führt.


  Krebs: Ich bin außerordentlich gespannt, denn ich glaubte immer, die Zahlentheorie sei die Königin der Mathematik — der reinste Zweig der Mathematik — der einzige Zweig der Mathematik, der KEINE praktische Anwendung findet.


  Schildkröte: Sie sind nicht der einzige, der das glaubt, aber in Wirklichkeit ist es ganz unmöglich, eine allgemeine Aussage darüber zu machen, wann oder wie ein Zweig, oder sogar ein einzelner Satz der reinen Mathematik, wichtige Rückwirkungen außerhalb der Mathematik hat. Das läßt sich überhaupt nicht voraussagen — und dieser Fall ist ein vollkommenes Beispiel für dieses Phänomen.


  Achilles: Das doppelte Ergebnis von Herrn Schildkröte hat auf dem Feld der Akusto-Abrufe einen Durchbruch mit sich gebracht!


  Ameisenbär: Was sind Akusto-Abrufe?


  Achilles: Der Name sagt schon alles: Es handelt sich um die Abrufung akustischer Information aus äußerst komplexen Quellen. Eine typische Aufgabe wäre die, das Geräusch, das ein Stein macht, wenn er in einen See fällt, aus den Wellen zu rekonstruieren, die sich auf der Oberfläche des Sees ausbreiten.


  Krebs: Das klingt doch fast unmöglich!


  Achilles: Keineswegs. In Wirklichkeit ist es ganz ähnlich dem, was das Gehirn tut, wenn es einen durch die Stimmbänder einer anderen Person hervorgerufenen Ton aufgrund der durch das Trommelfell an die Härchen der Schnecke weitergeleiteten Schwingungen rekonstruiert.


  Krebs: Verstehe. Aber ich sehe noch immer nicht, was die Zahlentheorie damit zu schaffen hat, oder was das alles mit meinen Platten zu tun hat.


  Achilles: Nun, in der Mathematik des Akusto-Abrufs stellen sich viele Fragen, die mit der Anzahl der Lösungen gewisser diophantischer Gleichungen zu tun haben. Nun hat Herr S. seit Jahrzehnten versucht, eine Methode zu finden, die Töne, die Bach vor zweihundert Jahren auf seinem Cembalo spielte, vermittels Berechnungen zu rekonstruieren, die alle Bewegungen aller Moleküle in der Atmosphäre an jenem bestimmten Zeitpunkt berücksichtigen.


  Ameisenbär: Das ist sicher unmöglich. Sie sind unabrufbar verschwunden, verschwunden auf immerdar.


  Achilles: Das glauben die Naiven ... Aber Herr S. hat viele Jahre auf das Problem verwendet, und er kam zu der Einsicht, daß das Ganze nur noch von der Anzahl der Lösungen für die Gleichung


  an + bn = cn


  in positiven ganzen Zahlen mit n > 2 abhängt.


  Schildkröte: Ich könnte natürlich erklären, wie es zu dieser Gleichung kommt, aber das würde Sie sicher langweilen.


  Achilles: Es stellt sich heraus, daß die Akusto-Abruf-Theorie voraussagt, daß die Töne Bachs aus der Bewegung aller Moleküle in der Atmosphäre gewonnen werden können, vorausgesetzt daß ENTWEDER zumindest eine Lösung der Gleichung ...


  Krebs: Erstaunlich!


  Ameisenbär: Phantastisch!


  Schildkröte: Wer hätte das gedacht?


  Achilles: Ich wollte gerade sagen, „vorausgesetzt, daß ENTWEDER eine solche Lösung besteht, ODER ein Beweis, daß es KEINE Lösungen gibt!“ Und deshalb begann Herr S. vorsichtig gleichzeitig an beiden Enden des Problems zu arbeiten. Wie sich herausstellte, war die Entdeckung des Gegenbeispiels der Schlüssel für die Entdeckung des Beweises. So leitet das eine unmittelbar zum anderen über.


  Krebs: Wie war das möglich?


  Schildkröte: Nun, wie sie sahen, hatte ich gezeigt, daß der Strukturplan eines Beweises für Fermats Letzten Satz — wenn es einen Beweis gibt —, mit einer eleganten Formel beschrieben werden kann, die, wie es sich so ergab, auf den Werten einer gewissen Gleichung beruhte. Als ich diese zweite Gleichung fand, stellte sich zu meiner Überraschung heraus, daß es die Fermat-Gleichung war. Eine amüsante zufällige Beziehung zwischen Form und Gehalt. Nachdem ich also das Gegenbeispiel gefunden hatte, brauchte ich diese Zahlen nur noch als Blaupausen für die Konstruktion meines Beweises zu verwenden, daß die Gleichung keine Lösungen besaß. Bemerkenswert einfach, wenn man nachher hinschaut. Ich kann mir nicht vorstellen, warum niemand schon früher auf diese Ergebnisse gestoßen war.


  Achilles: Als Ergebnis dieses unerwartet reichen mathematischen Erfolgs vermochte Herr S. den Akusto-Abruf durchzuführen, von dem er so lange geträumt hatte. Und das Geschenk von Herrn Krebs stellt eine greifbare Verwirklichung all seiner abstrakten Arbeit dar.


  Krebs: Sagen Sie mir nur nicht, daß es eine Aufnahme von Bachs Spiel seiner eigenen Cembalo-Stücke ist!


  Achilles: Tut mir leid, aber ich muß das sagen, denn gerade das ist es! Dies ist der einzige Satz von zwei Platten, auf denen Johann Sebastian Bach sein gesamtes Wohltemperiertes Klavier spielt. Jede Platte enthält einen der beiden Bände des Wohltemperierten Klaviers; das heißt, jede Platte enthält 24 Präludien und Fugen, in jeder Dur- und Moll-Tonart eine.


  Krebs: Ich muß diese beiden unbezahlbaren Platten sofort spielen. Und wie kann ich Ihnen beiden danken?


  Schildkröte: Sie haben uns bereits reichlich gedankt mit dem herrlichen Tee, den Sie uns zubereitet haben.


  (Der Krebs nimmt eine der Platten aus der Hülle und legt sie auf. Der Klang eines unglaublich souveränen Cembalo-Spiels erfüllt das Zimmer in der höchsten denkbaren Wiedergabetreue. Man hört sogar — oder ist das nur eine Einbildung? — bei seinem Spiel den leisen Klang von Bachs Gesang für sich selbst ...)


  Krebs: Möchte jemand von Ihnen die Partitur? Ich besitze eine einzigartige Ausgabe des Wohltemperierten Klaviers, die speziell von einem meiner Lehrer illuminiert worden ist, der auch ein ungewöhnlich begabter Kalligraph ist.


  Schildkröte: Das würde macht außerordentlich freuen!


  (Der Krebs begibt sich zu einem eleganten, verglasten Bücherschrank, öffnet die Türen und entnimmt zwei Bände.)


  Krebs: Bitte sehr, Herr Schildkröte. Ich habe die herrlichen Illustrationen in diesen Bänden noch nie richtig angeschaut. Vielleicht gibt mir Ihr Geschenk den Anstoß dazu.


  Schildkröte: Ich hoffe es.


  Ameisenbär: Haben Sie jemals darauf geachtet, wie in diesen Stücken das Präludium immer die Stimmung der darauf folgenden Fuge festlegt?


  Krebs: Ja. Wenn es auch schwierig sein mag, das in Worte zu fassen, so besteht doch immer eine subtile Beziehung zwischen beiden. Selbst wo Präludium und Fuge nicht das gleiche melodische Thema haben, so gibt es doch immer eine unfaßbare, abstrakte Eigenschaft, die beiden zugrundeliegt und sie sehr eng miteinander verknüpft.


  Schildkröte: Und diese paar Augenblicke stiller Spannung zwischen Präludium und Fuge haben etwas sehr dramatisches — jener Moment, wenn das Thema der Fuge in einzelnen Tönen zu erklingen beginnt und dann mit sich selbst auf Stufen wachsender Komplexität unheimliche, erlesene Harmonien hervorbringt.


  Achilles: Ich weiß genau, was Sie meinen. Es gibt viele Präludien und Fugen, die ich noch nicht kenne, und für mich ist dieses flüchtige Zwischenspiel von Schweigen sehr aufregend: Es ist der Moment, in dem ich versuche, dem alten Bach auf die Schliche zu kommen. Zum Beispiel bin ich immer darauf gespannt, was das Tempo der Fuge sein wird: allegro oder adagio? Wird es 6/8 sein, oder 4/4? Wird das Stück drei Stimmen haben? Oder fünf? Oder vier? Und dann setzt die erste Stimme ein ... Ein exquisiter Augenblick.


  Krebs: Ach ja, ich erinnere mich gut jener längst entschwundenen Jugendjahre, der Tage, da mich jedes Präludium, jede Fuge entzückte, erfüllt von Begeisterung über ihre Neuartigkeit und Schönheit und die unerwarteten Überraschungen, die sie in sich bargen.


  Achilles: Und jetzt? Ist diese Begeisterung ganz verflogen?


  Krebs: An ihre Stelle ist Vertrautheit getreten, wie das bei Begeisterung immer der Fall zu sein pflegt. Aber in dieser Vertrautheit gibt es auch eine Art Tiefe, die ihre eigene Belohnung hat. Zum Beispiel fand ich, daß es immer neue Überraschungen gibt, die ich bisher nicht bemerkt hatte.


  Achilles: Das Auftreten des Themas, wo Sie es übersehen hatten?


  Krebs: Vielleicht. Besonders wenn es umgekehrt und durch verschiedene andere Stimmen versteckt ist, oder wo es anscheinend urplötzlich aus der Tiefe herausbricht. Es gibt aber auch erstaunliche Modulationen, denen man immer und immer wieder zuhören kann — staunend, wie der alte Bach auf sie verfiel.


  Achilles: Es freut mich sehr zu hören, daß man noch etwas erwarten kann, sobald ich die erste Glut der Verliebtheit ins Wohltemperierte Klavier hinter mir habe — so traurig es mich stimmt, daß dieser Zustand wohl nicht in alle Ewigkeit andauern kann.


  Krebs: Sie brauchen nicht zu befürchten, daß Ihre Verliebtheit sich vollständig verlieren wird. Zu den schönen Dingen in diesem Leben gehört ja, daß die jugendliche Begeisterung stets wiederbelebt werden kann, gerade wenn man glaubt, sie sei endgültig tot. Es bedarf nur des richtigen Auslösers von außen.


  Achilles: Wirklich? Was zum Beispiel?


  Krebs: Zum Beispiel, daß man es sozusagen mit den Ohren von jemand hört, für den es ein ganz neues Erlebnis ist, wie zum Beispiel für Sie Achilles. Irgendwie überträgt sich die Erregung, und ich kann mich wieder begeistern.


  Achilles: Das ist merkwürdig. Irgendwo in Ihrem Inneren schlief die Begeisterung, aber Sie sind nicht imstande, sie aus dem Unbewußten herauszufischen.


  Krebs: Genau! Die Möglichkeit, die Begeisterung wieder zu erleben, ist auf unbekannte Weise in meiner Gehirnstruktur „codiert“, aber ich kann sie nicht beliebig herbeirufen und muß auf einen Zufall warten, um sie auszulösen.


  Achilles: Ich habe eine Frage zum Thema Fuge, die zu stellen mich in eine gewisse Verlegenheit bringt, aber da ich als Fugen-Hörer ein Neuling bin, möchte ich doch fragen, ob vielleicht einer von Euch besser beschlagenen Hörern von Fugen mir helfen könnte ...?


  Schildkröte: Ich biete Ihnen gerne mein bescheidenes Wissen an, wenn ich Ihnen damit dienen kann.


  Achilles: Oh, vielen Dank. Nehmen wir die Frage unter einem anderen Gesichtspunkt in Angriff. Kennen Sie das Blatt Würfel mit Bändern von M. C. Escher?


  Schildkröte: Es zeigt kreisförmige Bänder, die blasenähnliche Ausbuchtungen enthalten, die, sobald man sich dafür entschieden hat, daß es Ausbuchtungen sind, sich in Einkerbungen zu verwandeln scheinen — und umgekehrt.


  Achilles: Genau!
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  Abb. 56. Würfel mit Bändern, von M C. Escher (Lithographie, 1957).


  Krebs: Ich kann mich an das Bild erinnern. Diese kleinen Blasen scheinen je nach der Richtung, aus der man sie anschaut, immer zwischen konvex und konkav hin- und herzuspringen. Es gibt keine Möglichkeit, sie gleichzeitig als konvex und konkav anzusehen — irgendwie scheint unser Gehirn es nicht zuzulassen. Es gibt zwei sich gegenseitig ausschließende „Modi“, in denen man die Blase verstehen kann.


  Achilles: Eben! Nun, anscheinend habe ich zwei irgendwie analoge Modi entdeckt, in denen ich eine Fuge anhören kann, und zwar die folgenden: Entweder verfolgt man jeweils eine Einzelstimme, oder man hört die Gesamtwirkung von allen zusammen, ohne die eine von der anderen zu trennen. Ich habe diese beiden Modi ausprobiert, und zu meiner großen Enttäuschung schließt der eine den anderen aus. Es liegt einfach nicht in meiner Macht, den individuellen Stimmen nachzugehen und gleichzeitig die Gesamtwirkung zu hören. Ich merke, daß ich zwischen einem Modus und dem anderen mehr oder weniger spontan und willkürlich hin- und herspringe.


  Ameisenbär: Genau wie wenn man die magischen Bänder anschaut, nicht wahr?


  Achilles: Ja, ich frage mich ... stempelt mich diese Beschreibung der beiden Arten, die Fuge anzuhören, als einen unverkennbar naiven Zuhörer ab, dem es auch nicht entfernt möglich ist, die tieferliegenden Wahrnehmungsweisen jenseits seines Horizonts zu begreifen?


  Schildkröte: Durchaus nicht, Achilles. Ich kann nur für mich selbst sprechen, aber auch ich merke, wie ich von einem Modus zum anderen hin- und hergeschoben werde, ohne daß ich eine bewußte Kontrolle darüber ausübe, welcher Modus nun dominieren soll. Ich weiß nicht, ob unsere anderen Freunde etwas Ähnliches erfahren haben.


  Krebs: Aber ganz sicher! Es ist eine rechte Qual. Man glaubt zu spüren, daß das Wesentliche der Fuge um einen herumschwebt, aber man bekommt sie nie ganz zu fassen, weil man es nicht fertigbringt, gleichzeitig auf beide Arten zu funktionieren.


  Ameisenbär: Fugen haben die interessante Eigenschaft, daß jede ihrer Stimmen ein selbständiges Musikstück ist, und so könnte man eine Fuge als eine Sammlung von verschiedenen Musikstücken verstehen — alle auf einem einzigen Thema beruhend, und alle gleichzeitig gespielt. Aufgabe des Hörers (oder seines Unbewußten) ist es, zu entscheiden, ob es sich um eine Einheit handelt oder aber um eine Sammlung unabhängiger Teile, die alle miteinander harmonieren.


  Achilles: Sie sagen, diese Teile seien „unabhängig“; das kann aber nicht wörtlich gemeint sein. Irgendwo müssen sie koordiniert sein, sonst erhielte man nur ein unsystematisches Tongewirr, wenn man sie zusammenfügt, und weiter könnte man von der Wahrheit gar nicht entfernt sein.


  Ameisenbär: Vielleicht könnte man es besser so sagen: Wenn man jeder Stimme einzeln zuhörte, stellte man fest, daß sie anscheinend ganz für sich einen Sinn hätte. Sie könnte allein für sich stehen, und das meinte ich mit dem Ausdruck „unabhängig“. Sie haben aber ganz recht mit Ihrem Hinweis, daß jede dieser individuell sinnvollen Melodien mit den anderen in einer keineswegs planlosen Weise verschmilzt und so ein gefälliges Gesamtbild ergibt. Die Kunst, eine schöne Fuge zu schreiben, liegt gerade in dieser Fähigkeit, mehrere verschiedene Melodien zu erzeugen, von denen jede die Illusion vermittelt, sie sei um ihrer eigenen Schönheit willen geschrieben worden, und die doch, wenn man sie zusammennimmt, ein Ganzes bilden, das in keiner Weise forciert wirkt. Nun ist die Dichotomie zwischen dem Anhören einer Fuge als ganzer und dem Hören ihrer Einzelstimmen ein Beispiel für eine sehr allgemeine Dichotomie, die auf viele Strukturen zutrifft, die von niedrigeren Stufen aus aufgebaut werden.


  Achilles: Tatsächlich? Sie meinen, daß meine beiden „Modi“ auch in anderen Situationen als dem Abhören einer Fuge einen allgemeinen Gültigkeitsbereich besitzen?


  Ameisenbär: Aber gewiß.


  Achilles: Ich frage mich, wie das möglich ist. Ich nehme an, es hat etwas mit dem Pendeln zwischen der Wahrnehmung der Teile und dem Zusammensetzen von Teilen zu tun. Aber der einzige Ort, wo ich auf diese Dichotomie gestoßen bin, war beim Anhören einer Fuge.


  Schildkröte: Oh! Schauen Sie sich das einmal an! Ich blätterte diese Seite um, während ich der Musik zuhörte, und stieß auf diese großartige Illustration, die der ersten Seite der Fuge gegenüber steht.


  Krebs: Ich habe diese Illustration noch nie gesehen. Reichen Sie sie doch einmal herum!


  (Herr Schildkröte reicht das Bild herum! Jeder der vier betrachtet es in einer für ihn charakteristischen Weise: der eine von fern, der andere von nah; Jeder bewegt den Kopf ratlos hierhin und dorthin. Schließlich kommt das Bild zu Herrn Schildkröte zurück, der es recht eingehend betrachtet.)


  Achilles: Nun, das Präludium ist wahrscheinlich zu Ende. Ob ich wohl beim Anhören dieser Fuge mehr Verständnis für die Frage gewinne: ,,Welches ist die richtige Art, sich eine Fuge anzuhören — als ein Ganzes oder als die Summe ihrer Teile?“


  TTheo Schildkröte: Hören Sie sorgfältig zu, und Sie werden es sehen.


  (Das Präludium ist zu Ende; einen Augenblick herrscht Stille, und ...


  [ATTACCA]


  KAPITEL X


  Beschreibungsebenen und

  Computersysteme


  Beschreibungsebenen


  GÖDELS KETTE G und eine Bach-Fuge: beide haben die Eigenschaft, daß sie auf verschiedenen Ebenen verstanden werden können. Mit derartigen Dingen sind wir alle vertraut, und doch verwirren sie uns in gewissen Fällen, während wir in anderen ohne jede Schwierigkeiten mit ihnen umgehen. Zum Beispiel wissen wir alle, daß der Mensch aus einer ungeheuren Zahl von Zellen (etwa 25 Billionen) zusammengesetzt ist und daß deshalb alles, was wir tun, prinzipiell vom Standpunkt der Zellen aus beschrieben werden kann. Es ließe sich sogar vom Standpunkt der Moleküle aus beschreiben. Die meisten Menschen nehmen das als selbstverständlich hin; wir gehen zum Arzt, der uns auf tieferen Ebenen betrachtet als derjenigen, auf der wir uns selber betrachten. Wir lesen über DNS und Gentechnologie und schlürfen dazu unseren Kaffee. Wir haben diese beiden völlig verschiedenen Bilder von uns selbst in Übereinstimmung gebracht, indem wir sie voneinander trennten. Es gibt fast keine Möglichkeit, eine mikroskopische Beschreibung von uns selbst mit unserem Bild von uns selbst in Einklang zu bringen, und deshalb ist es möglich, verschiedene Repräsentationen unserer selbst in ganz verschiedenen „Abteilungen“ unseres Geistes zu lagern. Selten müssen wir zwischen diesen beiden Darstellungen von uns hin- und herspringen und fragen: „Wie können diese beiden völlig verschiedenen Dinge das gleiche Ich sein?“


  Oder nehmen wir eine Sequenz von Bildern auf einem Fernsehschirm, die eine lachende Shirley MacLaine zeigt. Wenn wir uns diese Sequenz anschauen, wissen wir, daß wir nicht wirklich eine Frau betrachten, sondern Mengen von flackernden Punkten auf einer ebenen Fläche. Wir wissen es — aber nichts liegt unseren Gedanken ferner. Wir haben also zwei extrem entgegengesetzte Repräsentationen dessen, was sich auf dem Schirm befindet, aber in Verwirrung stürzt uns das nicht. Wir können einfach die eine ausschließen und unsere Aufmerksamkeit auf die andere richten — und das tun wir denn auch alle. Welche ist „wirklicher“? Es hängt davon ab, ob Sie ein Mensch, ein Hund, ein Computer oder ein Fernsehgerät sind.


  Ballung und Schachspiel


  Eines der Hauptprobleme bei der Erforschung der Artifiziellen Intelligenz besteht darin, herauszufinden, wie man die Kluft zwischen den beiden Beschreibungen überbrücken, wie man ein System konstruieren kann, das die eine Beschreibungsebene annehmen und die andere erzeugen kann. Eine Möglichkeit, wie diese Kluft in die Artifizielle Intelligenz eingeht, läßt sich gut anhand des Wissensfortschritts illustrieren, wie man einen Computer so programmieren kann, daß er gut Schach spielt. Während der fünfziger und zu Beginn der sechziger Jahre war man der Ansicht, daß der Trick darin läge, zu bewirken, daß die Maschine weiter in das sich verzweigende Netzwerk möglicher Zugfolgen „vorausschauen“ könne, als es irgend einem Schachmeister möglich ist. Als man aber mit der Zeit dieses Ziel erreichte, hatte das keine schlagartige Verbesserung des Computer-Schachs und keine Überlegenheit über die menschlichen Fachleute zur Folge. In Wirklichkeit kann ein menschlicher Experte ruhig darauf vertrauen, daß er die besten Schachprogramme, die es heutzutage gibt, überlegen schlagen kann.


  Der Grund dafür war schon vor vielen Jahren veröffentlicht worden. In den vierziger Jahren führte der holländische Psychologe Adriaan de Groot Untersuchungen durch, wie Schach-Anfänger und Schachmeister eine gegebene Stellung im Schach wahrnehmen. Auf den einfachsten Nenner gebracht, implizieren seine Ergebnisse, daß die Meister die Aufstellung der Steine in Ballungen wahrnehmen. Es gibt eine Beschreibung auf höherer Stufe als einfach „e5, schwarzer Turm d6“, und irgendwie stellt sich der Meister ein solches Bild des Brettes vor. Bewiesen wurde das durch die große Geschwindigkeit, mit der ein Meister die Stellung in einem Spiel reproduzieren kann, verglichen mit der schwerfälligen Rekonstruktion des Anfängers, nachdem beide fünf Sekunden lang aufs Brett geblickt hatten. Außerordentlich aufschlußreich war die Tatsache, daß die von den Meistern begangenen Fehler darin bestanden, daß sie ganze Gruppen von Steinen an den falschen Platz stellten, was das Spiel strategisch fast unverändert ließ, in den Augen der Anfänger aber ein völlig anderes war. Endgültig überzeugend war die Durchführung desselben Experiments, aber mit Zufallsverteilung der Figuren auf dem Brett anstelle einer tatsächlich gespielten Partie. Die Meister waren, wie man herausfand, bei der Rekonstruktion solcher Zufallsstellungen einfach nicht besser als die Anfänger.


  Daraus kann man schließen, daß im normalen Schach gewisse Stellungstypen wiederkehren — gewisse Muster — und auf diese Muster hoher Stufe spricht der Meister an. Er denkt auf einer anderen Stufe als der Anfänger; sein Begriffsraster ist anders. Fast jedermann ist überrascht, daß die Meister selten weiter vorausschauen als die Anfänger — und zudem prüft der Meister meistens nur eine Handvoll möglicher Züge! Der Trick ist der, daß seine Art, das Brett wahrzunehmen, wie ein Filter wirkt. Er sieht, wörtlich genommen, keine schlechten Züge, wenn er eine Schachstellung betrachtet, genau so wenig, wie ein Schachamateur unzulässige Züge sieht, wenn er eine Schachstellung betrachtet. Wer auch nur ein bißchen Schach gespielt hat, hat seine Wahrnehmung so organisiert, daß Turmzüge in der Diagonale, das Schlagen von Bauern auf dem vor ihnen gelegenen Feld usw. ihnen gar nicht erst einfallen. In ähnlicher Weise haben Spieler auf Meister-Ebene für die Art und Weise, wie sie das Brett betrachten, höhere Organisationsstufen aufgebaut; folglich kommen ihnen schlechte Züge so wenig in den Sinn wie den meisten Leuten unzulässige Züge. Man könnte das implizites Stutzen des riesigen verästelten Baums von Möglichkeiten nennen. Im Gegensatz dazu würde explizites Stutzen bedeuten, daß man über einen Zug nachdenkt und sich nach oberflächlicher Prüfung entscheidet, ihn nicht weiter zu verfolgen.


  Diese Unterscheidung läßt sich genau so gut auf andere intellektuelle Tätigkeiten anwenden, zum Beispiel die Mathematik. In der Regel erfindet und erprobt ein begabter Mathematiker nicht die verschiedenen falschen Wege zu dem erwünschten SATZ, wie das weniger begabte Menschen wohl täten, vielmehr „riecht“ er die erfolgversprechenden Pfade und schlägt sie sofort ein.


  Computer-Schachprogrammen, die auf Vorausschau basieren, hatte man nicht beigebracht, auf einer höheren Stufe zu denken; die angewandte Strategie war einfach die, daß man mit roher Gewalt Vorausschau betrieb und hoffte, Widerstände aller Art niederzuschmettern. Aber es funktionierte eben nicht. Vielleicht wird eines Tages ein Vorausschau-Programm mit genügend roher Gewalt den besten menschlichen Spieler tatsächlich schlagen, das aber wird nur ein geringer intellektueller Fortschritt sein verglichen mit der Erkenntnis, daß Intelligenz entscheidend von der Fähigkeit abhängt, von komplexen Anordnungen, so zum Beispiel Schachbrettern, Fernsehschirmen, Druckseiten, Gemälden, Beschreibungen auf hoher Stufe herzustellen.


  Ähnliche Ebenen


  Im allgemeinen brauchen wir nicht mehr als eine Ebene zum Verständnis einer Situation. Zudem sind die verschiedenen Beschreibungen eines einzelnen Systems begrifflich so weit voneinander entfernt, daß, wie wir früher erwähnten, es kein Problem ist, sie beide auseinanderzuhalten; man legt sie einfach in verschiedenen Abteilungen des Gehirns ab. Verwirrend ist jedoch, wenn ein einzelnes System zwei oder mehr Beschreibungen auf verschiedenen Ebenen zuläßt, die sich trotzdem in gewisser Weise ähneln. Dann fällt es uns schwer, beim Nachdenken über das System die verschiedenen Ebenen nicht durcheinanderzubringen, und wir können leicht völlig in die Irre gehen.


  Zweifellos geschieht das, wenn wir über unsere eigene Psyche nachdenken — wenn wir zum Beispiel die Motivationen zu verstehen versuchen, die Menschen verschieden handeln lassen. In der Struktur des menschlichen Geistes gibt es viele Ebenen — es ist sicher ein System, daß wir noch nicht sehr gut verstehen. Es gibt aber Hunderte von rivalisierenden Theorien darüber, warum die Menschen sich so verhalten, wie sie es tun, und jede Theorie beruht auf gewissen Annahmen, bis in welche Tiefe dieses Systems von Ebenen verschiedene psychologische „Kräfte“ zu finden sind. Daß wir zum gegenwärtigen Zeitpunkt für alle geistigen Ebenen so ziemlich die gleiche Sprache verwenden, leistet der Verwirrung zwischen den einzelnen Ebenen Vorschub — und ganz gewiß Hunderten von falschen Theorien. Zum Beispiel sprechen wir von „Trieben“ im Zusammenhang mit Geschlecht, Macht, Ruhm, Liebe usw., wissen aber nicht, woher diese Triebe in der geistigen Struktur der Menschen kommen. Ohne diesen Punkt strapazieren zu wollen, möchte ich ganz einfach sagen, daß unsere Verwirrung darüber, was wir sind, sicher mit der Tatsache in Zusammenhang steht, daß wir aus einer großen Anzahl von Ebenen bestehen, und daß wir zur Beschreibung unser selbst auf allen diesen Stufen überlappende Sprachen gebrauchen.


  Computersysteme


  Es gibt noch einen Bereich, in dem zahlreiche Beschreibungsebenen für ein einzelnes System nebeneinander existieren und alle Ebenen begrifflich sehr nahe beieinander liegen. Ich spreche von Computersystemen. Man kann den Ablauf eines Computerprogramms auf mehreren Stufen betrachten. Auf jeder Stufe erfolgt die Beschreibung in der Sprache der Computerwissenschaft, und das hat zur Folge, daß alle diese Beschreibungen sich in gewisser Weise ähnlich sind — jedoch bestehen außerordentlich wichtige Unterschiede zwischen den Aspekten, die sich auf unterschiedlichen Stufen ergeben. Auf der niedrigsten Stufe kann die Beschreibung so kompliziert sein, wie das die Beschreibung der Punkte auf dem Fernsehschirm ist. Für gewisse Zwecke ist das aber bei weitem der wichtigste Aspekt. Auf der höchsten Stufe ist die Beschreibung in hohem Maße geballt und vermittelt ein ganz anderes Gefühl, trotz der Tatsache, daß viele Begriffe auf der niedrigsten wie auf der höchsten Stufe auftreten. Die Ballungen in der Beschreibung auf hoher Stufe gleichen denen der Schachexperten und der geballten Beschreibung des Bildes auf dem Fernsehschirm: Sie erfassen in gedrängter Form eine Anzahl von Dingen, die auf einer tieferen Stufe als voneinander verschieden gesehen werden (vgl. Abb. 57). Bevor diese Dinge nun zu abstrakt werden, wollen wir zu konkreten Tatsachen über Computer übergehen. Wir beginnen mit einem raschen und flüchtigen Blick darauf, wie ein Computersystem auf der niedrigsten Stufe aus-
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  Abb. 57. Die Vorstellung des „Ballens“: eine Gruppe von Dingen wird als eine einzige "Ballung“ aufgefaßt. Die Grenze der Ballung ähnelt ein wenig einer Zellmembran oder Ländergrenze: Sie gibt der darin befindlichen Gruppe eine selbständige Identität. Je nach Zusammenhang kann man die Binnenstruktur der Ballung ignorieren oder nicht.


  sieht. Die niedrigste Stufe? Nun, nicht ganz. Denn von den Elementarteilchen werde ich nicht sprechen — aber es ist die niedrigste Stufe, über die wir nachdenken sollten.


  Als Mindestausstattung eines Computers finden wir ein Gedächtnis, eine zentrale Recheneinheit (central processing unit, CPU), und einige Eingabe/Ausgabe- (Input/Output) Vorrichtungen. Beschreiben wir zunächst das Gedächtnis. Es ist in verschiedene physische Einheiten aufgeteilt, die man Wörter nennt. Um konkret zu sein, nehmen wir an, daß das Gedächtnis 65536 Wörter enthält (eine typische Zahl, nämlich 2 in die 16. Potenz erhoben). Ein Wort ist weiter aufgeteilt in Bits, und diese werden wir als die Atome der Computerwissenschaft betrachten. In einem typischen Wort beträgt die Anzahl der Bits ungefähr 36. Physikalisch gesprochen ist ein Bit einfach ein magnetischer „Schalter“, der in zwei Stellungen stehen kann.
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  --- ein Wort mit 36 Bits ---


  Man könnte die beiden Stellungen mit „oben“ und „unten“, „x“ und „o“ oder „1“ und „0“ bezeichnen ... Von diesen drei Konventionen ist die dritte die übliche. Das ist ganz in Ordnung, führt aber möglicherweise zu der irrigen Annahme, daß ein Computer in seinem tiefsten Inneren Zahlen speichert. Das ist falsch. Eine Menge von sechsunddreißig Bits muß so wenig als eine Zahl aufgefaßt zu werden wie ein Groschen als Preis für 10 Gummibärchen. Genau so wie das Geld verschiedene Dinge tun kann, je nachdem wie man es verwendet, so kann ein Wort im Gedächtnis viele verschiedene Funktionen erfüllen. Gewiß werden diese sechsundreißig Bits mitunter tatsächlich eine Zahl in Binärnotation darstellen. Ein anderes Mal repräsentieren sie vielleicht sechsunddreißig Punkte auf einem Fernsehschirm. Und noch ein anderes Mal können sie ein paar Buchstaben eines Textes repräsentieren. Wie man ein Wort im Gedächtnis auffaßt, hängt völlig von den Rollen ab, die dieses Wort in dem Programm spielt, das es verwendet. Es kann natürlich mehr als eine Rolle spielen — wie eine Note in einem Kanon.


  Befehle und Daten


  Eine Interpretation von „Wort“ habe ich noch nicht erwähnt — das Wort als Befehl. Die im Gedächtnis gespeicherten Wörter enthalten nicht nur Daten, auf denen operiert wird, sondern auch das Programm, nach dem die Daten zu verarbeiten sind. Es gibt ein beschränktes Repertoire von Operationen, die von der zentralen Recheneinheit (CPU) ausgeführt werden können, und ein Teil des Wortes, gewöhnlich die ersten paar Bits, kann als Name des auszuführenden Befehls interpretiert werden. Was bedeuten aber die restlichen Bits in einem als Befehl interpretierten Wort? Meistens sagen sie, auf welchen anderen Wörtern im Gedächtnis zu operieren ist. Mit anderen Worten: die restlichen Bits stellen eine Anweisung an ein anderes Wort (oder andere Wörter) im Gedächtnis dar. Jedes Wort im Gedächtnis hat einen Ort, wo es eindeutig hingehört, wie ein Haus an einer Straße, und dieser Ort heißt Adresse. Das Gedächtnis kann eine oder viele „Straßen“ haben, man nennt sie „Seiten“. Man adressiert also ein gegebenes Wort durch seine Seitennummer (wenn das Gedächtnis paginiert ist) zusammen mit seinem Ort auf dieser Seite. Deshalb ist der „Anweisungs"-Teil eines Befehls die numerische Adresse eines gewissen Worts (oder gewisser Worte) im Gedächtnis. Die Anweisung unterliegt keinen Einschränkungen; so kann ein Befehl sogar auf sich selbst verweisen, so daß er, wenn ausgeführt, in sich selber eine Veränderung bewirkt.


  Wie weiß der Computer, welche Befehle er zu einem gewissen Zeitpunkt auszuführen hat? Das wird in der CPU registriert. Die CPU besitzt eine besondere Anweisung, die auf das nächste Wort verweist (d. h. er speichert die Adresse), das als Befehl zu verstehen ist. Die CPU holt das Wort aus dem Gedächtnis heraus und kopiert es elektronisch in ein besonderes Wort, das der CPU selbst angehört. (Wörter in der CPU nennt man im allgemeinen nicht „Wörter“, sondern Register.) Dann führt die CPU den Befehl aus. Nun kann der Befehl die Ausführung sehr vieler Typen von Operationen verlangen. Typische sind etwa:


  
    
      	
        ADDIERE

      

      	
        das Wort, auf das im Befehl verwiesen wird, zu einem Register.

      
    


    
      	

      	
        (In diesem Fall muß das Wort offensichtlich eine Zahl sein.)

      
    


    
      	
        DRUCKE

      

      	
        das Wort, auf das der Befehl hinweist, als Buchstaben aus.

      
    


    
      	

      	
        (In diesem Fall muß das Wort offensichtlich nicht als Zahl, sondern als Buchstabenkette interpretiert werden.)

      
    


    
      	
        SPRING

      

      	
        zu dem Wort, auf das der Befehl verweist.

      
    


    
      	

      	
        (In diesem Fall erhält die CPU den Auftrag, dieses besondere Wort als nächsten Befehl zu interpretieren.)

      
    

  


  Wenn der Befehl nicht explizit etwas anderes vorschreibt, wird die CPU das unmittelbar folgende Wort aufnehmen und als Befehl interpretieren. In anderen Worten, die CPU nimmt an, daß sie wie ein Postbote die „Straße“ hinuntergeht und ein Wort nach dem anderen als Befehl interpretieren soll. Diese geordnete Abfolge kann aber durch Befehle wie SPRING — und noch anderen — durchbrochen werden.


  Maschinensprache — Assembler-Sprache


  Dies ist eine ganz kurze Skizzierung der Maschinensprache. In dieser Sprache bilden die verschiedenen Operationen ein endliches Repertoire, das nicht erweitert werden kann. Somit müssen alle Programme, so umfangreich und komplex sie auch sein mögen, aus Zusammensetzungen solcher Befehle bestehen. Die Betrachtung eines in Maschinensprache geschriebenen Programms läßt sich ungefähr damit vergleichen, daß man das DNS-Molekül Atom um Atom mustert. Wenn man noch einmal Abb. 41 vergleicht, die die Nukleotiden-Folge eines DNS-Moleküls zeigt, wenn man dann in Betracht zieht, daß jedes Nukleotid rund zwei Dutzend Atome enthält, und wenn man sich vorstellt, daß man das DNS-Schema für ein kleines Virus (von einem Menschen gar nicht zu reden!) Atom um Atom schreibt, dann wird man ein Gefühl dafür erhalten, was es heißt, ein komplexes Programm in Maschinensprache zu schreiben, und zu verstehen zu suchen, was in einem Programm geschieht, wenn man nur zu seiner Beschreibung in Maschinensprache Zugang hat.


  Doch muß erwähnt werden, daß das Programmieren von Computern ursprünglich auf einer wenn möglich noch tieferen Ebene als der der Maschinensprache vorgenommen wurde, indem man nämlich Drähte miteinander verband, so daß die richtigen Operationen starr verdrahtet waren. Nach modernen Vorstellungen ist das so erstaunlich primitiv, daß es weh tut, auch nur daran zu denken. Ohne Zweifel aber haben die Leute, die das als erste taten, soviel Spaß daran gehabt, wie ihn die Pioniere der modernen Computer nur haben können ...


  Wir wollen uns nun auf eine höhere Stufe in der Hierarchie der Beschreibung von Programmen begeben. Das ist die Stufe der Assemblersprache. Zwischen Assemblersprache und Maschinensprache besteht keine große Kluft; vielmehr handelt es sich um einen ganz kleinen Schritt. Im wesentlichen besteht eine ein-eindeutige Beziehung zwischen Befehlen in der Assembler- und solchen in der Maschinensprache. Das der Assemblersprache zugrundeliegende Prinzip ist das der „Ballung“ der einzelnen Befehle in der Maschinensprache, so daß, anstatt die Folge von Bits „010111000“ zu schreiben, wenn man einen Befehl braucht, der eine Zahl zu einer anderen addiert, man einfach ADD schreibt, und dann kann man, anstatt die Adresse in binärer Darstellung zu geben, auf das Wort im Gedächtnis mit einem Namen Bezug nehmen. Deshalb ähnelt ein Programm in Assemblersprache sehr einem Programm in Maschinensprache, das für Menschen lesbar gemacht worden ist. Man könnte die maschinensprachliche Version eines Programms mit einer TNT-Ableitung in der undurchsichtigen Gödel-numerierten Notation vergleichen und die assemblersprachliche Version mit der isomorphen TNT-Ableitung in der ursprünglichen TNT-Notation, die viel leichter zu verstehen ist. Oder — um hier noch einmal auf das Bild der DNS zurückzukommen wir können den Unterschied zwischen Maschinen- und Assemblersprache vergleichen mit dem zwischen der mühsamen Spezifikation — Atom um Atom — jedes Nukleotiden und der Spezifikation eines Nukleotiden, indem man einfach seinen Namen „A“, „G“, „C“ oder „T“) angibt. In dieser einfachen Operation des „Ballens“ steckt eine gewaltige Arbeitsersparnis, obgleich sich begrifflich nicht viel geändert hat.


  Programme, die Programme übersetzen


  Vielleicht ist der zentrale Punkt, was die Assemblersprache betrifft, nicht der Unterschied zwischen ihr und der Maschinensprache, sondern lediglich die Schlüsselidee, daß es überhaupt möglich ist, daß Programme auf einer anderen Ebene geschrieben werden können. Man denke einmal darüber nach: Die Hardware ist so gebaut, daß sie maschinensprachliche Programme — Folgen von Bits — „verstehen“ kann, nicht aber Buchstaben und Dezimalzahlen. Was geschieht, wenn die Hardware mit einem Programm in Assemblersprache gespeist wird? Das ist, als versuchte man, eine Zelle dazu zu bringen, ein Stück Papier anzunehmen, auf dem die Nukleotiden-Folge in Druckbuchstaben anstatt in chemischen Stoffen geschrieben wäre. Was fängt eine Zelle mit einem Stück Papier an? Was kann ein Computer mit einem Programm in Assemblersprache anfangen?


  Und das ist der springende Punkt: Man kann in Maschinensprache ein Übersetzungsprogramm schreiben. Dieses Programm, das man Assembler nennt, akzeptiert memotechnische Befehlsnamen, Dezimalzahlen und andere passende Abkürzungen, die der Programmierer leicht behalten kann und nimmt die Umwandlung in die monotonen, aber lebenswichtigen Bit-Folgen vor. Nachdem das Assembler-Programm assembliert (d. h. übersetzt) worden ist, läßt man es ablaufen — oder vielmehr sein entsprechendes Maschinensprache-Programm. Aber das ist eine Sache der Terminologie. Das Programm welcher Stufe läuft ab?


  Man wird nie etwas Falsches behaupten, wenn man sagt, daß das maschinensprachliche Programm abläuft, denn Hardware ist beim Ablauf eines Programms immer im Spiel. Es ist aber auch ganz vernünftig, das ablaufende Programm unter dem Aspekt der Assemblersprache zu betrachten. Zum Beispiel könnte man sehr gut sagen: „Im Augenblick führt die CPU einen SPRING-Befehl aus“, anstatt „Im Augenblick führt die CPU einen ,111010000`-Befehl aus.“ Ein Pianist, der die Noten G-E-B E-G-B spielt, spielt auch ein Arpeggio in e-Moll. Es besteht kein Grund, sich der Beschreibung von Dingen von einem höheren Blickpunkt aus zu widersetzen. So kann man sich vorstellen, daß das Programm Assemblersprache gleichzeitig mit dem maschinensprachlichen Programm abläuft. Wir haben zwei Arten zu beschreiben, was die CPU tut.


  Sprachen höherer Ordnung, Compiler und Interpreter


  Die nächste Stufe der Hierarchie bringt die äußerst machtvolle Idee, den Computer selbst zu gebrauchen, um Programme von einer höheren Stufe in solche einer niedrigeren zu übersetzen. Nachdem man jahrelang in Assemblersprache programmiert hatte, kam man zu Beginn der fünfziger Jahre darauf, daß es eine Anzahl charakteristischer Strukturen gibt, die in einem Programm nach dem anderen immer wieder auftauchen. Es gibt anscheinend, genau wie im Schach, gewisse sich auf natürliche Art ergebende fundamentale Muster, wenn man versucht, Algorithmen zu formulieren — genaue Beschreibungen der Prozesse, deren Ausführung man erstrebte. In anderen Worten: die Algorithmen schienen gewisse Bestandteile höherer Rangordnung zu enthalten, vermittels derer sie viel leichter und ästhetischer spezifiziert werden konnten als in der sehr beschränkten Maschinen- oder Assemblersprache. Ein typischer Algorithmus-Bestandteil hoher Stufe besteht nicht aus einem oder zwei maschinensprachlichen Befehlen, sondern aus einer ganzen Reihe, die nicht alle im Speicher aufeinander folgen. Ein solcher Bestandteil könnte in einer Sprache höherer Stufe durch eine einzige Einheit, eine Ballung repräsentiert werden.


  Abgesehen von Standard-Ballungen — den unlängst entdeckten Bestandteilen, aus denen alle Algorithmen aufgebaut werden können — entdeckte man, daß fast alle Programme sogar noch größere Ballungen — sozusagen „Super-Ballungen“ enthalten. Diese sind von Programm zu Programm verschieden — je nach den Aufgaben, die das Programm auf hoher Stufe ausführen soll. Wir besprachen Superballungen in Kapitel V und bezeichneten sie mit ihren üblichen Namen: „Unterprogramme“ oder „Prozeduren“. Es war klar, daß eine außerordentlich fruchtbare Erweiterung jeder Programmiersprache die Fähigkeit wäre, neue Einheiten höherer Stufe durch bereits bekannte zu definieren und sie dann mit ihrem Namen aufzurufen. Damit würde der Ballungsprozeß in die Sprache eingebaut. Anstelle eines feststehenden Befehlsrepertoirs, aus dem alle Programme explizit zusammenzusetzen wären, könnte der Programmierer seine eigenen Module konstruieren, jeden mit seinem eigenen Namen, jeder überall innerhalb des Programms verwendbar, als wäre er eine der Sprache innewohnende Eigenschaft. Natürlich kommt man um die Tatsache nicht herum, daß ganz unten, auf der maschinensprachlichen Stufe, alles noch immer auf denselben maschinensprachlichen Befehlen aufgebaut wäre; das wäre für den Programmierer höherer Stufe nicht explizit sichtbar. Es bliebe implizit.


  Die neuen Sprachen, die auf diesen Ideen beruhten, nannte man Compilersprache. (Eine der frühesten und elegantesten nannte man „Algol“ (für „Algorithmic language“ = algorithmische Sprache.) Anders als bei der Assemblersprache besteht hier keine eindeutige Entsprechung zwischen Aussagen in Algol und Befehlen in der Maschinensprache. Gewiß gibt es eine Art Abbildung von Algol auf die Maschinensprache, aber sie ist weit mehr „verschlüsselt“ als die von Assemblersprache und Maschinensprache. Grob gesprochen verhält sich ein Algol-Programm zu seiner Übersetzung in die Maschinensprache wie eine Textaufgabe in einem Algebrabuch zu der sich daraus ergebenden Gleichung. (In Wirklichkeit ist der Schritt von einer Textaufgabe zu einer Gleichung weit komplexer, aber es gibt eine Vorstellung von der „Entschlüsselungs“- Methode, derer man sich bedienen muß, will man von einer Sprache höherer Stufe zu einer niedrigeren Stufe gelangen.) Um die Mitte der fünfziger Jahre wurden mit Erfolg Programme geschrieben, die man Compiler nannte und deren Funktion es war, die Übersetzung aus der Compilersprache in die Maschinensprache vorzunehmen.


  Außerdem wurden Interpreter erfunden. Sie übersetzen wie Compiler aus Sprachen hoher Stufe in Maschinensprache, aber anstatt zuerst alle Befehle zu übersetzen und dann den Maschinen-Code auszuführen, lesen sie eine Zeile und führen sie sofort aus. Das hat den Vorteil, daß der Benutzer nicht ein vollständiges Programm geschrieben haben muß, um einen Interpreter zu benutzen. Er kann sein Programm Zeile um Zeile erfinden und im Laufe der Arbeit testen. So verhält sich ein Interpreter zu einem Compiler wie ein Simultan-Dolmetscher zu einem Übersetzer geschriebener Sprache. Eine der wichtigsten und faszinierendsten Computersprache ist „Lisp“ (für „List Processing“ = Listenverarbeitung), erfunden von John McCarthy etwa zur gleichen Zeit wie Algol. Lisp hat sich dann bei Forschern auf dem Gebiet der Artifiziellen Intelligenz großer Beliebtheit erfreut.


  Zwischen der Arbeitsweise eines Interpreters und der eines Compilers besteht ein interessanter Unterschied. Ein Compiler übernimmt Input (z. B. ein fertiges Algol-Programm) und produziert Output (eine lange Folge von Befehlen in der Maschinensprache). Wenn das soweit ist, hat der Compiler seine Pflicht getan. Der Output wird dann dem Computer zur Bearbeitung übergeben. Im Gegensatz dazu läuft der Interpreter ständig, während der Programmierer einen „Lisp“-Befehl nach dem anderen eingibt, und jeder wird an Ort und Stelle bearbeitet. Das bedeutet aber nicht, daß jeder Befehl zunächst übersetzt und dann verarbeitet wird, denn dann wäre der Interpreter nichts als ein Zeile-um Zeile-Compiler. Statt dessen sind in einem Interpreter die Operationen (eine neue Zeile lesen, sie „verstehen“ und den Befehl ausführen) miteinander verwoben: Sie laufen gleichzeitig ab.


  Hier die Grundidee in etwas erweiterter Form. Jedesmal wenn eine neue Lisp-Zeile eingegeben wird, versucht der Intepreter sie zu verarbeiten. Das heißt, daß der Interpreter plötzlich aktiv wird, und gewisse in ihm enthaltene Befehle (in Maschinensprache) ausgeführt werden. Welche genau ausgeführt werden, hängt natürlich vom Lisp-Befehl ab. Im Interpreter befinden sich zahlreiche SPRING-Befehle, so daß die neue Zeile von Lisp bewirken kann, daß die Kontrolle sich auf komplizierte Art vorwärts, rückwärts, noch einmal vorwärts usw. umherbewegt. So wird jeder Lisp-Befehl in einen „Weg“ innerhalb des Interpreters verwandelt, und das Begehen dieses Weges bringt das erwünschte Resultat.


  Manchmal ist es nützlich, sich die Lisp-Befehle einfach als Daten vorzustellen, mit denen nacheinander ein ständig laufendes Maschinensprache-Programm (oder Lisp-Interpreter) gefüttert wird. So betrachtet erhält man ein anderes Bild der Beziehung zwischen einem in einer Sprache höherer Stufe geschriebenen Programm und der verarbeitenden Maschine.


  Sich an den eigenen Haaren aus dem Sumpf ziehen


  Natürlich muß ein Compiler, der ja selbst ein Programm ist, in irgendeiner Sprache geschrieben werden. Bei den ersten Compilern geschah das in Assemblersprache und nicht in Maschinensprache; man machte sich so den bereits vollzogenen ersten Schritt von der Maschinensprache aufwärts zunutze. Eine Zusammenfassung dieser ziemlich vertrackten Begriffe zeigt Abb. 58.


  [image: Abb. 58.]


  Abb. 58. Assembler und Compiler sind beide Übersetzer in die Maschinensprache. Das zeigen die geraden Pfeile. Außerdem wurden sie, da sie selbst Programme sind, ursprünglich auch in einer Sprache geschrieben. Die Wellenlinien zeigen, daß ein Compiler in Assembler-Sprache geschrieben werden kann und ein Assembler in Maschinensprache.


  Mit wachsender Verfeinerung kam man darauf, daß man einen teilweise geschriebenen Compiler dazu benutzen kann, Erweiterungen seiner selbst zu kompilieren. In anderen Worten: wenn einmal ein gewisser Minimalkern geschrieben worden ist, dann kann dieser Mini-Compiler größere Compiler in Maschinensprache übersetzen die ihrerseits noch größere Compiler übersetzen können, bis der endgültige, voll ausgewachsene Compiler entsteht. Diesen Vorgang nennt man „bootstrapping“ (sinngemäß: sich an den eigenen Haaren aus dem Sumpf ziehen). Das ist alles gar nicht so verschieden von der Situation eines Kindes, das einen kritischen Punkt in der Geläufigkeit seiner Muttersprache erreicht hat: Von diesem Punkt an können sein Wortschatz und seine Gewandtheit im Umgang mit der Sprache außerordentlich rasch anwachsen, da es nunmehr Sprache gebrauchen kann, um mehr Sprache zu erwerben.


  Stufen in der Beschreibung laufender Programme


  Compilersprachen spiegeln im allgemeinen nicht die Struktur der Maschine wider, die in dieser Sprache geschriebene Programme ablaufen läßt. Das Ist einer der Hauptvorzüge gegenüber der hochspezialisierten Assembler- und Maschinensprache. Wenn ein Programm aus der Compilersprache in Maschinensprache übersetzt wird, ist das daraus resultierende Programm natürlich maschinenabhängig. Deshalb kann man ein Programm, das abläuft, sowohl auf maschinenabhängige wie auf maschinenunabhängige Weise beschreiben. Etwas ähnliches geschieht, wenn man sich auf ein Buch nach seinem Inhalt (verlagsunabhängig) oder auf seine Seitenzahl und eine bestimmte Stelle auf der Seite (verlagsabhängig) bezieht.


  Solange ein Programm abläuft, spielt es so gut wie keine Rolle wie man es beschreibt oder wie man sich seine Arbeitsweise erklärt. Erst wenn etwas schiefgeht, ist es wichtig, auf verschiedenen Stufen denken zu können. Wenn die Maschine zum Beispiel den Befehl erhält, an einem gewissen Punkt durch Null zu dividieren, wird sie anhalten und dem Benutzer ihr Problem mitteilen, indem sie ihm sagt, wo im Programm diese fragwürdige Operation auftaucht. Indessen wird diese Spezifikation oft auf einer niedrigeren Stufe vorgenommen als der, in der der Programmierer sein Programm schrieb. Hier drei Parallelbeschreibungen eines Progamms, das zum Stehen gekommen ist:


  Stufe der Maschinensprache:


  „Ausführung des Programms an Punkt 1110010101110111 gestoppt.“


  Stufe der Assemblersprache:


  „Ausführung des Programms gestoppt, als es auf den Befehl DIV ("Dividiere“) stieß.“


  Stufe der Compilersprache:


  „Ausführung des Programms gestoppt während der Berechnung des algebraischen Ausdrucks ,(A+B)/Z‘.“


  Eines der größten Probleme für Systemprogrammierer (den Leuten, die Compiler, Interpreter, Assembler und andere häufig verwendete Programme schreiben) ist, herauszufinden, wie man ein Unterprogramm zur Aufdeckung von Fehlern schreiben kann, und zwar so, daß die Meldungen, die es dem Benutzer machen kann, dessen Programm einen Irrtum enthält, Beschreibungen höherer und nicht tieferer Stufe liefern. Das steht in einem interessanten Gegensatz zu der Tatsache, daß, wenn etwas in einem genetischen „Programm“ schief geht, (z. B. eine Mutation) der Defekt nur von Beobachtern auf der hohen Stufe, der des Phänotyps, nicht der des Genotyps gesehen wird. Tatsächlich verwendet die moderne Biologie Mutationen als eines ihrer wichtigsten „Fenster“ zur Beobachtung genetischer Vorgänge, weil sie auf vielen verschiedenen Ebenen verfolgt werden können.


  Mikroprogrammierung und Betriebssysteme


  In modernen Computersystemen gibt es noch verschiedene andere hierarchische Stufen. Zum Beispiel sind gewisse Systeme — oft die sogenannten „Mikrocomputer“ — mit Instruktionen in Maschinensprache ausgerüstet, die sogar noch rudimentärer sind als der Befehl, eine Zahl im Speicher zu einer in einem Register zu addieren. Es ist Sache des Benutzers, zu entscheiden, in welchen Befehlen auf der gewöhnlichen Maschinenebene er programmieren möchte; er „mikroprogrammiert“ diese Befehl auf Grund der vorhandenen „Mikro-Befehle“. Dann könnten die Befehle der „höheren Maschinensprache“, die er entworfen hat, in die Schaltung eingebrannt und fest verdrahtet werden, obgleich das nicht unbedingt so ist. Mikroprogrammieren gestattet dem Benutzer also, sich etwas unterhalb des konventionellen Maschinensprachniveaus zu begeben. Eine der Folgen ist, daß ein Computer eines Herstellers (durch Mikroprogrammierung) so verdrahtet werden kann, daß er den gleichen Satz von Maschinensprache-Befehlen besitzt wie ein anderer Computer des gleichen — oder sogar eines anderen Herstellers. Man sagt, daß der mikroprogrammierte Computer den anderen „emuliert“.


  Sodann gibt es die Stufe der Betriebssysteme, die sich zwischen das Programm in Maschinesprache und der höheren Stufe einfügt, auf der der Benutzer programmiert. Das Betriebssystem ist selbst ein Programm mit der Aufgabe, die Maschine als solche gegen unbefugten Zugang von Benutzern abzuschirmen (und damit das System zu schützen) und auch, den Programmierer gegen die vielen äußerst komplizierten und verworrenen Probleme beim Lesen des Programms abzuschirmen: dem Aufruf eines Übersetzers, Lauf des übersetzten Programms, Leitung des Outputs im richtigen Augenblick in die richtigen Kanäle, Weitergabe der Kontrolle an den nächsten Benutzer. Wenn verschiedene Benutzer gleichzeitig zur gleichen CPU „sprechen“, dann ist das Betriebssystem das Programm, das die Aufmerksamkeit in geregelter Weise von einem zum anderen lenkt. Die Komplexität von Betriebssystemen ist allerdings erschreckend, und ich kann sie nur vermittels der folgenden Analogie andeuten:


  Man nehme das erste Telefonsystem. Alexander Graham Bell konnte seinen Assistenten im Nebenzimmer anrufen: elektronische Übermittlung einer Stimme! Nun ist das aber wie ein bloßer Computer minus Betriebssystem! Und nun betrachte man ein modernes Telefonsystem. Man kann wahlweise mit einer Anzahl von anderen Telefonen verbunden werden. Nicht nur das, viele verschiedene Gespräche können sogar gleichzeitig geführt werden. Man kann eine Vorwahl wählen und so verschiedene Städte und Länder erreichen; man kann direkt oder über eine Telefonistin wählen, ein R-Gespräch führen, über Posteinzug bezahlen, persönlich mit nur einem Teilnehmer sprechen oder Konferenzgespräche führen. Man kann einen Anruf umleiten oder den Anschluß, von dem er ausging, ausfindig machen. Man kann das „Besetzt“-Zeichen erhalten. Man kann „Kein Anschluß unter dieser Nummer“ hören, was besagt, daß die gewählte Nummer nicht „wohlgeformt“ ist. Man kann eine Hauszentrale einrichten, so daß mehrere Apparate miteinander verbunden sind usw. usw. Die Liste ist erstaunlich, wenn man sich überlegt, wieviel Flexibilität hier vorhanden ist, besonders im Vergleich mit dem seinerzeitigen Wunder des „bloßen“ Telefons. Hochentwickelte Betriebssysteme führen ähnliche Verkehrs- und Weichenstellungsoperationen im Hinblick auf die Benutzer und ihre Programme durch. Es ist so gut wie sicher, daß im menschlichen Gehirn einigermaßen ähnliche Dinge geschehen: gleichzeitige Verarbeitung verschiedener Reize, Entscheidungen, was Vorrang hat und wie lange, plötzliche „Unterbrechungen“, hervorgerufen durch Notfallsituationen oder unvorhergesehene Zwischenfälle usw.


  Den Benutzer abschirmen und das System schützen


  Die vielen Stufen in einem komplexen Computersystem haben in ihrer Gesamtheit den Effekt, daß sie es dem Benutzer bequem machen und ihn davon abhalten, an die vielen Vorgänge auf den tieferen Stufen denken zu müssen, die ihm höchstwahrscheinlich sowieso völlig gleichgültig sind. Ein Flugreisender will im allgemeinen über den Stand des Treibstoffvorrats oder die Windstärke oder die Anzahl der servierten Hähnchen oder die Luftverkehrsdichte am Zielflughafen nichts wissen. All das bleibt den Angestellten auf verschiedenen Stufen der Hierarchie innerhalb der Fluggesellschaft überlassen, und der Passagier fliegt einfach von einem Ort zum anderen. Auch hier wieder: erst wenn etwas schief geht — zum Beispiel das Gepäck nicht ankommt — merkt der Passagier etwas von dem verwirrenden System der unter ihm liegenden Stufen.


  Sind Computer super-flexibel oder super-starr?


  Eines der Hauptziele beim Streben nach höheren Stufen war schon immer, die Kommunikation mit dem Computer — also das Problem, ihm zu sagen, was er tun soll — so natürlich wie möglich zu gestalten. Gewiß sind die Konstrukte der höheren Stufe der Compilersprache näher den Begriffen, in denen die Menschen natürlicherweise denken, als die Konstrukte beispielsweise der Maschinensprache. Aber bei dieser Suche nach bequemer Kommunikation ist ein Aspekt der „Natürlichkeit“ vollständig unter den Tisch gefallen, nämlich die Tatsache, daß zwischenmenschliche Kommunikation weit weniger starr begrenzt ist als Kommunikation zwischen Mensch und Maschine. Zum Beispiel erzeugen wir bei unserer Suche nach der besten Art, etwas auszudrücken oft sinnlose Satzfragmente; wir husten mitten in einem Satz; wir unterbrechen uns gegenseitig; wir gebrauchen mehrdeutige Beschreibungen und „unzulässige“ Syntax; wir prägen Phrasen und verzerren Bedeutungen, aber meistens erreicht die Botschaft doch ihr Ziel. Bei Programmiersprachen war es im allgemeinen die Regel, daß es eine sehr strikte Syntax gab, die zu jeder Zeit hundertprozentig einzuhalten war. Doppeldeutige Wörter und Konstruktionen gab es nicht. Interessanterweise ist das gedruckte Äquivalent des Hustens (d. h. ein unwesentlicher oder irrelevanter Kommentar) zulässig, aber nur, wenn er vorher durch ein Schlüsselwort (z. B. COMMENT = Kommentar) angekündigt und durch ein anderes Schlüsselwort (z. B. ein Semikolon) beendet wird. Diese kleine Geste zugunsten der Flexibilität hat ironischerweise ihre eigene kleine Falle: Wenn ein Semikolon (oder ein anderes für den Abschluß des Kommentars verwendete Wort) innerhalb eines Kommentars gebraucht wird und das Übersetzungsprogramm dieses Semikolon als Zeichen dafür interpretiert, daß der Kommentar zu Ende ist, dann wird's chaotisch.


  Wenn eine Prozedur namens EINSICHT definiert und dann siebzehnmal im Programm aufgerufen worden ist, und das achtzehnte Mal falsch als EINSIHCT buchstabiert wird, dann wehe dem Programmierer. Der Compiler wird stocken und eine starre, mitleidlose Fehlermeldung ausdrucken, da er noch nie von EINSIHCT gehört hat. Wenn ein solcher Fehler von einem Computer entdeckt worden ist, versucht der Compiler oft weiterzumachen, aber wegen seines Mangels an Einsicht hat er nicht begriffen, was der Programmierer gemeint hat. Er kann ja sehr wohl vermuten, daß etwas ganz anderes gemeint war, und aufgrund dieser irrtümlichen Annahme weitermachen. Dann wird eine lange Reihe von Fehlermeldungen das restliche Programm würzen, weil der Compiler — nicht der Programmierer — durcheinander geriet. Man stelle sich das Chaos vor, das entstünde, wenn ein Simultandolmetscher für Deutsch und Russisch eine französische Wendung im Deutschen hörte und nun begänne, den ganzen Rest des deutschen Textes als Französisch zu übersetzen. Compiler verlieren sich oft in so mitleiderregender Weise. C'est la vie.


  Vielleicht klingt das wie ein Verdammungsurteil für den Computer, aber so ist es nicht gemeint. In einem gewissen Sinn mußte es so kommen. Wenn man einen Augenblick darüber nachdenkt, wofür man denn Computer gebraucht, wird man feststellen, daß es sich um die Ausführung klarer und präziser Aufgaben handelt, die für den Menschen zu komplex sind. Wenn der Computer zuverlässig sein soll, dann ist es notwendig, daß er ohne die geringste Möglichkeit einer Doppeldeutigkeit versteht, was er tun soll. Auch ist es notwendig, daß er nicht mehr und nicht weniger tut, als ihm ausdrücklich befohlen wurde. Wenn der Programmierer irgendwo im Verborgenen ein Programm hat, dessen Zweck es ist, zu "erraten“, was der Programmierer wünscht oder meint, dann kann man sich sehr wohl vorstellen, daß der Programmierer seine Aufgabe mitzuteilen versucht und völlig mißverstanden wird. Es ist also wichtig, daß das Programm hoher Stufe zwar für den Menschen bequem, aber doch unzweideutig und präzise sein sollte.


  Den Programmierer überholen


  Nun ist es möglich, eine Programmiersprache — und ein Programm, das sie in tiefere Stufen übersetzt — zu entwerfen, die ein gewisses Maß an Ungenauigkeit gestattet. Man kann das so ausdrücken: Ein Übersetzer für solch eine Programmiersprache versucht, Dingen einen Sinn zu verleihen, die „außerhalb der Sprachregeln geschehen. Wenn aber eine Sprache gewisse „Überschreitungen“ zuläßt, dann sind es nicht mehr wirkliche Überschreitungen, weil ihnen ja die Regeln Einlaß gewährt haben. Wenn ein Programmierer sich dessen bewußt ist, daß er gewisse Arten von Orthographiefehlern machen kann, dann kann er diese Eigenschaft der Sprache mit Absicht benutzen im Bewußtsein, daß er in Wirklichkeit dem äußeren Anschein zum Trotz innerhalb der starren Regeln der Sprache operiert hat. In anderen Worten: wenn der Benutzer alle Möglichkeiten dieser Flexibilität kennt, die für seine Bequemlichkeit in den Übersetzer einprogrammiert sind, kennt er die Grenze, die er nicht überschreiten darf, und deshalb wird ihm der Übersetzer noch immer starr und unflexibel vorkommen, obgleich er ihm viel größere Freiheit gestattet als frühere Varianten der Sprache, die die „automatische Kompensation für menschliche Fehler“ nicht einschloß.


  Bei „Gummi“-Sprachen dieser Art gibt es offensichtlich zwei Möglichkeiten: 1) Dem Benutzer ist die eingebaute Flexibilität der Sprache und des Übersetzers bekannt, und 2) sie ist es nicht. Im ersten Fall läßt sich noch immer die Sprache für die genaue Übermittlung von Programmen verwenden, weil der Programmierer voraussagen kann, wie der Computer das Programm interpretieren wird, das er in dieser Sprache schreibt. Im zweiten Fall gibt es verborgene Eigenschaften, die Dinge tun mögen, die nicht voraussagbar sind (vom Standpunkt des Benutzers, der ja die Vorgänge im Inneren des Übersetzers nicht kennt). Das kann zu einer groben Fehlinterpretation des Programms führen, so daß also eine solche Sprache für die Zwecke untauglich ist, für die Computer wegen ihrer Geschwindigkeit und Zuverlässigkeit hauptsächlich Verwendung finden.


  Es gibt aber noch eine dritte Möglichkeit: 3) Dem Benutzer sind die eingebauten Flexibilitäten der Sprache und ihres Übersetzers bekannt, aber es gibt ihrer so viele und sie wirken in einer so komplexen Weise zusammen, daß sich nicht sagen läßt, wie sein Programm interpretiert werden wird. Das kann sehr wohl auf die Person zutreffen, die das Übersetzungsprogramm geschrieben hat; sicher kennt diese das Programm so gut wie sonst niemand — aber sie ist noch immer nicht in der Lage vorauszusagen, wie es auf eine bestimmte ungewöhnliche Konstruktion reagieren wird.


  Heute ist eines der Hauptgebiete der Erforschung der Artifiziellen Intelligenz das automatische Programmieren, das sich mit der Entwicklung von Sprachen noch höherer Stufe beschäftigt — Sprachen, deren Übersetzer so gewitzt sind, daß sie zumindest einige der folgenden beeindruckenden Dinge verrichten können: anhand von Beispielen verallgemeinern, gewisse Druck- und Grammatikfehler berichtigen, versuchen, den Sinn doppeldeutiger Beschreibungen zu verstehen, versuchen, die Absichten des Benutzers mit Hilfe eines primitiven Benutzermodells zu erraten, Fragen stellen, wenn Dinge unklar sind, die deutsche Sprache gebrauchen, usw. Dabei hofft man, auf dem Hochseil zwischen Verläßlichkeit und Flexibilität die Balance halten zu können.


  Fortschritte in AI sind Fortschritte der Sprache


  Es ist auffällig, wie eng die Verbindung zwischen Fortschritt in der Computerwissenschaft (im besonderen bei der Artifiziellen Intelligenz) und der Entwicklung neuer Sprachen ist. Im vergangenen Jahrzehnt hat sich ein deutlicher Trend abgezeichnet: neue Entdeckungen in neuen Sprachen zu konsolidieren. Ein Schlüssel zum Verständnis und zur Schaffung von Intelligenz liegt in der fortwährenden Weiterentwicklung und Verfeinerung der Sprachen, mit denen Prozesse der Symbolmanipulation beschrieben werden können. Heute gibt es wohl drei oder vier Dutzend Experimentalsprachen, die ausschließlich für AI-Forschung entwickelt wurden. Wichtig ist, zu erkennen, daß jedes in einer dieser Sprachen geschriebene Programm sich prinzipiell in Sprachen niedrigerer Stufe programmieren läßt, aber für einen Menschen bedürfte das einer außerordentlichen Anstrengung, und das so entstandene Programm wäre so lang, daß es die menschlichen Möglichkeiten überstiege. Es ist nicht so, daß jede höhere Stufe das Potential des Computers erweitert; sein volles Potential existiert bereits in seiner Sammlung von Befehlen in der Maschinensprache. Vielmehr weisen die neuen Begriffe in einer Sprache hoher Stufe ihrem ganzen Wesen nach auf neue Richtungen und Perspektiven hin.


  Der „Raum“ aller möglichen Programme ist so riesig, daß niemand gefühlsmäßig wird sagen können, was möglich ist. Jede Sprache höherer Stufe eignet sich natürlich dazu, gewisse Bereiche des „Programmierungsraums“ zu erforschen, und so wird der Programmierer, indem er sich dieser Sprache bedient, in diese Bereiche des „Programmierungsraums“ geschleust. Die Sprache zwingt ihn nicht, Programme eines bestimmten Typus zu schreiben, aber sie erleichtert es ihm, gewisse Dinge zu tun. Begriffsnähe und ein sanfter Schubs — das ist oft alles, was für eine bedeutende Entdeckung nötig ist — und das ist der Grund für den Drang nach Sprachen immer höherer Stufe.


  Programmieren in verschiedenen Sprachen ist wie Komponieren in verschiedenen Tonarten, besonders wenn man an der Tastatur arbeitet. Wenn man Stücke in ver-
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  Abb. 59. Zur Erzeugung von intelligenten Programmen muß man eine Reihe von Hardware- und Software-Ebenen aufbauen, so daß einem die Langeweile erspart bleibt alles nur auf der untersten Ebene zu sehen. Beschreibungen eines Vorgangs auf verschiedenen Ebenen werden sich sehr verschieden anhören, wobei nur die oberste genügend geballt ist, um für uns verständlich zu sein. [Nach: P H. Winston, Artificial Intelligence, Reading, Mass. 1977]


  schiedenen Tonarten kennengelernt oder geschrieben hat, hat jede einzelne Tonart ihre eigene, besondere emotionale Aura. Auch schmiegen sich gewisse Figurationen in eine Tonart, sind aber in einer anderen unhandlich. Die Wahl der Tonart schleust einen in eine bestimmte Richtung. In gewisser Weise vermitteln sogar enharmonische Tonarten, wie etwa Cis und Des ein ganz anderes Gefühl. Das läßt erkennen, daß ein Notationssystem eine wichtige Rolle bei der Ausarbeitung des „Endprodukts“ spielen kann.


  Ein „stratifiziertes“ Bild von AI zeigt Abb. 59, mit Maschinenbestandteilen, wie etwa Transistoren zuunterst und „intelligenten Programmen“ zuoberst. Die Abbildung ist dem Buch Artificial Intelligence von Patrick Henry Winston entnommen und gibt das Bild wieder, das heute fast allen Forschern auf dem Gebiet der AI gemeinsam ist. Obgleich ich damit einverstanden bin, daß AI auf diese Weise stratifiziert werden muß, glaube ich nicht, daß mit so wenig Schichten intelligente Programme erzeugt werden können. Zwischen der Stufe der Maschinensprache und dem Niveau, auf dem wirkliche Intelligenz erreicht ist, liegen nach meiner Überzeugung vielleicht noch einmal ein Dutzend (oder mehrere Dutzend!) Schichten, wobei jede neue Schicht auf den darunter liegenden aufbaut und deren Flexibilität steigert. Wie sie aussehen werden, das können wir uns heute kaum träumen lassen ...


  Der Paranoiker und das Betriebssystem


  Die Ähnlichkeit aller Stufen in einem Computersystem kann zu seltsamen Erfahrungen mit gemischten Stufen führen. Ich schaute einmal zwei Freunden zu, beide Anfänger im Computerwesen, die an einem Terminal mit dem Programm „PARRY“ spielten. PARRY ist ein berüchtigtes Programm, das auf äußerst rudimentäre Weise einen Paranoiker simuliert, indem es konservierte Phrasen auf Englisch ausspeit, die aus einem großen Repertoire ausgewählt wurden; seine Plausibilität beruht auf seiner Fähigkeit, zu entscheiden, welche seiner abgedroschenen Phrasen als Antworten vernünftig klingen könnten, wenn von menschlicher Hand Texte eingetippt worden waren.


  Ab einem gewissen Zeitpunkt wurden die Reaktionen sehr schleppend. PARRY brauchte sehr lang für seine Antworten — und ich erklärte meinen Freunden, das rühre vermutlich von der großen Überlastung des Time-sharing-Systems her. Ich sagte ihnen, sie könnten feststellen, wieviele Benutzer angeschlossen waren, indem sie eine besondere Kontroll-Taste drückten, die unmittelbar zum Betriebssystem gehe, und die PARRY nicht sähe. Einer meiner Freunde drückte die Kontroll-Taste. Blitzartig überlagerten gewisse interne Daten über den Zustand des Betriebssystems PARRYs Worte auf dem Bildschirm. PARRY wußte nichts davon: Es ist ein Programm mit „Kenntnis“ lediglich von Pferderennen und Buchmachern — und nicht von Betriebssystemen und Terminals und besonderen Kontrolltasten. Für meine Freunde jedoch waren PARRY und das Betriebssystem einfach „der Computer“, ein geheimnisvolles, weit entferntes, amorphes Wesen, das ihnen antwortete, wenn sie etwas eintippten. Und so war es für die beiden sehr sinnvoll, daß einer fröhlich — auf Englisch — tippte: „Warum überschreiben Sie das, was auf dem Schirm steht?“ Die Vorstellung, daß PARRY nichts von dem Betriebssystem wissen konnte, unter dem es lief, war meinen Freunden nicht klar. Die Vorstellung, daß „du“ alles über „dich“ weißt, ist uns von unserem täglichen Umgang mit Menschen so vertraut, daß es natürlich war, sie auf den Computer auszudehnen schließlich war er ja intelligent genug, sich mit ihnen auf Englisch zu „unterhalten“. Ihre Frage war ungefähr so, wie wenn jemand fragte: „Warum produzierst du heute so wenig rote Blutkörperchen?“ Der Mensch weiß nichts von dieser Stufe, der „Betriebssystem-Stufe“ seines Körpers.


  Die Hauptursache dieser Verwirrung zwischen den Stufen war die, daß die Kommunikation mit allen Stufen des Computers auf einem einzigen Bildschirm an einem einzigen Terminal stattfand. Obgleich die Naivität meiner Freunde ziemlich extrem war, machen selbst erfahrene Computer-Fachleute oft ähnliche Fehler, wenn mehrere verschiedene Stufen eines komplexen Systems alle gleichzeitig auf demselben Schirm erscheinen. Sie vergessen, mit „wem“ sie reden, und tippen etwas ein, das auf dieser Stufe sinnlos ist, auch wenn es auf einer anderen sinnvoll gewesen wäre. Deshalb könnte es wünschenswert sein, das System selber die Stufen voneinander unterscheiden zu lassen — d. h. Befehle so zu interpretieren, wie sie „sinnvoll“ sind. Leider würde eine solche Interpretation voraussetzen, daß das System mit reichlich gesundem Menschenverstand gesegnet wäre und außerdem über vollkommenes Wissen von der Absicht des Programmierers verfügte — und beides würde mehr Artifizielle Intelligenz erfordern, als es zur Zeit gibt.


  Die Grenze zwischen Software und Hardware


  Auch die Flexibilität auf gewissen Stufen und die Starrheit auf anderen kann verwirren. Zum Beispiel gibt es auf einigen Computern wunderbare Textverarbeitungssysteme, die es gestatten, Textstücke von einem Seitenformat in ein anderes „umzugießen“, praktisch so, wie man Flüssigkeiten von einem Gefäß in ein anderes gießen kann. Eine schmale Seite kann zu einer breiten werden und umgekehrt. Angesichts einer solchen Vielseitigkeit wäre zu erwarten, daß es gleichermaßen trivial wäre, von einer Schriftart zur anderen überzugehen — zum Beispiel von normal zu kursiv. Doch ist vielleicht auf dem Schirm nur eine einzige Schrift verfügbar, so daß solche Änderungen unmöglich sind. Oder die Änderung kann auf dem Bildschirm möglich sein, nicht aber mit dem Ausdruckgerät — oder umgekehrt. Nach langjährigem Umgang mit Computern wird man vielleicht verwöhnt und glaubt, alles müsse programmierbar sein: Kein Ausdruckgerät sollte so starr sein, daß sie nur einen Schrifttyp besitzt oder vielleicht bloß eine endliche Menge davon. Die Schrift sollte vom Benutzer spezifiziert werden können. Wenn aber dieser Grad von Flexibilität erreicht ist, dann kann man sich vielleicht darüber ärgern, daß die Maschine nicht in verschiedenen Farben drucken kann, oder daß sie nicht Papier jeglicher Form und Größe aufnehmen kann, oder daß sie sich nicht selber reparieren kann, wenn sie defekt ist ...


  Die Schwierigkeit liegt darin, daß all diese Flexibilität „auslaufen“ muß, um einen Ausdruck aus Kapitel V zu verwenden. Es muß eine Hardware-Stufe geben, die allem zugrunde liegt, und die ist starr. Sie kann tief verborgen sein, auf den darüberliegenden Stufen kann soviel Flexibilität vorhanden sein, daß nur wenige Benutzer die Beschränkung durch die Hardware spüren — aber sie ist unvermeidlicherweise vorhanden.


  Was ist denn diese sprichwörtliche Unterscheidung zwischen Software und Hardware? Es ist die zwischen Programm und Maschine — zwischen langen, komplizierten Befehlsfolgen und den physischen Maschinen, die sie ausführen. Ich stelle mir Software gern vor als „alles, was man über Telefonleitungen befördern könnte“, und Hardware als „alles andere“. Ein Klavier ist Hardware, aber eine gedruckte Partitur ist Software. Ein Telefonapparat ist Hardware, die Telefonnummer Software. Die Unterscheidung ist nützlich, aber nicht immer so eindeutig.


  Auch wir Menschen haben „Software"- und „Hardware"-Aspekte, und die Unterscheidung ist für uns ganz natürlich. Wir sind an die Starrheit unserer physiologischen Voraussetzungen gewöhnt: die Tatsache, daß wir unsere Krankheiten nicht nach Belieben selbst heilen oder uns Haare verschiedener Farbe wachsen lassen können — um nur ein paar einfache Beispiele zu nennen. Wir können jedoch unser Gehirn „umprogrammieren“, so daß wir in einem neuen Bezugsrahmen operieren. Die erstaunliche Flexibilität unseres Geistes scheint beinahe unvereinbar mit der Vorstellung, daß unser Gehirn aus festgelegter Hardware besteht, die nicht umprogrammiert werden kann. Wir können nicht bewirken, daß unsere Neuronen schneller oder langsamer feuern. Wir können unser Gehirn nicht neu verdrahten, wir können das Innere eines Neurons nicht umkonstruieren; wir haben, was die Hardware betrifft, keinerlei Wahl — und doch können wir Kontrolle über unser Denken ausüben.


  Aber offensichtlich gibt es Aspekte des Denkens, die sich unserer Kontrolle entziehen. Wir können uns nicht durch einen Willensakt klüger machen; wir können eine neue Sprache nicht so schnell lernen, wie wir es gerne täten; wir können uns nicht dazu bringen, schneller zu denken; wir können nicht gleichzeitig verschiedene Dinge denken usw. Das ist eine Art Urwissen von uns selbst, so selbstverständlich, daß es schwerfällt, es überhaupt zu sehen. Es ist, wie wenn man sich bewußt ist, daß die Luft „da“ ist. Wir nehmen uns selten die Mühe, darüber nachzudenken, was diesen „Defekt“ in unserem Geist verursacht haben könnte: nämlich die Organisationsstruktur unseres Gehirns. Eines der Hauptziele dieses Buches ist es, die Software des Geistes mit der Hardware des Hirns in Einklang zu bringen.


  Zwischenstufen und das Wetter


  Wir haben gesehen, daß es in Computersystemen eine Anzahl ziemlich scharf definierter Schichten gibt, auf denen sich in der jeweils zutreffenden Weise eine Operation eines laufenden Programms beschreiben läßt. Es gibt also nicht bloß eine einzige tiefe Stufe und eine einzige hohe Stufe; es gibt alle Schattierungen von Höhen und Tiefen. Ist die Existenz von Zwischenstufen eine allgemeine Eigenschaft von Systemen mit niedrigen und hohen Stufen? Man betrachte zum Beispiel das System, dessen „Hardware“ die Erdatmosphäre ist (nicht sehr hart, aber lassen wir das), und dessen „Software“ das Wetter ist. Die Bewegungen aller Moleküle gleichzeitig zu verfolgen, wäre ein Versuch auf sehr niedriger Stufe, das Wetter zu „verstehen“, ähnlich wie wenn man ein riesiges, kompliziertes Programm auf der maschinensprachlichen Stufe betrachtet. Offensichtlich übersteigt dies das menschliche Denkvermögen bei weitem. Wir haben indessen noch immer unsere eigene, spezifisch menschliche Art und Weise, Wetterphänomene zu betrachten und zu beschreiben. Unsere „geballte“ Sicht des Wetters beruht auf Phänomenen sehr hoher Stufe, wie etwa Regen, Nebel, Schnee, Orkane, Kältefronten, Jahreszeiten, Luftdruck, Passatwinde, Höhenströmungen, Cumulus-Nimbuswolken, Gewitter, Inversionslagen usw. An all diesen Phänomenen sind Moleküle in astronomischer Zahl beteiligt, die irgendwie zusammenwirken, so daß sich Trends in großem Maßstab ergeben. Das ist ein bißchen so, als betrachte man das Wetter in einer Compilersprache.


  Gibt es etwas Analoges zu der Betrachtung des Wetters auf einer mittleren Stufe, etwa der Assemblersprache? Gibt es zum Beispiel sehr kleine lokale „Mini-Stürme“, etwa wie die kleinen Windhosen, die den Staub in einer sich drehenden Säule von höchstens zwei oder drei Metern Durchmesser hochwehen? Ist ein örtlicher Windstoß eine Ballung auf der Zwischenstufe, die bei der Erzeugung von Wetterphänomenen auf höherer Stufe eine Rolle spielt? Oder gibt es einfach keine praktische Methode, unser Wissen über Phänomene dieser Art zu verknüpfen, um eine umfassende Erklärung des Wetters zu erhalten?


  Zwei andere Fragen fallen mir hierbei ein. Die erste lautet: „Wäre es möglich, daß die Wetterphänomene, die wir auf unserer Skala wahrnehmen — ein Wirbelsturm, eine Dürreperiode — bloß Phänomene einer Zwischenstufe sind: Teile von größeren, langsameren Phänomenen?“ Wenn ja, dann wären die wirklichen Wetterphänomene, auf hoher Stufe, global, und ihre Zeitskala wäre geologisch. Die Eiszeit wäre ein Wetterphänomen hoher Stufe. Die zweite Frage lautet: „Gibt es Wetterphänomene der mittleren Stufe, die bisher dem menschlichen Wahrnehmungsvermögen entgangen sind, die aber, nähme man sie wahr, zu besserem Verständnis beitrügen, warum das Wetter so ist, wie es ist?“


  Von Wirbelstürmen zu Quarks


  Dieser letzte Gedanke erscheint vielleicht phantastisch, aber er ist durchaus nicht weit hergeholt. Wir brauchen nur die „härteste“ aller „harten“ Wissenschaften, die Physik, zu betrachten, um Beispiele von Systemen zu finden, die man vermittels aufeinander einwirkender „Teilchen“ erklärt, die selber unsichtbar sind. In der Physik wie in jeder anderen Disziplin besteht ein System aus einer Gruppe wechselwirkender Teile. In den meisten uns bekannten Systemen behalten die Teile während der Wechselwirkung ihre Identität, so daß wir noch immer die Teile innerhalb des Systems sehen. Wenn z. B. eine Fußballmannschaft zusammenkommt, bleiben die einzelnen Spieler isoliert; sie verschmelzen nicht zu einer zusammengesetzten Einheit, in der ihre Individualität verlorengeht. Indessen — und das ist wichtig — laufen gewisse Prozesse in ihren Gehirnen ab, die der Team-Zusammenhang verursacht hat und die ohne ihn nicht abliefen, so daß in einer, wenn auch untergeordneten, Weise die Mitspieler ihre Identität verändern, wenn sie Teil eines größeren Systems, der Mannschaft, werden. Systeme dieser Art heißen beinahe zerlegbare Systeme. (Der Ausdruck stammt aus H. A. Simons „The Architecture of Complexity“, s. sein Buch The Sciences of the Artificial , Cambridge, Mass. 1969.) Ein solches System besteht aus schwach wechselwirkenden Modulen, von denen jeder seine eigene private Identität während der Wechselwirkung beibehält, aber zum gemeinschaftlichen Verhalten des ganzen Systems dadurch etwas beiträgt, daß er sich gegenüber dem Zustand, den er außerhalb des Systems hätte, ein wenig verändert. Die Systeme die der Physiker erforscht, sind im allgemeinen dieser Art. Man sieht zum Beispiel, daß ein Atom aus einem Kern besteht, dessen positive Ladung eine Anzahl von Elektronen in „Umlaufbahnen“ oder „Hüllen“ einfängt. Die „gebundenen“ Elektronen sind den freien sehr ähnlich, obgleich sie einen Bestandteil eines zusammengesetzten Objekts darstellen.


  Gewisse von den Physikern erforschte Systeme bilden einen Gegensatz zu dem verhältnismäßig unkomplizierten Atom. Solche Systeme bringen überaus heftige Wechselwirkungen mit sich, als deren Folge Teile des größeren Systems verschluckt werden und ihre Individualität teilweise oder gänzlich einbüßen. Ein Beispiel dafür ist der Atomkern, der gewöhnlich als „Ansammlung von Protonen und Neutronen“ beschrieben wird. Doch sind die Kräfte, mit denen sich die Einzelteile anziehen, dermaßen stark, daß die Bestandteile nicht annähernd in so etwas wie ihrer „freien“ Form überleben (der Form, die sie besitzen, wenn sie sich außerhalb des Kerns befinden). Und in der Tat verhält sich ein Atomkern in vielerlei Hinsicht eher wie ein einziges Partikel als wie eine Ansammlung wechselwirkender Teilchen. Wenn ein Kern gespalten wird, werden oft Protonen und Neutronen freigesetzt, aber es entstehen im allgemeinen auch andere Teilchen wie Pi-Mesonen und Gammastrahlen. Sind alle diese Teilchen im Kern physisch enthalten, bevor er sich spaltet, oder sind es einfach „Funken“, die bei der Kernspaltung davonfliegen? Vielleicht ist der Versuch eine solche Frage zu beantworten, gar nicht sinnvoll. Auf der Stufe der Teilchenphysik betrachtet, ist der Unterschied zwischen der Speicherung der Fähigkeit, „Funken“ zu schlagen, und der Speicherung tatsächlicher Subpartikel gar nicht so klar.


  Ein Kern ist somit ein System, dessen „Teile“, obgleich als interne Bestandteile nicht sichtbar, herausgeholt und sichtbar gemacht werden können. Indessen gibt es auch „pathologischere“ Fälle, so wenn man das Proton und das Neutron selber als System betrachtet. Für beide hat man die Hypothese aufgestellt, daß sie aus einem Trio von „Quarks“ bestehen — hypothetische Teilchen, die zu zweit oder zu dritt kombiniert werden können, um viele fundamentale Teilchen zu erzeugen. Indessen ist die Wechselwirkung von Quarks so stark, daß man sie innerhalb der Protonen und Neutronen nicht nur nicht feststellen kann, sondern sie nicht einmal aus diesen herausholen kann! Obgleich die Quarks uns helfen, gewisse theoretische Eigenschaften von Neutronen und Protonen zu verstehen, läßt sich ihre eigene Existenz vielleicht niemals unabhängig feststellen. Hier haben wir das Gegenstück zu einem „beinahe zerlegbaren System“ — es ist ein System, das, wenn überhaupt, „beinahe unzerlegbar“ ist. Merkwürdig ist aber doch, daß die Quarktheorie der Protonen und Neutronen (und anderer Teilchen) erhebliche explanative Kraft besitzt, indem viele experimentelle Befunde über Teilchen, die aus Quarks zusammengesetzt sein sollen, quantitativ unter Verwendung des „Quarkmodells“ erklärt werden können.


  Supraleitfähigkeit: eine „Paradoxie“ der Renormalisierung


  In Kapitel V haben wir beschrieben, wie renormalisierte Teilchen durch rekursiv zusammengesetzte Wechselwirkung mit virtuellen Teilchen auftreten. Ein renormalisiertes Teilchen kann entweder als ein solches komplexes mathematisches Konstrukt oder aber als der einfache Klumpen, der er physikalisch ist, aufgefaßt werden. Eine der seltsamsten und dramatischsten Konsequenzen dieser Art von Teilchenbeschreibung ist die Erklärung, die sie für das berühmte Phänomen der Supraleitfähigkeit liefert: dem ungehemmten Fluß von Elektronen in gewissen Festkörpern bei extrem niedrigen Temperaturen.


  Es zeigt sich, daß Elektronen in festen Körpern renormalisiert werden durch ihre Wechselwirkung mit seltsamen Schwingungsquanten, die man Phononen nennt (die ihrerseits ebenfalls renormalisiert sind!). Diese renormalisierten Elektronen nennt man Polaronen. Berechnungen haben gezeigt, daß bei sehr niedrigen Temperaturen zwei im gegensätzlichen Sinn drehende Polaronen sich allmählich anziehen und sich sogar auf eine gewisse Weise aneinander binden. Unter den richtigen Bedingungen werden alle diese stromführenden Polaronen sich paarweise verbinden und sogenannte Cooper-Paare bilden. Ironischerweise entsteht diese Paarung genau deswegen, weil Elektronen — die nackten Kerne der gepaarten Polarone — sich gegenseitig elektrisch abstoßen. Im Gegensatz zu den Elektronen fühlt sich jedes Cooper-Paar von einem anderen Cooper-Paar weder abgestoßen noch angezogen, und infolgedessen kann es auch ungehindert durch ein Metall fließen, als wäre dieses ein Vakuum. Wenn man die mathematische Beschreibung eines solchen Metalls von einer, deren Grundeinheiten Polaronen sind, in eine umwandelt, deren Grundeinheiten Cooper-Paare sind, erhält man einen wesentlich vereinfachten Satz von Gleichungen. Diese mathematische Einfachheit sagt dem Physiker, daß „Ballen“ in Cooper-Paaren die natürliche Art und Weise ist, die Supraleitfähigkeit zu betrachten.


  Hier haben wir verschiedene Stufen von Teilchen: das Cooper-Paar selbst, die zwei in entgegengesetztem Sinn rotierenden Polaronen, aus denen es sich zusammensetzt, die Elektronen und Phononen, die Polarone bilden, und dann innerhalb der Elektronen die virtuellen Photonen und Positronen usw. usw. Wir können auf jede Stufe blicken und dort Phänomene wahrnehmen, die ihre Erklärung im Verständnis der darunterliegenden Stufen finden.


  „Versiegeln“


  In ähnlicher Weise, und glücklicherweise, braucht man nicht alles über Quarks zu wissen, um vieles von den Teilchen zu verstehen, die sie bilden können. So kann also ein Kernphysiker mit Theorien über die Kerne weiterarbeiten, die auf Protonen und Neutronen beruhen, und Quark-Theorien und ihre Rivalen ignorieren. Der Kernphysiker hat eine geballte Vorstellung von Protonen und Neutronen — eine Beschreibung, die sich von Theorien auf tieferer Stufe ableitet, aber das Verständnis von Theorien auf tieferer Stufe nicht voraussetzt. Genauso hat ein Atomphysiker eine geballte Vorstellung von Atomkernen, die sich aus der Nukleartheorie ableitet. Ein Chemiker sodann hat eine geballte Vorstellung von Elektronen und ihren Umlaufbahnen und konstruiert Theorien über kleine Moleküle, Theorien, die in ihrer geballten Fassung der Molekularbiologe übernehmen kann, der eine intuitive Vorstellung davon hat, wie kleine Moleküle zusammenhängen, dessen Spezialwissen aber das Gebiet extrem großer Moleküle und ihrer Wechselwirkung umfaßt. Der Zellbiologe hat eine geballte Vorstellung von den Gebilden, über die der Molekularbiologe nachdenkt, und versucht, sie zur Erklärung der Wechselwirkung von Zellen zu verwenden. Das Prinzip ist klar. Jede Stufe ist in einem gewissen Sinn gegen die darunterliegenden „versiegelt“. Dies ist wieder einer von Simons anschaulichen Ausdrücken. Er erinnert an die Konstruktion eines Unterseeboots aus einzelnen Kammern: Wenn ein Teil beschädigt ist und Wasser eindringt, kann so eine Ausbreitung des Schadens verhindert werden. Man „versiegelt“ die Schotten und damit die beschädigte Kammer gegen die anstoßenden.


  Obgleich zwischen den hierarchischen Stufen der Wissenschaft immer etwas „durchsickert“, ein gewisser Austausch besteht, so daß ein Chemiker es sich nicht leisten kann, die Physik niedrigerer Stufe, oder ein Biologe, die Chemie völlig unbeachtet zu lassen, gibt es von einer Stufe zu einer weiter entfernten so gut wie keinen Austausch. Das ist der Grund, warum man andere Menschen intuitiv verstehen kann, ohne notwendigerweise das Quarkmodell, den Aufbau des Atomkerns, das Wesen elektronischer Umlaufbahnen, die chemische Bindung, den Aufbau der Proteine, die Organellen in einer Zelle, die Methoden interzellulärer Kommunkation, die Physiologie der verschiedenen Organe im menschlichen Körper oder die komplexe Wechselwirkung zwischen den Organen zu kennen. Alles, was man benötigt, ist ein geballtes Modell dessen, was auf der höchsten Stufe geschieht, und wie wir alle wissen, sind solche Modelle sehr wirklichkeitsgetreu und erfolgreich.


  Zwischen Ballungen und Determinismus wählen


  Ein geballtes Modell hat jedoch vielleicht eine bedeutsame negative Eigenschaft: Ihm fehlt Fähigkeit, genaue Voraussagen zu machen. Das heißt, wir ersparen uns durch den Gebrauch geballter Modelle die unmögliche Aufgabe, Menschen als eine Ansammlung von Quarks (oder was immer die unterste Stufe sein mag) aufzufassen; aber solche Modelle liefern uns natürlich nur Vermutungen darüber, wie andere Menschen fühlen, wie sie auf das reagieren, was wir sagen oder tun usw. Kurz gesagt: Wir opfern bei der Verwendung von geballten Modellen hoher Stufe den Determinismus der Einfachheit.


  Auch wenn wir nicht sicher sind, wie die Menschen auf einen Witz reagieren werden, werden wir ihn in der Erwartung erzählen, daß sie etwas tun werden wie lachen, oder nicht lachen — anstatt, sagen wir, die nächste Fahnenstange hinaufzuklettern. (Zenmeister könnten sehr wohl das letztere tun!) Ein geballtes Modell definiert einen „Raum“, in den das Verhalten fallen sollte, und gibt Wahrscheinlichkeitswerte dafür an, in welchen Teil dieses Raums es fällt.


  „Computer können nur das tun, was wir ihnen

  zu befehlen wissen“


  Diese Gedanken können nun sowohl auf Computerprogramme wie auf zusammengesetzte physikalische Systeme angewandt werden. Eine alte Binsenweisheit sagt: „Computer können nur das tun, was man ihnen aufträgt.“ Das stimmt in einem gewissen Sinn, aber das Wesentliche trifft es nicht. Man kennt die Folgen des Befehls an den Computer nicht; deshalb kann sein Verhalten verblüffend und überraschend und unvorhersagbar sein, wie das eines Menschen. Man weiß gewöhnlich im voraus, in welchen Raum der Output fallen wird, aber die Einzelheiten der Stelle, auf die er fällt, kennt man nicht. Man könnte zum Beispiel ein Programm schreiben, das π auf eine Million Stellen berechnet. Das Programm speit sie viel schneller aus, als der Mensch es kann; aber an der Tatsache, daß der Computer den Programmierer hinter sich läßt, ist nichts Paradoxes. Man kennt von vornherein den Bereich, in den der Output zu liegen kommen wird, nämlich den Bereich der Ziffern zwischen 0 und 9, und das bedeutet, daß man es mit einem geballten Verhaltensmodell des Programms zu tun hat; hätte man aber den Rest gekannt, so hätte man das Programm nicht geschrieben.


  Noch in einem anderen Sinn ist die oben genannte Weisheit etwas in die Binsen gegangen. Das hängt mit der Tatsache zusammen, daß man in dem Maße, in dem man in Sprachen immer höherer Stufe programmiert, immer weniger genau weiß, was man dem Computer befohlen hat! Schichten um Schichten von Übersetzungen können das „vordere Ende“ eines komplexen Systems von den tatsächlichen Befehlen in der Maschinensprache trennen. Auf der Stufe, auf der man denkt und programmiert, ähneln die Aufgaben vielleicht eher Erklärungen und Vorschlägen als Befehlen oder Vorschriften. Und das ganze innere Grollen, das durch den Input einer Aussage auf hoher Stufe ausgelöst wird, ist im allgemeinen unsichtbar, genau so wie einem beim Genuß eines Butterbrots das Bewußtsein des Verdauungsprozesses, den es auslöst, erspart bleibt.


  Auf jeden Fall: diese Vorstellung, ein Computer könne nur das tun, was „wir ihm zu befehlen wissen“, die zum ersten Mal Lady Lovelace in ihrer berühmten Denkschrift formuliert hat, ist so weit verbreitet, und so eng mit der Vorstellung „Computer können nicht denken“ verknüpft, daß wir in einem späteren Kapitel, wenn unser Geist für solche Dinge geschärft ist, darauf zurückkommen werden.


  Zweierlei Systeme


  Es gibt zwei Typen von aus vielen Teilen zusammengesetzten Systemen, die sich in bedeutender Hinsicht unterscheiden. Da sind einerseits die Systeme, bei denen das Verhalten gewisser Teile dahin tendiert, das Verhalten anderer Teile aufzuheben. Daraus ergibt sich, daß es nicht allzu wichtig ist, was auf den tieferen Stufen geschieht, weil auf höherer Stufe fast alles sich ähnlich verhält. Ein Beispiel für ein System dieser Art ist ein mit Gas gefülltes Gefäß, in dem alle Moleküle auf sehr komplizierte mikroskopische Weise gegeneinander stoßen und prallen, aber insgesamt, vom makroskopischen Standpunkt aus gesehen, ist dies ein sehr ruhiges, „stabiles“ System mit einer gewissen Temperatur, einem gewissen Volumen und einem gewissen Druck. Sodann gibt es Systeme, in denen die Wirkung eines einzigen Ereignisses auf tiefer Stufe sich zu enormen Konsequenzen auf hoher Stufe vergrößert. Ein solches System ist ein Flipper, bei dem der genaue Winkel, unter dem eine Kugel jeden „Bumper“ trifft, für die Bestimmung ihres weiteren Wegs nach unten entscheidend ist.


  Ein Computer ist eine ausgeklügelte Kombination dieser zwei Systemtypen. Er enthält Bestandteile wie zum Beispiel Drähte, deren Verhalten mit großer Sicherheit vorausgesagt werden kann: Sie leiten Elektrizität gemäß dem Ohmschen Gesetz, einem sehr genauen, geballten Gesetz ähnlich dem, nach dem sich Gase in einem Gefäß verhalten, da es auf statistischen Effekten beruht, bei denen Milliarden von Zufallstreffern sich gegenseitig aufheben und damit ein voraussagbares Totalverhalten ergeben. Ein Computer enthält aber auch makroskopische Teileinheiten, wie zum Beispiel einen Drucker, dessen Verhalten durch schwierige Muster elektrischer Ströme vollständig determiniert ist. Was der Drucker ausdruckt, wird keineswegs von einer Myriade sich gegenseitig aufhebender mikroskopischer Effekte bestimmt. Bei den meisten Computerprogrammen spielt der Wert jedes einzelnen Bits im Programm eine kritische Rolle für den ausgedruckten Output. Würde irgendein Bit verändert, würde sich der Output ebenfalls drastisch verändern.


  Systeme, die nur aus „zuverlässigen“ Teilsystemen zusammengesetzt sind — das heißt solchen, deren Verhalten auf Grund geballter Beschreibungen zuverlässig vorausgesagt werden kann — spielen in unserem täglichen Leben eine ungeheuer wichtige Rolle, denn sie sind die Stützpfeiler der Stabilität. Wir können uns darauf verlassen, daß Mauern nicht einstürzen, daß die Wege dorthin gehen, wohin sie gestern gegangen sind, daß die Sonne scheint, daß die Uhren die richtige Zeit angeben usw. Geballte Modelle solcher Systeme sind eigentlich vollständig deterministisch. Natürlich ist die andere Art von Systemen, die in unserem Leben eine große Rolle spielt, diejenige, die sich auf unterschiedliche Weise verhält, die auf gewissen inneren, mikroskopischen Parametern beruht — oft zudem einer sehr großen Anzahl —, die wir nicht unmittelbar beobachten können. Unser geballtes Modell eines solchen Systems kann sich notwendigerweise nur auf den „Raum“ der Operation beziehen und bedingt probabilistische Schätzungen, in welchem Teilbereich man landet.


  Ein Gasbehälter, der, wie ich betont habe, ein zuverlässiges System ist, gehorcht infolge von zahlreichen Aufhebungseffekten genau determinierten physikalischen Gesetzen. Solche Gesetze sind geballt, da sie mit dem Gas als ganzem zu tun haben und seine Einzelbestandteile außer acht lassen. Außerdem bedienen sich die mikroskopische und die makroskopische Beschreibung eines Gases ganz verschiedener Ausdrücke. Die erste bedingt die Spezifikation der Lage und der Geschwindigkeit jedes einzelnen Teilmoleküls; die zweite bedingt lediglich die Spezifizierung von drei neuen Quantitäten: Temperatur, Druck, und Volumen, von denen die beiden ersten nicht einmal mikroskopische Entsprechungen besitzen. Die einfache mathematische Beziehung zwischen diesen drei Parametern — pV = cT, wobei c eine Konstante ist — ist ein Gesetz, das von den Phänomenen niedrigerer Stufe abhängt, aber auch von ihnen unabhängig ist. Weniger paradox gesagt: Dieses Gesetz läßt sich von den Gesetzen, die auf der molekularen Ebene herrschen, ableiten; in diesem Sinn ist es von der niedrigeren Stufe abhängig. Anderseits ist es ein Gesetz, das gestattet, die tiefere Stufe vollständig zu ignorieren, wenn man es wünscht. In diesem Sinn ist es von der niedrigeren Stufe unabhängig.


  Es ist wichtig, einzusehen, daß das Gesetz höherer Stufe sich im Vokabular der Beschreibung tieferer Stufe nicht ausdrücken läßt. „Druck“ und „Temperatur“ sind neue Ausdrücke, die die Erfahrung mit der tieferen Stufe allein nicht vermitteln kann. Wir Menschen nehmen Temperatur und Druck direkt wahr; so sind wir eben gebaut, und deshalb ist es nicht erstaunlich, daß wir dieses Gesetz gefunden haben. Wesen, die Gase lediglich als theoretische mathematische Konstrukte kennen würden, müßten die Fähigkeit besitzen, neue Begriffe synthetisch herzustellen, wenn sie diese Gesetze entdecken wollten.


  Epiphänomene


  Zum Abschluß dieses Kapitels möchte ich eine Geschichte über ein komplexes System erzählen. Ich unterhielt mich eines Tages mit zwei System-Programmierern des Computers, an dem ich arbeitete. Sie sprachen davon, daß sein Betriebssystem bis zu fünfunddreißig Benutzer mit größter Leichtigkeit verkraften könne, aber bei etwa fünfunddreißig Benutzern schoß die Antwortzeit plötzlich in die Höhe, und die Reaktionen wurden so langsam, daß man gerade so gut nach Hause gehen und bis später warten könnte. Ich sagte scherzend: „Nun, das läßt sich leicht ändern — man muß einfach die Stelle im Betriebssystem finden, wo die Zahl ,35' gespeichert ist, und sie in ,60' ändern.“ Alle lachten. Der Witz ist natürlich der, daß eine solche Stelle nicht existiert. Woher kommt aber dann die kritische Zahl — 35 Benutzer —? Die Antwort: Es handelt sich um eine sichtbare Folge der Gesamtorganisation des Systems — ein „Epiphänomen“.


  In ähnlicher Weise könnte man bei einem Kurzstreckenläufer fragen: „Wo ist die ,9,3' gespeichert, die ihn befähigt, hundert Yards gerade in 9,3 Sekunden zu laufen?“ Natürlich ist sie nirgends gespeichert. Die gelaufene Zeit ist das Resultat seines Körperbaus, seiner Reaktionszeit — einer Million Faktoren, die alle beim Laufen zusammenwirken. Die Zeit ist leicht reproduzierbar, sie ist aber nicht irgendwo in seinem Körper gespeichert. Sie ist über alle Zellen des Körpers verteilt und zeigt sich erst im Akt des Laufens selbst.


  Epiphänomene gibt es in Hülle und Fülle. Im Go-Spiel gibt es die Eigenheit, daß „zwei Augen leben“. Das ist nicht in die Regeln eingebaut, sondern eine Folge der Regeln. Im menschlichen Gehirn gibt es Leichtgläubigkeit. Wie leichtgläubig sind wir? Ist die Leichtgläubigkeit in einem „Leichtgläubigkeits-Zentrum“ im Gehirn lokalisiert? Könnte ein Neurochirurg eingreifen und eine komplizierte Operation durchführen, um die Leichtgläubigkeit zu verringern, sonst aber nichts verändern? Wer das glaubt, ist ziemlich leichtgläubig und sollte eine solche Operation vielleicht ins Auge fassen.


  Geist — Gehirn


  In den folgenden Kapiteln werden wir über das Gehirn sprechen, werden wir prüfen, ob die oberste Schicht des Gehirns — der Geist — zu verstehen ist, auch wenn man nicht die tieferen Stufen versteht, von denen er sowohl abhängt als auch nicht abhängt. Gibt es Denkgesetze, die gegen die niedrigen Gesetze ,,versiegelt“ sind und so die mikroskopische Aktivität der Gehirnzellen bestimmen? Kann der Geist vom Gehirn „abgerahmt“ und in andere Systeme verpflanzt werden? Oder ist es unmöglich, Denkvorgänge in säuberliche modulare Teilsysteme zu zerlegen? Ist das Gehirn eher einem Atom ähnlich, einem renormalisierten Elektron, einem Atomkern, einem Neutron oder einem Quark? Ist Bewußtsein ein Epiphänomen? Muß man, um den Geist zu verstehen, ganz hinunter bis auf die Stufe der Nervenzellen gehen?


  ... emsige Fuge


  ... dann fallen die vier Stimmen der Fuge, eine nach der anderen, ein.)


  Achilles: Ich weiß, Sie werden mir nicht glauben, aber die Antwort auf die Frage starrt uns allen ins Gesicht. Sie ist im Bild versteckt. Es ist einfach ein Wort, aber was für ein wichtiges: MU!


  CCarl Krebs: Ich weiß, Sie werden mir nicht glauben, aber die Antwort auf die Frage starrt uns allen ins Gesicht. Sie ist im Bild versteckt. Es ist einfach ein Wort, aber was für ein wichtiges: HOLISMUS!


  Achilles: Augenblick mal! Sie haben ja Halluzinationen. Es ist sonnenklar, daß die Botschaft dieses Bildes MU ist und nicht Holismus.


  Krebs: Verzeihen Sie, aber meine Augen sind noch sehr gut. Schauen Sie bitte noch einmal hin, und dann sagen Sie, ob das Bild nicht das sagt, was ich sagte, daß es sagt.


  Ameisenbär: Ich weiß, Sie werden mir nicht glauben, aber die Antwort auf die Frage starrt uns allen ins Gesicht. Sie ist im Bild versteckt. Es ist einfach ein Wort, aber was für ein wichtiges: REDUKTIONISMUS!


  Krebs: Augenblick mal: Sie haben ja Halluzinationen. Es ist sonnenklar, daß die Botschaft dieses Bildes HOLISMUS ist und nicht REDUKTIONISMUS!


  Achilles: Wieder einer, der in die Irre geht: Weder HOLISMUS noch REDUKTIONISMUS, sondern MU ist die Botschaft dieses Bildes, das steht fest.


  Ameisenbär: Verzeihen Sie, aber meine Augen sind noch sehr klar. Schauen Sie bitte noch einmal hin, und dann sehen Sie, ob das Bild nicht das sagt, was ich sagte, daß es sagt.


  Achilles: Sehen Sie denn nicht, daß das Bild aus zwei Teilen zusammengesetzt ist, und daß jedes einen einzigen Buchstaben bildet?


  Krebs: Sie haben recht, was die beiden Teile betrifft, aber unrecht in ihrer Identifikation. Das Stück links ist von drei Kopien des einen Wortes HOLISMUS zusammengesetzt, und das Stück rechts besteht aus vielen Kopien in kleineren Buchstaben des gleichen Wortes. Warum die Buchstaben in den beiden Teilen verschieden groß sind, weiß ich nicht, aber ich weiß, was ich sehe, und was ich sehe, ist HOLISMUS, sonnenklar. Wie Sie etwas anderes sehen können, verstehe ich nicht.


  Ameisenbär: Sie haben recht, was die zwei Teile betrifft, aber unrecht mit ihrer Identifikation. Das Stück links ist aus vielen Kopien des einen Wortes REDUKTIONISMUS zusammengesetzt, und das Stück rechts besteht aus einer einzigen Kopie in großen Buchstaben desselben Wortes. Warum die Buchstaben in beiden Teilen verschieden groß sind, weiß ich nicht, aber ich weiß, was ich sehe, und was ich sehe ist REDUKTIONISMUS, sonnenklar. Wie Sie etwas anderes sehen können, verstehe ich nicht.


  


  [image: Abb. 60.]


  Abb. 60. [Zeichnung Günther Bosch, nach einer Vorlage des Autors.]


  Achilles: Ich weiß, was hier los ist. Jeder von Ihnen hat Buchstaben gesehen, die andere Buchstaben darstellen, oder aus anderen Buchstaben zusammengesetzt sind. Im linken Teilstück gibt es in der Tat drei „HOLISMUS“, aber jeder ist aus kleineren Kopien des Wortes „REDUKTIONISMUS“ zusammengesetzt. Und in Ergänzung dazu ist im Teilstück rechter Hand ein „REDUKTIONISMUS“, aber er ist zusammengesetzt aus kleinen Kopien des Wortes „HOLISMUS“. Nun, das ist alles schön und recht, aber vor lauter dummem Zanken haben Sie beide den Wald vor lauter Bäumen nicht gesehen. Was nützt es denn darüber zu streiten, ob „HOLISMUS“ oder „REDUKTIONISMUS“ richtig ist, wenn doch der richtige Weg zum Verständnis darin besteht, die Frage zu transzendieren, indem man „MU“ antwortet?


  Krebs: Ich sehe nun das Bild, wie Sie es beschrieben haben, Achilles, aber ich habe keine Ahnung, was Sie mit dem seltsamen Ausdruck „die Frage transzendieren“ meinen.


  Ameisenbär: Ich sehe nun das Bild, wie Sie es beschrieben haben, Achilles, aber ich habe keine Ahnung, was Sie mit dem seltsamen Ausdruck „MU“ meinen.


  Achilles: Ich werde Ihnen beiden gerne den Gefallen tun, wenn Sie zuerst so freundlich sind, mir zu sagen, was diese seltsamen Ausdrücke „HOLISMUS“ und „REDUKTIONISMUS“ bedeuten.


  Krebs: Nichts ist so leicht zu begreifen wie „HOLISMUS“. Es ist einfach der Glaube, daß „das Ganze größer ist als die Summe seiner Teile“. Keiner, der recht darüber nachdenkt, könnte Holismus verwerfen.


  Ameisenbär: Nichts ist so leicht zu begreifen wie „REDUKTIONISMUS“. Es ist einfach der Glaube, daß „ein Ganzes vollständig begriffen werden kann, wenn man seine Teile und die Natur ihrer ‚Summe' versteht“. Keine, die link darüber nachdenkt, könnte Reduktionismus verwerfen.


  Krebs: Ich verwerfe den Reduktionismus. Ich fordere Sie heraus, mir zum Beispiel zu sagen, wie man das Gehirn reduktionistisch verstehen kann. Jegliche reduktionistische Erklärung eines Gehirns würde bei weitem nicht ausreichen, zu erklären, woher das vom Gehirn erfahrene Bewußtsein kommt.


  Ameisenbär: Ich verwerfe den Holismus. Ich fordere Sie heraus, mir zum Beispiel zu sagen, wie eine holistische Beschreibung einer Ameisenkolonie mehr Licht auf diese wirft, als es eine Beschreibung der sie bewohnenden Ameisen, ihrer Rollen und ihrer gegenseitigen Beziehungen tut. Jegliche holistische Erklärung einer Ameisenkolonie wird bei weitem nicht ausreichen, zu erklären, woher das von einer Ameisenkolonie erfahrene Bewußtsein kommt.


  Achilles: Oh nein! Nichts lag mir so fern, als eine neue Auseinandersetzung vom Zaun zu brechen. Auf jeden Fall begreife ich jetzt den Streit, und glaube, daß meine Erklärung von „MU“ äußerst hilfreich sein wird. Sehen Sie, „Mu“ ist eine alte Zen-Antwort, die, wenn sie auf eine Frage gegeben wird, die Frage „unfragt“. Hier ist doch wohl die Frage die: „Sollte man die Welt mit Hilfe von Holismus oder Reduktionismus verstehen?“ Und die Antwort „MU“ lehnt die Voraussetzungen der Frage ab, nämlich daß das eine oder das andere gewählt werden muß. Indem man die Frage unfragt, offenbart sie eine umfassendere Wahrheit: daß es einen größeren Zusammenhang gibt, in den sowohl die holistische wie die reduktionistische Erklärung paßt.


  Ameisenbär: Absurd! Ihr „MU“ ist so albern wie das Muh einer Kuh. Ich will mit diesem ganzen Zen-Wischiwaschi nichts zu tun haben.


  Krebs: Lächerlich! Ihr „MU“ ist so albern wie das Miau einer Katze. Ich will mit diesem ganzen Zen-Waschiwischi nichts zu tun haben.


  Achilles: Oh weh! Damit kommen wir nirgends hin. Warum sind Sie so seltsam still geblieben, Herr Schildkröte? Das ist mir unbehaglich. Sicher können Sie uns doch helfen, diesen Schlamassel zu entwirren.


  Schildkröte: Ich weiß, Sie werden mir nicht glauben, aber die Antwort auf die Frage starrt uns allen ins Gesicht. Sie ist im Bild versteckt. Es ist einfach ein Wort, aber was für ein wichtiges: „MU“!


  (In dem Augenblick, in dem er das sagt, fällt die vierte Stimme der gerade laufenden Fuge ein, genau eine Oktave unter der ersten Stimme.)


  Achilles: Oh Herr S., diesmal haben Sie mich aber enttäuscht. Ich war sicher, daß Sie, die Sie immer so tief in die Dinge hineinsehen, fähig wären, dies Dilemma zu klären — aber anscheinend haben Sie auch nicht weiter gesehen als ich. Nun, ich sollte wohl zufrieden sein, daß ich wenigstens dieses eine Mal so weit wie Herr Schildkröte gesehen habe.


  Schildkröte: Verzeihen Sie, aber meine Augen sind noch sehr scharf. Schauen Sie bitte noch einmal hin, und dann sagen Sie, ob das Bild nicht das sagt, was ich sagte, daß es sagt.


  Achilles: Aber natürlich tut es das! Sie haben einfach meine eigene ursprüngliche Bemerkung wiederholt.


  Schildkröte: Vielleicht existiert „MU“ in diesem Bild auf einer tieferen Stufe, als Sie glauben, Achilles — eine Oktave tiefer (bildhaft gesprochen). Aber im Augenblick bezweifle ich, ob wir die Meinungsverschiedenheit abstrakt beilegen können. Ich möchte, daß man mir sowohl den holistischen als auch den reduktionistischen Gesichtspunkt etwas ausführlicher darlegt, dann haben wir eine bessere Entscheidungsgrundlage. Ich hätte zum Beispiel sehr gerne eine reduktionistische Beschreibung einer Ameisenkolonie.


  Krebs: Vielleicht erzählt Ihnen Herr Dr. Ameisenbär etwas von seinen diesbezüglichen Erfahrungen. Schließlich ist er von Berufs wegen ein Fachmann in diesem Bereich.


  Schildkröte: Ich bin sicher, daß ich viel von Ihnen lernen kann, Dr. Ameisenbär. Könnten Sie uns mehr über Ameisenkolonien berichten — von einem reduktionistischen Standpunkt aus?


  Ameisenbär: Gern. Wie Herr Krebs erwähnte, habe ich durch meinen Beruf ein sehr tiefes Verständnis der Ameisenkolonien erlangt.


  Achilles: Das glaube ich gern! Der Beruf eines Ameisenbären ist doch wohl synonym damit, daß man ein Fachmann für Ameisenkolonien ist!


  Ameisenbär: Verzeihen Sie! ,,Ameisenbär“ ist nicht mein Beruf, es ist meine Spezies. Von Beruf bin ich ein Koloniechirurg. Ich bin auf die Heilung nervöser Störungen der Kolonie mittels chirurgischer Eingriffe spezialisiert.


  Achilles: Ah, ich verstehe. Aber was meinen Sie mit „nervösen Störungen“ in einer Ameisenkolonie?


  Ameisenbär: Die meisten meiner Klienten leiden an einer Art Sprachstörung. Wissen Sie, Kolonien, die in alltäglichen Situationen nach Wörtern suchen müssen. Das kann recht tragisch sein. Ich versuche, Abhilfe zu schaffen, indem ich den schadhaften Teil der Kolonie — äh — entferne. Diese Eingriffe sind manchmal sehr kompliziert, und natürlich braucht es jahrelanges Studium, bis man sie ausführen kann.


  Achilles: Aber ist es nicht so, daß man sprechen können muß, bevor man unter Sprachstörungen leiden kann?


  Ameisenbär: Richtig.


  Achilles: Da Ameisenkolonien diese Fähigkeit nicht besitzen, bin ich ein bißchen konfus.


  Krebs: Zu schade, Achilles, daß Sie nicht letzte Woche hier waren, als Dr. Ameisenbär und Tante Colonia meine Hausgäste waren. Ich hätte daran denken sollen, Sie einzuladen.


  Achilles: Ist Tante Colonia Ihre Tante, Herr Krebs?


  Krebs: Oh nein, sie ist eigentlich niemandes Tante.


  Ameisenbär: Aber die gute alte Frau besteht darauf, daß jedermann sie so nennen solle, sogar Fremde. Einfach eine ihrer vielen liebenswürdigen Marotten.


  Krebs: Ja, Tante Colonia ist recht exzentrisch, aber so ein fröhliches Gemüt. Es ist wirklich schade, daß Sie letzte Woche nicht hier waren, um sie kennenzulernen.


  Ameisenbär: Sie ist sicher eine der gebildetsten Ameisenkolonien, die zu kennen ich jemals das Vergnügen hatte. Wir zwei verbrachten so manchen langen Abend mit Gesprächen über eine Unzahl von Themen.


  Achilles: Ich dachte, Ameisenbären seien Vertilger von Ameisen, nicht Förderer von Kolonialfragen.


  Ameisenbär: Nun, diese beiden Dinge vertragen sich schon miteinander. Ich stehe mit Ameisenkolonien auf sehr gutem Fuß. Fressen tue ich nur AMEISEN und nicht Kolonien; und das ist für beide Teile gut, für mich und die Kolonie.


  Achilles: Wie ist es möglich, daß ...


  Schildkröte: Wie ist es möglich, daß ...


  Achilles: ... es einer Kolonie gut tut, wenn man ihre Ameisen verzehrt?


  Krebs: Wie ist es möglich, daß ...


  Schildkröte: ... es einem Wald gut tut, wenn ein Waldbrand wütet?


  Ameisenbär: Wie ist es möglich, daß ...


  Krebs: ... es einem Baum gut tun kann, wenn seine Äste gestutzt werden?


  Ameisenbär: ... ein Haarschnitt Achilles gut tun kann?


  Schildkröte: Sie standen wohl zu sehr im Bann Ihrer Diskussion, um das schöne Stretto zu beachten, das soeben in der Bach-Fuge vorkam.


  Achilles: Was ist ein Stretto?


  Schildkröte: Oh, Verzeihung. Ich dachte, Sie würden diesen Ausdruck kennen. Beim Stretto fällt ein Thema wiederholt in einer Stimme nach der andern ein — mit sehr wenig Zelt zwischen den Einsätzen.


  Achilles: Wenn ich mir genug Fugen anhöre, werde ich das alles bald selber wissen und selber bemerken, ohne daß man mich darauf hinweist.


  Schildkröte: Entschuldigung, meine Freunde. Es tut mir leid, daß ich Sie unterbrach. Dr. Ameisenbär versuchte uns zu erklären, wie der Verzehr von Ameisen völlig im Einklang damit steht, daß man ein Freund der Ameisenkolonie ist.


  Achilles: Nun, ich kann ungefähr begreifen, wie es möglich sein könnte, daß ein beschränktes und geregeltes Maß an Ameisenverzehr den allgemeinen Gesundheitsstand der Kolonie verbessern könnte — was mich aber weit mehr verblüfft ist dieses Gerede, daß man sich mit Ameisenkolonien unterhalten könnte. Das ist unmöglich. Eine Ameisenkolonie ist einfach eine Menge von einzelnen Ameisen, die auf der Suche nach Nahrung herumrennen und sich ein Nest machen.


  Ameisenbär: Man könnte es so ausdrücken, wenn man sich darauf versteifen wollte, die Bäume zu sehen, nicht aber den Wald, Achilles. Ameisenkolonien, als Ganzes gesehen, sind sehr wohldefinierte Einheiten, mit ihren eigenen Eigenschaften, zu denen manchmal die Beherrschung der Sprache zählt.


  Achilles: Ich kann mir nur schwer vorstellen, daß ich inmitten eines Waldes rufe und höre, daß eine Ameisenkolonie mir antwortet.


  Ameisenbär: Dummer Kerl! So geht das alles nicht vor sich. Ameisenkolonien kommunizieren nicht laut, sondern schriftlich. Sie wissen, wie Ameisen Pfade anlegen, die sie hierhin und dorthin führen?


  Achilles: Oh ja, gewöhnlich mitten durch den Küchenspülstein und in meine Pfirsichmarmelade.


  Ameisenbär: Gewisse Pfade enthalten nun Information in codierter Form. Wenn man das System kennt, kann man das, was sie sagen, wie ein Buch lesen.


  Achilles: Bemerkenswert! Und kann man mit ihnen zurückkommunizieren?


  Ameisenbär: Ohne jede Schwierigkeit. Auf diese Weise unterhalten sich Tante Colonia und ich stundenlang. Ich nehme einen Stock und zeichne Pfade in den feuchten Erdboden und beobachte, wie die Ameisen meinem Pfad folgen. Plötzlich bildet sich irgendwo ein neuer Pfad. Es macht mir großes Vergnügen, zu beobachten, wie sich die Pfade entwickeln. Während sie sich bilden, stelle ich mir vor, wie sie wohl weiter gehen werden (und ich habe öfter unrecht als recht). Wenn der Pfad fertig ist, weiß ich, was Tante Colonia denkt, und ich meinerseits antworte darauf.


  Achilles: Ich muß schon sagen, da müssen aber erstaunlich helle Ameisen in dieser Kolonie sein.


  Ameisenbär: Ich glaube, Sie haben noch immer gewisse Schwierigkeiten, was die verschiedenen Stufen hier anbelangt. Genauso wie Sie nie einen einzelnen Baum mit einem Wald verwechseln würden, so dürfen Sie hier nicht eine Ameise als Kolonie auffassen. Sehen Sie, alle Ameisen in Tante Colonia sind so stumpfsinnig wie nur möglich. Sie könnten sich nicht unterhalten, und wenn man ihnen an den Thorax ginge.


  Achilles: Gut, woher kommt denn dann die Fähigkeit sich zu unterhalten? Sie muß irgendwo innerhalb der Kolonie lokalisiert sein! Ich verstehe nicht, wie alle Ameisen unintelligent sein können, wenn Tante Colonia Sie viele Stunden lang mit geistreichen Späßen unterhalten kann.


  Schildkröte: Ich glaube, daß sich die Dinge ähnlich verhalten, wie bei der Zusammensetzung des menschlichen Gehirns aus Neuronen. Gewiß würde niemand darauf bestehen, daß einzelne Hirnzellen intelligente Wesen sein müssen, um die Tatsache zu erklären, daß ein Mensch eine intelligente Unterhaltung führen kann.


  Achilles: Oh nein, natürlich nicht. Was Hirnzellen anbelangt, so sehe ich das vollkommen ein. Nur liegt bei Ameisen des Pudels Kern woanders. Ich meine, Ameisen schweifen ganz nach Belieben, wie sie wollen, völlig planlos umher und stoßen da und dort auf einen kleinen Brocken Nahrung ... Sie sind frei, das zu tun, was sie tun wollen, und bei dieser Freiheit sehe ich durchaus nicht ein, wie ihr Verhalten als ganzes zu etwas Zusammenhängendem werden kann — besonders etwas so Zusammenhängendem wie das zur Konversation nötige Verhalten des Gehirns.


  Krebs: Mir scheint, daß die Ameisen nur innerhalb gewisser Beschränkungen frei sind. Zum Beispiel haben sie die Freiheit, herumzuwandern, sich zu berühren, kleine Gegenstände aufzuheben, an Pfaden zu arbeiten, usw. Sie verlassen aber niemals die kleine Welt, das Ameisen-System, in dem sie sich befinden. Es würde ihnen nie einfallen, weil sie nicht die geistigen Fähigkeiten haben, sich derartiges vorzustellen. So sind die Ameisen sehr zuverlässige Komponenten in dem Sinn, daß man sich darauf verlassen kann, daß sie bestimmte Aufgaben in bestimmter Weise ausführen.


  Achilles: Aber dennoch sind sie innerhalb dieser Grenzen noch frei, und sie handeln planlos, und sie rennen zusammenhanglos herum, ohne sich um die Denkprozesse von Wesen höherer Stufe zu kümmern, von denen sie, wie Herr Dr. Ameisenbär behauptet, lediglich Komponententeile sind.


  Ameisenbär: Ah, aber etwas haben Sie nicht erkannt, Achilles: die statistische Regelmäßigkeit.


  Achilles: Wie das?


  Ameisenbär: Zum Beispiel: obgleich die Ameisen als Individuen auf eine Art und Weise herumstreifen, die rein zufällig scheint, gibt es darunter allgemeine, aus diesem Chaos auftauchende Trends, die große Mengen von Ameisen betreffen.


  Achilles: Oh, ich begreife. Tatsächlich sind Ameisenpfade ein vollkommenes Beispiel für ein solches Phänomen. Da hat man eine wirklich nicht voraussagbare Bewegung einer einzelnen Ameise und doch scheint der Pfad sehr wohl definiert und stabil zu sein. Das muß doch sicher bedeuten, daß die einzelnen Ameisen nicht völlig planlos umherrennen.


  Ameisenbär: Genau, Achilles. Unter den Ameisen gibt es ein gewisses Maß an Kommunikation, gerade genug, um sie an völlig planlosem Herumwandern zu hindern. Vermöge dieser Minimalkommunikation können sie sich gegenseitig daran erinnern, daß sie nicht allein sind, sondern mit Teamkollegen zusammenarbeiten. Es bedarf einer großen Anzahl von Ameisen, die sich alle gegenseitig auf diese Weise verstärken, um eine Tätigkeit — zum Beispiel die Anlage von Pfaden beliebig lang aufrechtzuerhalten. Nun macht mich mein sehr verschwommenes Verständnis der Gehirnfunktionen glauben, daß etwas Ähnliches für die Erregung von Neuronen gilt. Stimmt es nicht, Herr Krebs, daß eine Gruppe von Neuronen erregt werden muß, damit ein anderes Neuron sich erregen wird?


  Krebs: Gewiß. Nehmen wir zum Beispiel die Neuronen in Achilles' Hirn. Jedes Neuron erhält Signale von Neuronen, die an seine Input-Kanäle angeschlossen sind, und wenn die Summe der Inputs zu einem gewissen Zeitpunkt eine kritische Schwelle übersteigt, dann wird dieses Neuron erregt und jagt seine eigenen Output-Impulse zu anderen Neuronen, die ihrerseits erregt werden können — und so geht es fort. Der Neuronen-Blitz stürzt sich unerbittlich in seine achilleische Bahn, in seltsameren Figuren als dem Fluge einer schnakenhungrigen Schwalbe; jede Wendung im voraus festgelegt durch die neurale Struktur in Achilles' Hirn, bis der Input von Sinneswahrnehmungen eingreift.


  Achilles: Normalerweise glaube ich, daß ICH mein Denken beherrsche — aber so, wie Sie es darstellen, kommt es gerade umgekehrt heraus. Es klingt, als ob „Ich“ einfach das bin, was sich aus dieser ganzen neuralen Struktur und den Naturgesetzen ergibt. Was ich als mein SELBST betrachte, wird so im besten Fall zum Nebenprodukt eines den Naturgesetzen unterworfenen Organismus und, im schlimmsten Fall, einem künstlichen, durch meine verzerrte Perspektive entstandenen Begriff. In anderen Worten: Sie machen, daß ich mir vorkomme, als wüßte ich nicht wer — oder was — ich bin, wenn ich überhaupt etwas bin.


  Schildkröte: Sie werden das später noch besser verstehen. Aber Herr Ameisenbär, wie stellen Sie sich zu diesen Ähnlichkeiten?


  Ameisenbär: Wußte ich doch, daß in den beiden verschiedenen Systemen etwas Paralleles vorgeht. Jetzt verstehe ich das viel besser. Anscheinend können die Gruppenphänomene, die Kohärenz besitzen — zum Beispiel die Anlage von Pfaden nur dann stattfinden, wenn eine gewisse Schwelle in der Anzahl der Ameisen erreicht ist. Wenn, vielleicht zufällig, ein paar Ameisen irgendwo eine Arbeit in Angriff nehmen, können zwei Dinge geschehen: Entweder wird sie nach einigen kurzen Fehlzündungen verpuffen -


  Achilles: Wenn nicht genügend Ameisen vorhanden sind, um die ganze Sache in Gang zu halten?


  Ameisenbär: Genau. Die andere Möglichkeit ist die, daß eine kritische Masse von Ameisen vorhanden ist, und dann wird daraus ein Schneeball, der mehr und mehr Ameisen aktiviert. Im letzteren Fall entsteht ein ganzes „Team“, das an einem einzigen Projekt arbeitet. Das Projekt könnte die Anlage von Wegen, das Sammeln von Nahrung oder das Betreuen des Nestes sein. Trotz der extremen Einfachheit dieser Vorhaben in kleinem Maßstab kann es sehr komplexe Folgen in einem größeren haben.


  Achilles: Ich kann die allgemeine Vorstellung begreifen, daß Ordnung aus dem Chaos entsteht, wie Sie es beschreiben, aber das ist immer noch weit entfernt von der Fähigkeit, Gespräche zu führen. Schließlich entsteht auch Ordnung aus dem Chaos, wenn Moleküle eines Gases zufällig zusammenstoßen, doch ist alles, was dabei herauskommt, eine amorphe Masse mit nur drei Parametern zu ihrer Charakterisierung: Volumen, Druck und Temperatur. Nun, von da ist es noch ein weiter Weg bis zur Fähigkeit, die Welt zu verstehen oder über sie zu sprechen!


  Ameisenbär: Das wirft ein Licht auf einen hochinteressanten Unterschied zwischen der Erklärung des Verhaltens einer Ameisenkolonie und des Verhaltens eines Gases in einem Gefäß. Man kann das Verhalten des Gases einfach dadurch erklären, daß man die statistischen Eigenschaften der Molekularbewegungen berechnet. Höhere Strukturelemente, als es die Moleküle sind, brauchen nicht diskutiert werden, ausgenommen das Gas selbst. Andererseits kann man die Tätigkeit einer Ameisenkolonie auch nicht nur entfernt verstehen, wenn man nicht durch verschiedene strukturelle Schichten hindurchgeht.


  Achilles: Ich begreife, was sie sagen wollen: Bei einem Gas bringt sie ein einziger Sprung von der tiefsten Stufe — den Molekülen — zu der höchsten, dem Gas. Dazwischen liegen keine Organisationsstufen. Wie aber entstehen Zwischenstufen organischer Tätigkeit in einer Ameisenkolonie?


  Ameisenbär: Das hängt mit der Existenz verschiedener Arten von Ameisen in jeder Kolonie zusammen.


  Achilles: Ja, ich glaube, das habe ich schon gehört. Man nennt sie „Kasten“, nicht wahr?


  Ameisenbär: Richtig. Abgesehen von der Königin gibt es männliche Ameisen, die aber praktisch nichts zur Brutpflege beitragen, und dann -


  Achilles: Und natürlich Soldaten. Glorreiche Kämpfer gegen den Kommunismus!


  Krebs: Hm ... Das wäre kaum das Wahre, Achilles. Eine Ameisenkolonie ist in ihrem Inneren ganz kommunistisch; warum also sollten die Soldaten gegen den Kommunismus kämpfen? Oder habe ich recht, Dr. Ameisenbär?


  Ameisenbär: Ja, was die Kolonien betrifft, haben Sie recht, Herr Krebs. Sie beruhen tatsächlich auf einigermaßen kommunistischen Grundsätzen. Was aber die Soldaten betrifft, so ist Achilles doch etwas naiv. Die sogenannten „Soldaten“ sind nämlich zum Kämpfen kaum geeignet. Es sind langsame, unbeholfene Ameisen mit Riesenköpfen, die mit ihren starken Kiefern schnappen können, aber glorifizieren kann man sie kaum. Wie in einem wirklich kommunistischen Staat sind es vielmehr die Arbeiter, die zu glorifizieren wären. Sie sind es, die die meisten Arbeiten verrichten — Nahrungssuche, Jagd, Brutbetreuung. Sie sind es sogar, die den größten Teil des Kämpfens auf sich nehmen.


  Achilles: Absurde Verhältnisse! Soldaten, die nicht kämpfen wollen!


  Ameisenbär: Nun, wie ich eben sagte, eigentlich sind es gar keine Soldaten. Die Arbeiter sind die Soldaten, die Soldaten sind einfach faule Dickköpfe.


  Achilles: Schändlich! Wenn ich eine Ameise wäre, ich würde schon Zucht und Ordnung in ihre Reihen bringen! Ich würde ihnen die Flausen aus ihren Dickköpfen schlagen!


  Schildkröte: Wenn Sie eine Ameise wären? Wie könnten Sie eine Ameise sein? Es gibt keine Methode, mit der man Ihr Gehirn auf ein Ameisengehirn abbilden könnte, und deshalb scheint es mir eine ziemlich unfruchtbare Frage. Vernünftiger wäre der Vorschlag, Ihr Gehirn auf eine Ameisenkolonie abzubilden ... Aber lassen wir uns nicht ablenken. Lassen wir Dr. Ameisenbär mit seiner äußerst erhellenden Beschreibung der Kasten und ihrer Rolle in den höheren Organisationsstufen fortfahren.


  Ameisenbär: Schön. Es gibt alle mögliche Aufgaben, die in einer Kolonie zu erledigen sind, und einzelne Ameisen spezialisieren sich. Im allgemeinen ändert sich dieSpezialisierung mit dem Alter der Ameise. Und natürlich hängt sie auch von der Kaste der Ameise ab. In einem kleinen Gebiet der Kolonie sind zu einem bestimmten Zeitpunkt Ameisen aller Typen da. Natürlich kann eine Kaste an einem Ort dünn gesät sein, an einem anderen aber sehr dicht.


  Krebs: Ist die Dichte einer gewissen Kaste, also die Spezialisierung einfach eine Zufallserscheinung? Oder gibt es einen Grund, warum Ameisen eines gewissen Typus in gewissen Gebieten stärker konzentriert sind und in andern weniger stark?


  Ameisenbär: Ich bin froh, daß Sie diese Frage aufwerfen, denn sie ist für das Verständnis, wie eine Kolonie denkt, von entscheidender Bedeutung. Über eine lange Zeit hinweg ergibt sich nämlich eine äußerst fein ausgewogene Verteilung der Kasten innerhalb der Kolonie. Und diese Verteilung verleiht der Kolonie die Komplexität, die der Fähigkeit zugrunde liegt, sich mit mir zu unterhalten.


  Achilles: Es sieht so aus, als ob das ständige Hin und Her der Ameisen die Möglichkeit einer sehr feinen ausgewogenen Verteilung vollständig ausschlösse. Jegliche Feinverteilung würde durch all die planlosen Bewegungen der Ameisen rasch zunichte gemacht, genauso wie eine feine Anordnung von Molekülen in einem Gas wegen der planlosen Bombardierung von allen Seiten nicht einen Augenblick bestehen könnte.


  Ameisenbär: In einer Ameisenkolonie ist die Lage gerade umgekehrt. Es ist nämlich gerade das ständige Her und Hin innerhalb der Kolonie, das die fein ausgewogene Verteilung der Kasten verschiedenen Situationen anpaßt. Als einzelnes, starres Muster kann die Kastenverteilung nicht bestehen bleiben; vielmehr muß sie sich ständig ändern, um so gewissermaßen die Situation in der Wirklichkeit wiederzuspiegeln, mit der die Kolonie zu tun hat, und es ist gerade die Bewegung innerhalb der Kolonie, die die Kastenverteilung auf den neuesten Stand bringt, um so immer den gegenwärtigen Umständen, mit denen die Kolonie konfrontiert ist, zu entsprechen.


  Schildkröte: Könnten Sie ein Beispiel geben?


  Ameisenbär: Gerne. Wenn ich, ein Ameisenbär, Tante Colonia besuchen komme, dann geraten all die dummen Ameisen, wenn sie meinen Geruch wittern, in Panik — was natürlich heißt, daß sie in ganz anderer Weise umherrennen, als bevor ich eintraf.


  Achilles: Das ist aber verständlich, da Sie der gefürchtete Feind der Kolonie sind.


  Ameisenbär: Oh nein, ich muß es noch einmal sagen: Ich bin keineswegs ein Feind der Kolonie, ich bin Tante Colonias Lieblingsgefährte. Und Tante Colonia ist meine Lieblingstante. All die einzelnen Ameisen in der Kolonie fürchten mich — aber das ist eine ganz andere Geschichte. Auf jeden Fall sehen Sie, daß die Handlungen, mit denen die Ameisen auf mein Kommen reagieren, ihre Verteilung im Innern des Baus völlig ändern.


  Achilles: Das ist klar.


  Ameisenbär: Und solche Dinge sind die Anpassung an die Umstände, von denen ich sprach. Die Neuverteilung reflektiert meine Anwesenheit. Man kann den Wechsel vom alten Zustand zum neuen als Gewinn eines „Stücks Wissen“ für die Kolonie beschreiben.


  Achilles: Wie können Sie die Verteilung verschiedener Ameisentypen innerhalb der Kolonie als „ein Stück Wissen“ bezeichnen?


  Ameisenbär: Nun, das ist der entscheidende Punkt. Wir müssen ihn etwas näher prüfen. Sehen Sie, es läuft darauf hinaus, wie man die Kastenverteilung beschreibt. Denkt man weiterhin vom Standpunkt der tieferen Stufe — der individuellen Ameise — aus, dann sieht man den Wald vor lauter Bäumen nicht. Es ist eine zu mikroskopische Stufe, und wer mikroskopisch denkt, übersieht unfehlbar gewisse Eigenheiten, die nur bei Anwendung eines großen Maßstabes zu erkennen sind. Man muß auf hoher Stufe den angemessenen Rahmen finden, innerhalb dessen man die Verteilung der Kasten beschreibt — nur dann hat die Feststellung einen Sinn, daß die Kastenverteilung viel Wissen codieren kann.


  Achilles: Nun, wie FINDET man dann Einheiten der richtigen Größe, um den gegenwärtigen Stand der Kolonie zu beschreiben?


  Ameisenbär: Gut. Fangen wir zuunterst an. Wenn Ameisen etwas tun müssen, bilden sie kleine „Teams“, die zur Erledigung einer Aufgabe zusammenbleiben. Wie ich früher erwähnte, formieren sich fortwährend kleine Gruppen von Ameisen und lösen sich wieder auf. Diejenigen, die eine Zeitlang existieren, bilden die Teams, und der Grund, warum sie nicht auseinanderfallen, ist der, daß es wirklich für alle etwas zu tun gibt.


  Achilles: Vorher sagten Sie, daß eine Gruppe zusammenbleibt, wenn ihre Größe einen gewissen Schwellenwert überschreitet. Jetzt sagen Sie, daß eine Gruppe zusammenbleibt, wenn sie etwas zu tun hat.


  Ameisenbär: Die beiden Aussagen sind gleichwertig. Wenn zum Beispiel bei der Nahrungssuche eine wandernde Ameise eine nicht weiter ins Gewicht fallende Menge von Nahrung entdeckt, und wenn sie dann versucht, ihre Begeisterung anderen Ameisen mitzuteilen, wird die Zahl der darauf reagierenden Ameisen der Nahrungsmenge proportional sein, und eine geringe Menge wird nicht genügend Ameisen anziehen, die Schwelle zu übersteigen. Das ist genau das, was ich meinte, wenn ich sagte, daß es nichts zu tun gibt — zu wenig Nahrung sollte ignoriert werden.


  Achilles: Ich verstehe. Ich nehme an, daß diese Teams“ eine der Strukturstufen bilden, die irgendwo zwischen der Stufe der einzelnen Ameisen und der der Kolonie liegt.


  Ameisenbär: Genau. Es gibt eine besondere Art von Team, die ich „Signal“ nenne, und alle höheren Strukturstufen beruhen auf Signalen. Tatsächlich sind alle höheren Einheiten Ansammlungen von Signalen, die gemeinsam handeln. Es gibt Teams höherer Stufe, deren Mitglieder nicht Ameisen, sondern Teams niedrigerer Stufe sind. Schließlich kommt man zu den Teams niedrigster Stufe, also den Signalen, und noch weiter unten zu den Ameisen.


  Achilles: Warum verdienen Signale so einen anschaulichen Namen?


  Ameisenbär: Das kommt von ihrer Funktion. Die Signale bewirken den Transport von unterschiedlich spezialisierten Ameisen nach den richtigen Regionen der Kolonie. So lautet also die typische Geschichte eines Signals: Es entsteht, indem es die für das Überleben nötige Schwelle überschreitet, dann wandert es eine gewisse Strecke durch die Kolonie, und an einem bestimmten Punkt zerfällt es in seine individuellen Mitglieder und läßt sie allein.


  Achilles: Klingt wie eine Welle, die Seeigel und Tang von weit her bringt und sie auf dem Trockenen am Strand verstreut liegen läßt.


  Ameisenbär: In einem gewissen Sinne ist das analog, da das Team tatsächlich etwas ablagert, was es von weit her gebracht hat; während aber das Wasser der Welle ins Meer zurückrollt, gibt es im Falle des Signals keine entsprechende Trägersubstanz, da die Ameisen selbst es bilden.


  Schildkröte: Und ich nehme an, daß ein Signal seine Kohärenz gerade an irgend einem Punkt in der Kolonie verliert, wo Ameisen dieses Typs in erster Linie benötigt werden.


  Ameisenbär: Selbstverständlich.


  Achilles: Selbstverständlich? Für MICH ist es gar nicht offensichtlich, daß ein Signal immer gerade dorthin geht, wo es gebraucht wird. Und selbst wenn es in der richtigen Richtung geht, wie kann es sich ausrechnen, wo es zerfallen soll? Wie weiß es, daß es am Ziel angekommen ist?


  Ameisenbär: Das sind äußerst wichtige Dinge, weil sie eine Erklärung fordern, wie die Signale zweckgerichtetes Verhalten — oder was zweckgerichtetes Verhalten zu sein scheint — an den Tag legen können. Nach der Beschreibung wäre man geneigt, das Verhalten der Signale damit zu charakterisieren, daß es auf die Erfüllung eines Bedürfnisses gerichtet ist, und es „zweckgerichtet“ zu nennen. Man kann es aber auch anders betrachten.


  Achilles: Halt, Moment mal! Entweder IST das Verhalten zweckgerichtet, oder es ist es NICHT. Ich sehe nicht wie es beides sein kann.


  Ameisenbär: Lassen Sie mich meine Auffassung erklären, und schauen Sie dann, ob Sie einverstanden sind. Wenn ein Signal sich gebildet hat, ist es sich nicht bewußt, daß es in einer bestimmten Richtung losziehen soll. Hier spielt jedoch die fein ausgewogene Kastenverteilung eine entscheidende Rolle. Sie ist es, die die Bewegung der Signale durch die Kolonie bestimmt, und auch, wie lange ein Signal stabil bleiben wird und wo es sich „auflösen“ wird.


  Achilles: So hängt also alles von der Kastenverteilung ab?


  Ameisenbär: Richtig. Nehmen wir an, ein Signal bewege sich vorwärts. Dabei werden die Ameisen, aus denen es sich zusammensetzt, interagieren, und zwar entweder durch unmittelbaren Kontakt oder durch den Austausch von Gerüchen mit den Ameisen der Örtlichkeit, die es durchquert. Die Berührungen und der Geruchssinn liefern Informationen über dringliche örtliche Angelegenheiten, wie Nestbau, Brutpflege, usw. Das Signal bleibt nun solange zusammengeschweißt, als die örtlichen Bedürfnisse von dem verschieden sind, was es zu tun vermag; wenn es aber etwas beisteuern KANN, löst es sich auf und lädt ein neues Team verwendungsfähiger Ameisen auf dem Schauplatz ab. Verstehen Sie nun, wie die Kastenverteilung als allgemeiner Leitfaden für die Teams innerhalb der Kolonie wirkt?


  Achilles: Das sehe ich ein.


  Ameisenbär: Und verstehen Sie, wie die Auffassung uns zwingt, den Signalen keine Zweckgerichtetheit zuzusprechen?


  Achilles: Ich glaube ja. Ich fange nun tatsächlich an, die Dinge von zwei verschiedenen Standpunkten aus zu sehen. Vom Ameisengesichtspunkt aus hat das Signal KEINEN Zweck. Die gewöhnlichen Ameisen in einem Signal wandern einfach kreuz und quer durch die Kolonie, ohne irgendetwas Besonderes zu suchen, bis sie Lust haben anzuhalten. Ihre Kameraden sind im allgemeinen einverstanden, und in diesem Augenblick entlädt sich das Team, indem es auseinanderbricht, und läßt nur die einzelnen Mitglieder, aber nichts von ihrer Kohärenz zurück. Das bedarf keiner Planung, keiner Vorausschau; auch braucht die richtige Richtung nicht bestimmt zu werden. Aber vom Standpunkt der KOLONIE aus, hat das Team soeben auf eine Botschaft reagiert, die in der Sprache der Kastenverteilung verfaßt war. Aus dieser Perspektive sieht es sehr wohl wie zweckgerichtete Aktivität aus.


  Krebs: Was geschähe, wenn die Kastenverteilung völlig unregelmäßig wäre? Würden sich immer noch Signale bilden und wieder entbilden?


  Ameisenbär: Gewiß. Doch würde die Kolonie nicht lange bestehen, weil ihre Kastenverteilung dann bedeutungsleer wäre.


  Krebs: Genau das wollte ich auch betonen: Kolonien überleben, weil ihre Kastenverteilung eine Bedeutung hat, und diese Bedeutung ist ein holistischer Aspekt, der auf tieferen Stufen unsichtbar ist. Es läßt sich schlechter erklären, wenn man nicht die höheren Stufen mitberücksichtigt.


  Ameisenbär: Ich verstehe Ihren Standpunkt, aber ich glaube, daß Sie die Dinge zu eng sehen.


  Krebs: Wie meinen Sie?


  Ameisenbär: Ameisenkolonien waren Milliarden von Jahren den Härten der Evolution ausgesetzt. Einige Mechanismen wurden ausgelesen, die meisten nicht. Was dabei schließlich herauskam, war eine Anzahl von Mechanismen, die bewirken, daß die Ameisenkolonien so funktionieren, wie wir es beschrieben haben. Könnte man den ganzen Vorgang in einem Film sehen — der natürlich etwa eine Milliarde mal schneller abliefe als die Wirklichkeit — dann würde die Entstehung der verschiedenen Mechanismen als natürliche Reaktion auf Druck von außen erscheinen, so wie Blasen im kochenden Wasser natürliche Reaktionen auf eine äußere Wärmequelle sind. Ich glaube nicht, daß Sie in den Blasen im kochenden Wasser „Bedeutung“ und „Zweck“ sehen — oder doch?


  Krebs: Nein, aber ...


  Ameisenbär: Das ist nun MEIN Standpunkt. Gleichgültig wie groß eine Blase ist, sie verdankt ihre Existenz Vorgängen auf der Molekularstufe, und man braucht sich um „Gesetze höherer Stufen“ nicht zu kümmern. Dasselbe gilt für Ameisenkolonien und ihre Teams. Betrachtet man die Dinge aus der gewaltigen Perspektive der Evolution, kann man die ganze Kolonie jeglicher Bedeutung und jeglichen Zwecks entleeren. Sie werden zu überflüssigen Begriffen.


  Achilles: Warum, Dr. Ameisenbär, sagten Sie mir dann, Sie hätten mit Tante Colonia gesprochen? Jetzt klingt es so, als wollten Sie bestreiten, daß sie überhaupt sprechen und denken kann.


  Ameisenbär: Ich bin nicht widersprüchlich, Achilles. Sehen Sie, auch mir fällt es
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  Abb. 61. Erde, eine „Ameisen-Fuge“, von M. C. Escher (Holzschnitt, 1953).


  schwer, die Dinge in einem so gewaltigen zeitlichen Maßstab zu sehen, deshalb finde ich es viel einfacher, meinen Standpunkt zu wechseln. Wenn ich das tue, die Evolution außer acht lasse, die Dinge so ansehe, wie sie sich hier und jetzt darbieten, kehrt das teleologische Vokabular wieder: die BEDEUTUNG der Kastenverteilung und die ZWECKGERICHTETHEIT der Signale. Das geschieht nicht nur, wenn ich an Ameisenkolonien, sondern auch, wenn ich an mein eigenes Gehirn und an andere Gehirne denke. Mit einiger Anstrengung jedoch kann ich mich immer, wenn nötig, dieser Standpunkte erinnern und auch all diese Systeme jeder Bedeutung entleeren.


  Krebs: Die Evolution bewirkt gewisse Wunder. Man weiß nie, was für einen Trick sie als nächsten aus dem Ärmel schüttelt. Zum Beispiel würde es mich nicht im geringsten überraschen, wenn es theoretisch möglich wäre, daß zwei oder mehrere „Signale“ einander durchquerten, wobei kein Signal erkennen würde, daß das andere ebenfalls eines ist; jedes würde das andere so behandeln, als wäre es einfach ein Teil der Gesamtbevölkerung.


  Ameisenbär: Es ist nicht nur theoretisch möglich, sondern es geschieht fortwährend.


  Achilles: Hm ... Was für ein seltsames Bild beschwört das herauf! Ich kann mir Ameisen vorstellen, einige schwarz, andere weiß, die in vier verschiedene Richtungen gehen und dabei ein geordnetes Muster bilden, beinahe wie — wie


  Schildkröte: Eine Fuge vielleicht?


  Achilles: Jawohl, das ist es. Eine Ameisenfuge!


  Krebs: Ein interessantes Bild, Achilles. Übrigens läßt mich dieses ganze Gerede vom kochenden Wasser an Tee denken. Wer hätte gerne noch mehr?


  Achilles: Ich hätte gerne noch eine Tasse, Herr K.


  Krebs: Sehr gut.


  Achilles: Glauben Sie, daß man die verschiedenen „Stimmen“ einer solchen „Ameisenfuge“ voneinander trennen könnte? Ich weiß, wie schwer es mir fällt ...


  Schildkröte: Nicht für mich, danke.


  Achilles:... die einzelne Stimme ...


  Ameisenbär: Für mich auch, bitte, Herr Krebs ...


  Achilles: ... in einer musikalischen Fuge ...


  Ameisenbär: . . . wenn es nicht zuviel Mühe macht.


  Achilles: . wenn alle Stimmen ...


  Krebs: Durchaus nicht. Vier Tassen Tee ...


  Schildkröte: Drei!


  Achilles:... zugleich erklingen.


  Krebs: . . . kommt gleich!


  Ameisenbär: Das ist eine interessante Idee, Achilles. Aber daß jemand ein solches Bild überzeugend zeichnen könnte, ist unwahrscheinlich.


  Achilles: Pech!


  Schildkröte: Vielleicht könnten Sie das beantworten, Dr. Ameisenbär. Besteht ein Signal von seiner Entstehung bis zu seiner Auflösung immer aus der gleichen Gruppe von Ameisen?


  Ameisenbär: Nun, die Individuen in einem Signal lösen sich manchmal von der Gruppe und werden durch andere der gleichen Kaste ersetzt, wenn sich einige gerade in der Nähe befinden. In den meisten Fällen erreichen die Signale den Punkt ihrer Auflösung bar jeder Ameise, die in der ursprünglichen Formation vorhanden gewesen war.


  Krebs: Ich verstehe, warum die Signale ständig die Kastenverteilung in der Kolonie beeinflussen, und zwar als Reaktion auf die inneren Bedürfnisse der Kolonie — die ihrerseits die äußere Situation, in der sich die Kolonie befindet, reflektieren. Deshalb wird die Kastenverteilung — wie Sie sagten, Dr. Ameisenbär — ständig in einer Weise auf den Stand gebracht, der letzten Endes die Außenwelt reflektiert.


  Achilles: Wie aber steht es mit den Zwischenstufen der Struktur? Sie sagten, daß man sich die Kastenverteilung am besten nicht in Form von Ameisen oder Signalen vorstellt, sondern in Form von Teams, deren Mitglieder andere Teams sind usw., bis man zur Ameisenstufe gelangt. Und Sie sagten, das wäre der Schlüssel zum Verständnis der Tatsache, wie die Kastenverteilung als Codierung von Information über die Welt beschrieben werden konnte.


  Ameisenbär: Ja, auf all das komme ich gleich zu sprechen. Ich ziehe es vor, Teams genügend hoher Stufe als „Symbole“ zu bezeichnen. Aber achten Sie darauf, daß die Bedeutung dieses Worts von der gewöhnlichen in einigen wichtigen Punkten abweicht. Meine „Symbole“ sind AKTIVE TEILSYSTEME eines komplexen Systems, und diese setzen sich zusammen aus aktiven Teilsystemen tieferer Stufe ... Sie unterscheiden sich deshalb sehr stark von den PASSIVEN Symbolen, die sich außerhalb des Systems befinden, wie die Buchstaben des Alphabets oder musikalische Noten, die unbeweglich auf ein aktives System warten, das sie verarbeiten soll.


  Achilles: Oh, das ist ziemlich kompliziert, nicht wahr? Ich hatte keine Ahnung, daß Ameisenkolonien solch eine abstrakte Struktur haben.


  Ameisenbär: Ja, es ist wirklich bemerkenswert. Aber all diese Strukturschichten sind nötig, für die Speicherung der Art von Wissen, die es einem Organismus erlauben, in jedem vernünftigen Wortverstand „intelligent“ zu sein. Jedem System, das eine Sprache beherrscht, liegt im wesentlichen die gleiche Anzahl von Stufen zugrunde.


  Achilles: Verflixt und zugenäht. Moment mal. Wollen Sie damit andeuten, daß mein Gehirn im Grunde nichts anderes ist als eine hin und her rennende Horde von Ameisen?


  Ameisenbär: Kaum! Sie nehmen mich etwas zu buchstäblich. Die unterste Stufe kann völlig verschieden sein. Sicherlich sind die Gehirne von Ameisenbären nicht aus Ameisen zusammengesetzt. Wenn man aber im Gehirn ein oder zwei Stufen höher steigt, erreicht man eine Stufe, deren Elemente genaue Entsprechungen in anderen Systemen von gleicher Intelligenz haben — so etwa wie Ameisenkolonien.


  Schildkröte: Das ist der Grund, Achilles, warum der Gedanke vernünftig ist, Ihr Gehirn auf eine Ameisenkolonie, nicht aber bloß auf ein Ameisengehirn abzubilden.


  Achilles: Ich weiß das Kompliment zu schätzen. Aber wie läßt sich eine solche Abbildung durchführen? Zum Beispiel: was entspricht in meinem Gehirn den Teams tieferer Stufen, die man „Signale“ nennt?


  Ameisenbär: Oh, ich bin nur ein Dilettant, was Gehirne anbetrifft, und deshalb kann ich Ihnen die Abbildung nicht in all ihren glorreichen Einzelheiten darstellen. Aber — und Sie müssen mich korrigieren, Herr Krebs, wenn ich mich täusche ich möchte annehmen, daß die Parallele des Gehirns zum Signal einer Ameisenkolonie der Impuls eines Neurons ist; oder es ist vielleicht ein Vorgang in größerem Maßstab, wie z. B. ein Muster neuronaler Impulse.


  Krebs: Ich würde dem wohl beipflichten. Aber glauben Sie nicht auch, daß für die Zwecke unserer Diskussion es zwar wünschenswert, aber nicht entscheidend ist, die genaue Entsprechung zu umreißen? Die Hauptidee scheint mir die zu sein, daß solch eine Entsprechung tatsächlich existiert, auch wenn wir sie im Moment nicht genau zu definieren wissen. Ich möchte nur einen Punkt in Frage stellen, Dr. Ameisenbär, den Sie erwähnt haben, und der die Stufe betrifft, bei der angelangt man des Glaubens sein darf, daß die Entsprechung beginnt. Sie denken anscheinend, daß ein SIGNAL eine direkte Entsprechung in einem Gehirn haben könnte, während ich glaube, daß es eine solche Entsprechung wahrscheinlich erst auf der Stufe der AKTIVEN SYMBOLE und darüber geben muß.


  Ameisenbär: Ihre Interpretation, Herr Krebs, kann sehr wohl genauer sein als die meinige. Vielen Dank, daß Sie diese subtile Einzelheit ans Licht gebracht haben.


  Achilles: Was tut ein Symbol, das ein Signal nicht auch tun könnte?


  Ameisenbär: Die Dinge liegen ungefähr so wie beim Unterschied zwischen Wörtern und Buchstaben. Wörter, also bedeutungstragende Einheiten, sind aus Buchstaben zusammengesetzt, die als solche keine Bedeutung tragen. Das gibt eine gute Vorstellung vom Unterschied zwischen Symbolen und Signalen. Es ist wirklich eine nützliche Analogie, solange Sie sich erinnern, daß Wörter und Buchstaben PASSIV, Symbole und Signale aber AKTIV sind.


  Achilles: Das will ich tun, aber es ist mir nicht ganz klar, warum die Betonung des Unterschieds zwischen aktiven und passiven Einheiten so wichtig ist.


  Ameisenbär: Der Grund ist der, daß die Bedeutung, die man einem beliebigen passiven Symbol beimißt, also etwa einem Wort auf einer Buchseite, sich tatsächlich von der Bedeutung ableitet, die entsprechende aktive Symbole in Ihrem Hirn haben. Die Bedeutung von passiven Symbolen kann man also nur richtig verstehen, wenn sie mit der Bedeutung aktiver Symbole in Beziehung steht.


  Achilles: Gut. Aber was verleiht einem SYMBOL — natürlich einem aktiven — Bedeutung, wenn Sie doch sagen, daß ein SIGNAL, sehr wohl eine gute selbständige Einheit, keine besitzt?


  Ameisenbär: Das hängt alles mit der Art und Weise zusammen, mit der ein Symbol bewirken kann, daß andere Symbole ausgelöst werden. Wird ein Symbol aktiv, dann tut es das nicht in Isolation. Es schwimmt in einem Medium, das durch die Kastenverteilung charakterisiert ist.


  Krebs: Natürlich gibt es im Gehirn so etwas wie eine Kastenverteilung nicht, aber die Entsprechung ist der „Zustand“ des Gehirns. Das ist die Beschreibung des Zustands aller Neuronen, all ihrer Verbindungen und der Erregungsschwelle jedes Neurons.


  Ameisenbär: Also gut. Nehmen wir für „Kastenverteilung“ und „Gehirnzustand“ eine gemeinsame Bezeichnung und nennen wir sie einfach „Zustand“. Nun läßt sich der Zustand auf tiefer Stufe oder auf hoher Stufe beschreiben. Eine Beschreibung tiefer Stufe des Zustands einer Ameisenkolonie verlangt die mühsame Spezifizierung des Ortes, an dem jede Ameise sich befindet, ihr Alter und ihre Kaste und andere Dinge dieser Art. Eine sehr detaillierte Beschreibung, die so gut wie keine globale Einsicht ergibt, WARUM die Kolonie sich in diesem Zustand befindet. Eine Beschreibung hoher Stufe würde eine Spezifizierung verlangen, welche Symbole von welcher Kombination anderer Symbole unter welchen Bedingungen ausgelöst werden könnten, usw.


  Achilles: Wie steht es mit einer Beschreibung auf der Stufe der Signale oder Teams?


  Ameisenbär: Eine Beschreibung auf dieser Stufe würde irgendwo zwischen die Beschreibung auf tiefer Stufe und der Beschreibung auf der Symbolstufe fallen. Sie enthielte sehr viel Information über das, was an spezifischen Lokalitäten in der ganzen Kolonie tatsächlich vor sich geht, obgleich sicherlich weniger detailliert als eine Beschreibung einer Ameise nach der andern, da Teams aus Klumpen von Ameisen bestehen. Die Beschreibung eines Teams nach dem andern ist wie eine Zusammenfassung der Beschreibung einer Ameise nach der andern. Man kann jedoch zusätzliche Dinge hinzufügen, die in der Ameisenbeschreibung nicht vorhanden waren — so etwa die Beziehungen zwischen den Teams und die Anzahl der verschiedenen Kasten hier und dort. Diese zusätzliche Komplikation ist der Preis, den man für das Recht auf Zusammenfassung entrichten muß.


  Achilles: Mich interessiert es, die Vorteile der Beschreibung auf verschiedenen Stufen zu vergleichen. Die Beschreibung höchster Stufe scheint mir am meisten Erklärungskraft zu besitzen, weil sie einem das anschaulichste Bild der Ameisenkolonie vermittelt, obgleich sie seltsamerweise den wichtigsten Bestandteil vermeintlich wegläßt — die Ameisen.


  Ameisenbär: Aber sehen Sie, obgleich es so aussieht, sind die Ameisen nicht der wichtigste Bestandteil. Zugegeben: wenn es sie nicht gäbe, würde die Kolonie nicht existieren, aber etwas Äquivalentes — ein Gehirn — kann existieren, ganz ohne Ameisen. So kommt man also von einem höheren Standpunkt aus betrachtet ohne Ameisen aus.


  Achilles: Sicher würde keine Ameise Ihre Theorie begeistert begrüßen.


  Ameisenbär: Nun ich habe noch nie eine Ameise mit einem höheren Standpunkt getroffen.


  Krebs: Bisher läuft Ihr Bild der Anschauung zuwider, Dr. Ameisenbär. Wenn das, was Sie sagen, stimmt, muß man scheinbar die ganze Struktur beschreiben, um sie zu verstehen, aber ohne bei der Beschreibung die grundlegenden Bausteine irgendwie zu erwähnen.


  Ameisenbär: Vielleicht kann ich das anhand einer Analogie etwas klarer machen. Stellen Sie sich vor, daß Sie einen Roman von Charles Dicken vor sich haben.


  Achilles: Die nachgelassenen Aufzeichnungen des Pickwick-Klubs — geht das?


  Ameisenbär: Vortrefflich! Und nun stellen Sie sich folgendes Spiel vor: Sie müssen eine Methode finden, die Buchstaben auf Ideen abzubilden, so daß die gesamten Die nachgelassenen Aufzeichnungen des Pickwick-Klubs einen Sinn haben, wenn man sie Buchstaben um Buchstaben liest.


  Achilles: Hm ... Sie meinen also, daß ich jedesmal, wenn ich auf ein Wort wie „der“ stoße, ich an drei festgelegte Begriffe denken muß, einen nach dem andern, mit keinem Spielraum für Variation?


  Ameisenbär: Genau! Es sind dies der „d"-Begriff, der „e"-Begriff und der „r"-Begriff und jedesmal sind diese Begriffe so, wie sie das letzte Mal waren.


  Achilles: Nun das klingt so, als ob das Erlebnis, Die nachgelassenen Aufzeichnungen des Pickwick-Klubs zu „lesen“, zu einem unbeschreiblich langweiligen Alptraum würde. Es wäre ein bedeutungsloses Unterfangen, gleichgültig welchen Begriff ich jedem Buchstaben zuordnete.


  Ameisenbär: Genau. Es gibt keine natürliche Abbildung von den Einzelbuchstaben in die Wirklichkeit. Das natürliche Abbilden findet auf einer höheren Stufe statt zwischen Wörtern und Teilbereichen der Wirklichkeit. Wenn Sie also das Buch beschreiben wollten, würden Sie die Buchstabenstufe nicht erwähnen.


  Achilles: Natürlich nicht! Ich würde die Handlung und die handelnden Personen usw. beschreiben.


  Ameisenbär: Sehen Sie! Sie würden jegliche Erwähnung der Bausteine unterlassen, obgleich das Buch nur dank ihrer überhaupt existiert. Sie sind das Medium, aber nicht die Botschaft.


  Achilles: Gut — aber wie steht es mit den Ameisenkolonien?


  Ameisenbär: Hier haben wir aktive Signale anstatt passiver Buchstaben, und aktive Symbole anstatt passiver Wörter — aber das Prinzip gilt auch hier.


  Achilles: Meinen Sie, daß zwischen Signalen und Dingen der Wirklichkeit kein Abbilden möglich ist?


  Ameisenbär: Sie würden merken, daß Sie dies nicht so tun können, daß das Auslösen neuer Signale einen Sinn hätte. Auch auf einer tieferen Stufe — zum Beispiel der Ameisenstufe — blieben Sie ohne Erfolg. Die Auslösemuster haben nur auf der Symbolstufe einen Sinn. Stellen Sie sich zum Beispiel vor, daß Sie eines Tages Tante Colonia beobachteten, während ich gerade auf Besuch käme. Sie könnten so sorgfältig beobachten wie nur möglich, und doch würden Sie vermutlich nicht mehr wahrnehmen als eine Neugruppierung der Ameisen.


  Achilles: Das ist sicher richtig.


  Ameisenbär: Und doch, während ich beobachtete und auf der höheren anstatt der tieferen Stufe interpretierte, würde ich verschiedene Symbole erwachen sehen, diejenigen nämlich, die sich in den Gedanken übersetzen lassen: „Oh, hier ist wieder dieser charmante Dr. Ameisenbär, wie nett!“ — oder so ähnlich.


  Achilles: Das klingt, wie das, was geschah, als wir vier alle verschiedene Stufen fanden, um das MU-Bild zu lesen — oder zumindest DREI von uns das taten ...


  Schildkröte: Was für ein erstaunlicher Zufall, daß zwischen jenem seltsamen Bild, auf das ich zufällig im Wohltemperierten Klavier stieß, und der Richtung, die unsere Unterhaltung nimmt, eine solche Ähnlichkeit besteht.


  Achilles: Glauben Sie, daß das ein Zufall ist?


  Schildkröte: Natürlich.


  Ameisenbär: Nun, ich hoffe, Sie verstehen jetzt, wie Tante Colonias Gedanken entstehen — von der Manipulation von Symbolen, die aus Signalen zusammengesetzt sind, die aus Teams zusammengesetzt sind, die aus Teams niedrigerer Stufe zusammengesetzt sind — bis ganz hinunter zu den Ameisen.


  Achilles: Warum nennen Sie das „Symbolmanipulation?“ Wer manipuliert, wenn doch die Symbole selber aktiv sind? Was ist das Agens?


  Ameisenbär: Das führt uns zurück zu der Frage, die Sie vorher bezüglich des Zwecks stellten. Sie haben recht, daß die Symbole selber aktiv sind, doch sind die Aktivitäten, denen sie nachgehen, nicht völlig frei. Die Aktivitäten aller Symbole sind durch den Zustand des Gesamtsystems, in dem sie existieren, streng festgelegt. Deshalb ist das System als Ganzes dafür verantwortlich, wie die Symbole sich gegenseitig auslösen, und deshalb ist es ganz vernünftig, das System als Ganzes als das „Agens“ zu bezeichnen. Während die Symbole tätig sind, transformiert sich langsam der Zustand des Systems, oder er wird auf den neuesten Stand gebracht. Aber es gibt viele Eigenschaften, die eine Zeitlang bestehen bleiben. Dieses teilweise konstante, teilweise sich ändernde System ist das ,,Agens“. Man kann dem Gesamtsystem einen Namen geben. Zum Beispiel ist Tante Colonia die „Wer“, von der man sagen kann, daß sie ihre Symbole manipuliert, und Sie sind es in ähnlicher Weise, Achilles.


  Achilles: Das ist eine recht seltsame Charakterisierung der Vorstellung, wer ich bin. Ich bin nicht sicher, daß ich es ganz verstehe, aber ich will ein paar Gedanken darauf verwenden.


  Schildkröte: Es wäre recht interessant, die Symbole in Ihrem Gehirn zu verfolgen, während Sie über die Symbole in Ihrem Gehirn nachdenken.


  Achilles: Das ist mir zu kompliziert. Ich habe schon Mühe genug, mir auch nur vorzustellen, wie es möglich ist, eine Ameisenkolonie zu betrachten und sie auf der Symbolstufe zu lesen. Ich kann mir gewiß vorstellen, daß ich sie auf der Ameisenstufe wahrnehme, und mit etwas Anstrengung könnte ich mir vorstellen, wie es sein muß, wenn man sie auf der Signalstufe wahrnimmt; aber wie in aller Welt ist es wohl, wenn man eine Ameisenkolonie auf der Symbolstufe wahrnimmt?


  Ameisenbär: Man lernt nur durch lange Übung. Wenn man aber in meinem Stadium angekommen ist, „liest“ man die oberste Stufe einer Ameisenkolonie so leicht, wie Sie selbst das „MU“ im MU-Bild gelesen haben.


  Achilles: Wirklich? Das muß eine erstaunliche Erfahrung sein.


  Ameisenbär: In einem gewissen Sinn — aber es ist auch eine Ihnen wohlvertraute Erfahrung, Achilles.


  Achilles: Mir vertraut? Was meinen Sie? Ich habe nie eine Ameisenkolonie auf einer anderen als der Ameisenstufe angeschaut.


  Ameisenbär: Vielleicht nicht, aber Ameisenkolonien unterscheiden sich in mancher Hinsicht nicht vom Gehirn.


  Achilles: Ich habe aber noch nie ein Gehirn gesehen, noch eines gelesen.


  Ameisenbär: Und Ihr EIGENES Gehirn? Sind Sie sich nicht Ihrer eigenen Gedanken bewußt? Ist das wohl die Essenz des Bewußtseins? Was tun Sie denn anderes, als Ihr eigenes Gehirn direkt auf der Symbolstufe zu lesen?


  Achilles: So habe ich das noch nie gesehen. Sie meinen, daß ich alle niedrigeren Stufen übergehe und nur die oberste Stufe sehe?


  Ameisenbär: So ist es bei bewußten Systemen. Sie nehmen sich selbst nur auf der Symbolstufe wahr, und sind sich der niedrigeren Stufen, zum Beispiel der Signalstufe, nicht bewußt.


  Achilles: Folgt daraus, daß es im Gehirn aktive Symbole gibt, die sich ständig der Situation anpassen, so daß sie den Gesamtzustand des Hirns selbst — immer auf der Symbolstufe — widerspiegeln?


  Ameisenbär: Gewiß. In jedem bewußten System gibt es Symbole, die den Zustand des Gehirns repräsentieren, und sie selber sind ein Teil dieser Zustände, die sie symbolisieren. Denn Bewußtsein verlangt einen hohen Grad des Bewußtseins seiner selbst.


  Achilles: Das ist eine seltsame Vorstellung. Das bedeutet, daß zwar in meinem Gehirn fortwährend eine irrsinnige Geschäftigkeit herrscht, daß ich jedoch diese Geschäftigkeit nur auf eine Weise wahrnehmen kann — auf der Symbolstufe — und ich gegenüber den tieferen Stufen völlig unempfänglich bin. Es ist, als wäre man imstande, einen Roman von Dickens vermittels direkter visueller Wahrnehmung zu lesen, ohne jemals die Buchstaben des Alphabets gelernt zu haben. Ich kann mir nicht vorstellen, daß so etwas Unheimliches tatsächlich geschieht.


  Krebs: Aber genauso etwas geschah TATSÄCHLICH, als Sie „MU“ lasen, ohne die tieferen Stufen „HOLISMUS“ und „REDUKTIONISMUS“ wahrzunehmen.


  Achilles: Sie haben recht: Ich umging die niedrigeren Stufen und sah nur die oberste. Ich frage mich, ob ich nicht auch alle möglichen Arten von Bedeutung niedrigerer Stufe meines Gehirns verpasse, indem ich auf der Symbolstufe lese. Es ist Pech, daß die oberste Stufe nicht die ganze Information über die unterste Stufe enthält, so daß man beim Lesen der obersten auch erführe, was die unterste sagt. Aber ich nehme an, es wäre naiv zu hoffen, daß die oberste Stufe etwas von der untersten codiert — es sickert wahrscheinlich nicht nach oben durch. Das MU-Bild ist das denkbar eindrucksvollste Beispiel dafür; doch sagt die oberste Stufe einfach „MU“, und es besteht keinerlei Beziehung zu den untersten Stufen!


  Krebs: Das ist völlig richtig. (Nimmt das MU-Bild, um es näher anzuschauen.) Hm ... Mit den kleinsten Buchstaben in diesem Bild ist etwas Sonderbares: sie sind sehr unruhig ...


  Ameisenbär: Lassen Sie mich sehen. (Betrachtet das MU-Bild ganz aus der Nähe.) Ich glaube, daß es noch eine andere Stufe gibt, die wir alle übersehen haben!


  Schildkröte: Wenigstens Sie, Dr. Ameisenbär.


  Achilles: Oh nein, das ist unmöglich. Lassen Sie mich sehen. (Schaut ganz genau hin.) Ich weiß, Sie werden mir nicht glauben, aber die Botschaft dieses Bildes starrt uns allen ins Gesicht. Sie ist in seiner Tiefe versteckt. Es ist einfach ein Wort, immer und immer wiederholt, wie ein Mantra, aber was für ein wichtiges: „MU“! Hat man Töne! Es ist dasselbe wie auf der obersten Stufe. Keiner von uns hat es auch nur entfernt geahnt.


  Krebs: Ohne Sie hätten wir das nie bemerkt, Achilles.


  Ameisenbär: Ob wohl die Übereinstimmung der höchsten mit der tiefsten Stufe zufällig ist? Oder war es ein zweckgerichteter, von irgendeinem Schöpfer ausgeführter Akt?


  Krebs: Wie könnte man das jemals entscheiden?


  Schildkröte: Ich sehe keine Möglichkeit, da wir keine Ahnung haben, warum sich dieses besondere Bild in Herrn Krebs' Ausgabe des Wohltemperierten Klaviers befindet.


  Ameisenbär: Obgleich wir eine lebhafte Diskussion geführt haben, habe ich es doch fertiggebracht, mit einem guten Teil meines Ohres dieser sehr langen und komplexen vierstimmigen Fuge zuzuhören. Sie ist außerordentlich schön.


  Schildkröte: Aber gewiß. Und jetzt kommt dann gleich ein Orgelpunkt.


  Achilles: Ist ein Orgelpunkt nicht das, was geschieht, wenn ein Musikstück sich etwas verlangsamt, einen oder zwei Augenblicke auf einer einzelnen Note oder einem einzelnen Akkord verweilt, und dann, nach kurzer Stille, wieder zur normalen Geschwindigkeit zurückkehrt?


  Schildkröte: Nein. Sie meinen die „Fermate“ — eine Art musikalisches Semikolon. Haben Sie bemerkt, daß sich eine solche im Präludium fand?


  Achilles: Ich muß sie verpaßt haben.


  Schildkröte: Nun, Sie werden eine andere Gelegenheit haben, eine Fermate zu hören — ein paar werden sich gegen Ende dieser Fuge einstellen.


  Achilles: Oh gut! Sie werden mich rechtzeitig darauf aufmerksam machen, nicht wahr?


  Schildkröte: Wenn Sie wollen.


  Achilles: Aber sagen Sie mir, was ist ein Orgelpunkt?


  Schildkröte: Bei einem Orgelpunkt wird eine einzige Note von einer der Stimmen — oft der tiefsten — in einem vielstimmigen Stück lange ausgehalten, während die anderen Stimmen weiter ihre eigene unabhängige Melodielinie verfolgen. Dieser Orgelpunkt hier ist auf der Note A. Passen Sie gut auf, und Sie werden ihn hören.


  Ameisenbär: Eines Tages, als ich Tante Colonia besuchte, ereignete sich etwas, das mich an diesen Vorschlag erinnerte, die Symbole in Achilles Gehirn zu beobachten, während sie Gedanken über sich selbst hervorrufen.


  Krebs: Erzählen Sie doch!


  Ameisenbär: Tante Colonia fühlte sich arg einsam, und sie war sehr glücklich, an jenem Tag jemanden zu haben, zu dem sie sprechen konnte. So sagte sie mir in ihrer Dankbarkeit, ich möge mich mit den saftigsten Ameisen, die ich finden könnte, bedienen. (Sie war immer sehr großzügig mit ihren Ameisen.)


  Achilles: Ah!


  Ameisenbär: Ich hatte eben die Symbole beobachtet, die ihre Gedanken ausführten, weil sich in ihnen einige besonders saftig aussehende Ameisen befanden.


  Achilles: Ah!


  Ameisenbär: So bediente ich mich mit einigen der fettesten Ameisen, die Bestandteile der Symbole höherer Stufe waren, die ich gelesen hatte. Insbesondere waren die Symbole, von denen sie einen Teil bildeten, diejenigen, die den Gedanken ausdrückten: „Bitte bedienen Sie sich mit den Ameisen, die Ihnen schmackhaft erscheinen“.


  Achilles: Ah!


  Ameisenbär: Unglücklicherweise für sie, aber glücklicherweise für mich, hatten die kleinen Wesen nicht die leiseste Ahnung, was sie mir kollektiv auf der Symbolstufe sagten.


  Achilles: Ah! Das ist eine erstaunliche Verwicklung. Sie waren sich der Tatsache völlig unbewußt, in was sie sich da verwickelten. Ihre Handlungen konnte man als Teil eines Musters höherer Stufe auffassen, aber natürlich merkten sie davon nichts. Ach, sehr schade — in der Tat eine nicht zu überbietende Ironie — daß sie das verpaßten.


  Krebs: Sie haben recht, Herr S., das war ein sehr schöner Orgelpunkt.


  Ameisenbär: Ich hatte noch nie einen gehört, aber dieser war so auffällig, daß niemand ihn überhören konnte. Sehr eindrucksvoll!


  Achilles: Was? Der Orgelpunkt ist schon vorbei? Wie konnte ich ihn nicht hören, wenn er doch so aufdringlich war?


  Schildkröte: Vielleicht waren Sie so in das verwickelt, was Sie sagten, daß Sie davon nichts merkten. Ach, sehr schade — in der Tat eine nicht zu überbietende Ironie daß Sie das verpaßten.


  Krebs: Sagen Sie mir, wohnt Tante Colonia in einem Ameisenhaufen?


  Ameisenbär: Nun, sie besitzt ein ziemlich ausgedehntes Anwesen. Es gehörte jemand anders, aber das ist eine eher traurige Geschichte. Auf jeden Fall ist ihre Domäne ständig in Ausdehnung begriffen. Verglichen mit vielen anderen Kolonien, lebt sie auf recht großem Fuß.


  Achilles: Wie verträgt sich das mit der kommunistischen Natur der Ameisenkolonien, die Sie uns früher beschrieben haben? In meinen Ohren klingt es völlig widersprüchlich, Kommunismus zu predigen und einen luxuriösen Landsitz zu bewohnen.


  Ameisenbär: Der Kommunismus bezieht sich auf die Ameisenstufe. In einer Ameisenkolonie arbeiten alle Ameisen für das Gemeinwohl, manchmal sogar, wenn es ihnen als Individuen schadet. Nun gehört das einfach zu Tante Colonias Struktur, ja, soviel ich weiß, ist sie sich dieses internen Kommunismus vielleicht gar nicht bewußt. Die meisten Menschen sind sich ihrer Neuronen nicht bewußt; sie sind vielleicht sogar ganz zufrieden damit, daß sie nichts über ihr Gehirn wissen, da sie doch etwas zimperlich sind. Auch Tante Colonia ist etwas zimperlich; sie wird recht kribbelig, wenn sie überhaupt über Ameisen nachdenkt. Darum vermeidet sie das wenn möglich. Ich bezweifle wirklich, ob sie etwas von der kommunistischen Gesellschaft weiß, die in ihre Struktur eingebaut ist. Sie selbst glaubt fest an Liberalismus — Sie wissen: Laissez-faire usw. Deshalb leuchtet es wenigstens mir ein, daß sie in einem eher stattlichen Haus wohnt.


  Schildkröte: Während ich gerade das Blatt dieser schönen Ausgabe des Wohltemperierten Klaviers umwendete, sah ich, daß die erste der beiden Fermaten bald erklingen wird. Achten Sie darauf, Achilles.


  Achilles: Sicher, sicher.


  Schildkröte: Und da ist außerdem ein höchst kurioses Bild auf der Gegenseite.


  Krebs: Noch eines? Was kommt denn jetzt?


  Schildkröte: Sehen Sie selbst. (Reicht die Partitur dem Krebs.)


  Krebs: Aha! Einfach ein paar Buchstabengruppen. Also — das sind verschiedene Gruppen der Buchstaben „J“, „S“, „B“, „m“, „a“ und ,,t“. Seltsam, wie die ersten drei Buchstaben größer werden und dann die letzten drei wieder schrumpfen.


  Ameisenbär: Darf ich sehen?


  Krebs: Aber gewiß.


  Ameisenbär: Oh, indem Sie sich auf die Einzelheiten konzentriert haben, haben Sie dies große Bild völlig übersehen. In Wirklichkeit ist die Buchstabengruppe „f“, „e“, „r“, „A“, „C“, „H“, ohne Wiederholungen. Zunächst werden sie kleiner, dann größer. Hier, Achilles, was meinen Sie dazu?


  [image: Abb. 62.]


  Abb. 62. [Zeichnung des Autors.]


  Achilles: Lassen Sie mich sehen. Hm. Nun, ich sehe es als eine Anzahl von Großbuchstaben, die größer werden, wenn man nach rechts geht.


  Schildkröte: Haben sie irgendeine Bedeutung?


  Achilles: Äh ... „J. S. BACH“. Oh! Ich verstehe jetzt. Es ist Bachs Name!


  Schildkröte: Seltsam, daß Sie es so anschauen. Mir kommt es wie eine Anzahl von Kleinbuchstaben vor, die schrumpfen, wenn man sich nach rechts bewegt und ... den Namen ... ergeben ... (Spricht immer langsamer und zieht besonders die letzten Wörter in die Länge. Kurze Pause. Plötzlich fährt er fort, als wäre nichts geschehen.) — „fermat“.


  Achilles: Sie sind, glaube ich, von Fermat besessen. Überall sehen Sie Fermats Letzten Satz.


  Ameisenbär: Sie haben recht, Herr Schildkröte — eben hörte ich eine kleine bezaubernde Fermate in der Fuge.


  Krebs: Ich auch.


  Achilles: Heißt das, daß jedermann sie hört außer mir? Ich komme mir allmählich dumm vor.


  Schildkröte: Nun, nun, Achilles — seien Sie nicht traurig. Sicher werden Sie der Fuge Letzte Fermate (die gleich kommen wird) nicht verpassen. Aber um zu unserem früheren Thema zurückzukehren, Dr. Ameisenbär, was ist das für eine so überaus traurige Geschichte, die Sie erwähnten, vom früheren Besitzer von Tante Colonias Besitz?


  Ameisenbär: Der frühere Besitzer war ein ungewöhnliches Wesen, eine der schöpferischsten Ameisenkolonien, die es jemals gegeben hat. Sein Name war Johameise Sebastiameise Fermeise, und er war Mathameisiker von Beruf, aber Musikameiser aus Berufung.


  Achilles: Wie ameisterhaft!


  Ameisenbär: Als seine schöpferischen Kräfte ihren Höhepunkt erreicht hatten, ist er unerwartet verstorben. An einem sehr heißen Tag ließ er sich so richtig durchwärmen, als plötzlich aus heitrem Himmel ein Regenguß — wie er nur etwa alle hundert Jahre vorkommt — niederging und J. S. F. wahnsinnig durchnäßte. Da das Unwetter ohne jede Warnung kam, waren die Ameisen gänzlich desorientiert und durcheinander. Die komplizierte Organisation, die über Jahrzehnte hinweg so schön aufgebaut worden war, ging in einer Minute den Bach runter. Es war tragisch.


  Achilles: Meinen Sie, daß alle Ameisen ertranken, was ja das Ende des armen J. S. F. bedeuten würde?


  Ameisenbär: Nein, das nicht. Sämtliche Ameisen überlebten, indem sie auf Baumstämme und Stöcke krochen, die in der Flut schwammen. Als aber das Wasser zurückging und die Ameisen wieder auf ihren Heimatboden zurück ließ, war keine Organisation mehr da. Die Kastenverteilung war gänzlich zerstört, und die Ameisen selber waren nicht fähig, wieder aufzubauen, was früher einmal eine so fein abgestimmte Organisation gewesen war. Sie waren so hilflos wie vom Wind verwehte Löwenzahnsamen, die versuchen, sich selbst wieder zu einer Pusteblume zusammenzusetzen. Ich versuchte mit allen Mitteln, Fermeise wieder in Ordnung zu bringen. Ich legte getreulich Zucker und Käse aus, in der vergeblichen Hoffnung, daß Fermeise irgendwie wieder auftauchen würde ... (Zieht ein Taschentuch heraus und wischt sich die Augen.)


  Achilles: Wie tapfer Sie sind. Ich wußte gar nicht, daß Ameisenbären so warmherzig sein können.


  Ameisenbär: Aber es war umsonst. Er war fort, nicht mehr zu retten. Aber dann geschah etwas ganz Seltsames: im Laufe der nächsten Monate gruppierten sich die Ameisen, die die Bestandteile von J. S. F. gewesen waren, langsam von neuem und bauten eine neue Organisation auf. Und so wurde Tante Colonia geboren.


  Krebs: Bemerkenswert! Tante Colonia besteht aus den gleichen Ameisen wie Fermeise?


  Ameisenbär: Ja, ursprünglich schon. Jetzt sind einige der älteren Ameisen gestorben und ersetzt worden. Es sind aber immer noch genügend aus der J. S. F.-Zeit übrig.


  Krebs: Und kann man einige der alten Züge von J. S. F. von Zeit zu Zeit in Tante Colonia wiedererkennen?


  Ameisenbär: Überhaupt keine. Sie haben nichts gemeinsam. Und es gibt, wie ich es sehe, auch keinen Grund, warum sie das tun sollten. Es gibt schließlich oft mehrere verschiedene Methoden, um eine Anzahl von Teilen neu zu arrangieren, so daß sie eine „Summe“ bilden. Und Tante Colonia war einfach eine neue „Summe“ der alten Bestandteile, nicht MEHR als die Summe, wohlgemerkt, bloß diese besondere ART von Summe.


  Schildkröte: Apropos Summen. Das erinnert mich an die Zahlentheorie, wo man gelegentlich einen SATZ in die Symbole, aus denen er zusammengesetzt ist, zerlegen, diese anders gruppieren und so einen neuen SATZ erhalten kann.


  Ameisenbär: Ich habe noch nie etwas von diesem Phänomen gehört. Aber ich muß zugeben, daß ich auf diesem Gebiet ein völliger Ignorant bin.


  Achilles: Ich habe auch noch nichts davon gehört — und ich kenne mich auf diesem Gebiet ziemlich gut aus — wenn ich das mal so sagen darf. Ich nehme an, Herr S. bereitet wieder einen seiner ausgefuchsten Scherze vor. Ich kenne ihn allmählich ziemlich gut.
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  Abb. 63. Während ihrer Wanderungen bauen Ameisen manchmal Brücken aus ihren eigenen Körpern. Auf diesem Foto einer solchen Brücke (de Fourmi Lierre) kann man sehen, wie die Arbeiter einer Eciton-burchelli -Kolonie ihre Beine miteinander verschränken, entlang der Oberseite der Brücke ihre Klauen zusammenhaken und so ein unregelmäßiges Kettensystem bilden. Ein symbiotischer Silberfisch, Trichatelura manni, überquert die Brücke (Mitte). [Aus: E. O. Wilson, The Insect Societies, Cambridge, Mass. 1971, S. 62.]


  Ameisenbär: Apropos Zahlentheorie — das erinnert mich wieder an J. S. F., denn die Zahlentheorie ist eine der Disziplinen, in denen er sich besonders auszeichnete. Er machte sogar einige recht bemerkenswerte Beiträge zur Zahlentheorie. Tante Colonia dagegen ist bemerkenswert schwer von Begriff in allem, was auch nur entfernt mit Mathematik zu tun hat. Auch ist ihr musikalischer Geschmack recht banal, wogegen Sebastiameise außerordentlich musikalisch war.


  Achilles: Ich liebe die Zahlentheorie sehr. Könnten Sie uns etwas über Sebastiameises Beitrag erzählen?


  Ameisenbär: Also gut. (Hält einen Augenblick inne, um einen Schluck Tee zu trinken, und fährt dann fort.) Haben Sie jemals von Fourmis berüchtigter ,,Wohlgetesteter Konjektur“ gehört?


  Achilles: Ich bin nicht sicher ... Es klingt merkwürdig vertraut, und doch kann ich im Augenblick nichts damit anfangen.


  Ameisenbär: Es ist ganz einfach. Lierre de Fourmi, Mathameisiker von Beruf, aber Jurist aus Berufung, hatte in seinem Exemplar des klassischen Textes Arithmetica des Dio van Tus gelesen und war dabei auf eine Seite gestoßen mit der Formel


  2a+ 2b = 2c


  Er sah sofort, daß die Gleichung unendlich viele Lösungen für a, b, und c besitzt, und dann schrieb er den folgenden berüchtigten Kommentar an den Rand:


  Die Gleichung


  na + nb = nc


  hat Lösungen in positiven ganzen Zahlen a, b, c und n nur wenn n = 2 (und es gibt unendlich viele Dreiergruppen a, b, c, die diese Gleichung erfüllen); aber für n > 2 gibt es keine Lösungen. Ich habe einen wahrhaft wunderbaren Beweis für diese Vermutung entdeckt, der unglücklicherweise jedoch so klein ist, daß er beinahe unsichtbar wäre, wenn ich ihn an den Rand schriebe.


  Seit jenem Jahr vor gut dreihundert Tagen haben Mathameisiker vergeblich versucht, eines von zwei Dingen zu tun: entweder Fourmis Vermutung zu beweisen und so Fourmis Ruf zu verteidigen, der, obgleich sehr hoch, von Skeptikern etwas bezweifelt wird, die glauben, daß er den angeblich von ihm gefundenen Beweis in Wirklichkeit nie gefunden habe — oder dann die Vermutung zu widerlegen, indem man ein Gegenbeispiel findet: einen Satz von vier ganzen Zahlen a, b, c, und n, wobei n > 2, die die Gleichung erfüllen. Bis vor kurzem ist jeder Versuch in beide Richtungen gescheitert. Gewiß ist die Vermutung für viele spezifische Werte von n verifiziert worden, insbesondere für alle n bis 125000. Aber niemand hat es vermocht, für ALLE n den Beweis zu führen — niemand, das heißt, bis Johameise Sebastiameise Fermeise die Szene betrat. Er war es, der den Beweis fand, der Fourmis Name von jedem Makel reinigte. Er läuft jetzt unter dem Namen „Johameise Sebastiameise Wohlgetestete Konjektur“.


  Achilles: Sollte man nicht eher von einem „Satz“ als von einer „Konjektur“ oder „Vermutung“ sprechen, wenn schließlich ein richtiger Beweis gefunden wurde?


  Ameisenbär: Genau genommen haben Sie recht, aber man hat eben die überlieferte Bezeichnung beibehalten.


  Schildkröte: Was für Musik hat Sebastiameise geschrieben?


  Ameisenbär: Er war ein sehr begabter Komponist. Leider ist sein größtes Werk geheimnisumwittert, da er nie dazu kam, es zu veröffentlichen. Einige glauben, daß er das ganze in seinem Kopf hatte; andere sind weniger freundlich und behaupten, daß er es wahrscheinlich überhaupt nie ausgearbeitet, sondern nur damit geprahlt habe.


  Achilles: Welcher Art war dieses Opus magnum?


  Ameisenbär: Er sollte ein gigantisches „Präludium und Fuge“ werden; die Fuge sollte 24 Stimmen haben und 24 Themen, eines in jeder der Dur- und Moll-Tonarten.


  Achilles: Es wäre gewiß schwierig, sich eine 24stimmige Fuge als ganzes anzuhören.


  Krebs: Geschweige denn, sie zu komponieren!


  Ameisenbär: Aber alles was wir kennen, ist Sebastiameises Beschreibung davon, die er an den Rand seines Exemplars von Buxtehudes Präludien und Fugen für Orgel schrieb. Die letzten Worte, die er vor seinem tragischen Hinscheiden schrieb, lauteten:


  Ich habe eine wahrhaft wunderbare Fuge komponiert. Darin habe ich die Potenz von 24 Tonarten und die Potenz von 24 Themen addiert und ich gelangte so zu einer Fuge mit der Potenz von 24 Stimmen. Leider ist der Rand zu schmal , als daß ich sie niederschreiben könnte.


  Und das nicht ausgeführte Meisterwerk trägt einfach den Namen ,,Fermeises Letzte Fuge“.


  Achilles: Oh, das ist aber furchtbar tragisch.


  Schildkröte: Apropos Fuge: die, die wir uns angehört haben, ist beinahe zu Ende. Gegen den Schluß hin gibt es eine seltsame neue Wendung des Themas. (Er blättert im „Wohltemperierten Klavier“.) Nun, was haben wir denn hier? Noch eine Illustration — wie hübsch! (Zeigt sie dem Krebs.)
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  Abb. 64. [Zeichnung: Günther Bosch, nach einer Vorlage des Autors]


  Krebs: Nun, was haben wir denn hier? Ach ja, es ist „HOLISMUSNISTISCH“, in großen Buchstaben geschrieben, die zuerst kleiner werden, und dann wieder bis zu ihrer ursprünglichen Größe anwachsen. Aber das ist unsinnig, weil es ja kein Wort ist. (Gibt das Bild an Dr. Ameisenbär weiter.)


  Ameisenbär: Nun, was haben wir denn hier? Ach ja, es ist „REDUKTIOHOLISMUS“ in kleinen Buchstaben geschrieben, die zuerst anwachsen und dann wieder bis zu ihrer ursprünglichen Größe kleiner werden. Aber das ist unsinnig, weil es ja kein Wort ist. (Gibt das Bild an Achilles weiter.)


  Achilles: Ich weiß, Sie werden mir nicht glauben, aber in Wirklichkeit besteht dieses Bild aus dem Wort „HOLISMUS“, zweimal geschrieben, während die Buchstaben von links nach rechts ständig kleiner werden. (Gibt das Bild der Schildkröte zurück.)


  Schildkröte: Ich weiß, Sie werden mir nicht glauben, aber in Wirklichkeit besteht dieses Bild aus dem Wort „REDUKTIONISTISCH“, einmal geschrieben, während die Buchstaben von links nach rechts ständig größer werden.


  Achilles: Endlich — diesmal hörte ich die neue Wendung des Themas! Ich bin Ihnen so dankbar, daß Sie mich darauf aufmerksam machten, Herr Schildkröte. Endlich, glaube ich, beginne ich die Kunst, der Fuge zuzuhören, zu begreifen.


  KAPITEL XI


  Gehirn und Denken


  Neue Perspektiven hinsichtlich des Denkens


  ERST MIT DEM AUFKOMMEN des Computers versuchte man, denkende Maschinen herzustellen, und wurde dabei Zeuge bizarrer Variationen zum Thema des Denkens. Programme wurden entworfen, deren Denken sich zum menschlichen Denken verhielt wie jene Spiralfedern, die eine Treppe hinunter laufen, zur menschlichen Fortbewegung. Fremdartige, wenn auch handgestrickte Denkformen  oder Annäherungen an Denkformen  ließen ganz plötzlich etwas von den Eigenheiten, Schwächen, Stärken, den Launen und Grillen menschlichen Denkens erkennen. Als Ergebnis davon haben wir uns ungefähr in den letzten 20 Jahren eine neue Perspektive darüber zu eigen gemacht, was Denken ist und was nicht. Unterdessen haben Hirnforscher vieles über die Hardware des Gehirns im großen und kleinen herausgefunden. Bis jetzt hat dieser Ansatz noch nicht viel Licht darauf geworfen, wie das Gehirn mit Begriffen umgeht, aber es gibt uns eine gewisse Vorstellung von den biologischen Mechanismen, auf denen die Manipulation des Denkens beruht.


  In den folgenden zwei Kapiteln wollen wir also versuchen, einige aus Versuchen mit Computer-Intelligenz gewonnene Einsichten mit einigen Tatsachen, über die man aus arglosen Experimenten mit Gehirnen lebendiger Tiere etwas gelernt hat, sowie mit der Erforschung menschlicher Denkvorgänge durch die Kognitionspsychologie auf einen Nenner zu bringen. Die Bühne ist durch Präludium und ... emsige Fuge vorbereitet. Wir werden nun diese Gedanken etwas gründlicher entwickeln.


  Intensionalität und Extensionalität


  Das Denken muß darauf beruhen, daß Wirklichkeit in der Hardware des Gehirns dargestellt wird. In den vorangegangenen Kapiteln haben wir formale Systeme entwickelt, die mit ihrer Symbolik Bereiche der mathematischen Wirklichkeit repräsentieren. Wie weit ist es vernünftig, solche formalen Systeme als Modelle dafür zu gebrauchen, wie das Gehirn Ideen manipulieren kann?


  Wir haben im pg-System und dann in anderen komplizierteren Systemen gesehen, wie Bedeutung, in einem eingeschränkten Sinn des Worts, als Ergebnis einer Isomorphie entsteht, die typographische Symbole auf Zahlen, Operationen und Beziehungen abbildet und Ketten von typographischen Symbolen auf Aussagen. Nun haben wir im Gehirn keine typographischen Symbole, aber wir haben dafür etwas noch besseres: aktive Elemente, die Informationen speichern und weitergeben und sie von anderen aktiven Elementen empfangen können. Also haben wir aktive Symbole anstatt der passiven typographischen Symbole. Im Gehirn sind die Regeln mit den Symbolen gemischt, wohingegen die Symbole auf dem Papier statische Einheiten sind und die Regeln sich in unserem Kopf befinden.


  Wichtig ist es, nicht wegen der eher starren Natur aller formalen Systeme, die wir betrachtet haben, anzunehmen, daß die Isomorphie zwischen Symbolen und Dingen der Wirklichkeit ein starres ein-eindeutiges Abbilden bedeutet, wie die Fäden, die eine Marionette und die sie führende Hand verbinden. In TNT kann der Begriff fünfzig auf verschiedene Arten symbolisch ausgedrückt werden, zum Beispiel:


  ((SSSSSSS0·SSSSSSS0)+(S0·S0))

  ((SSSSS0·SSSSS0)+(SSSSS0·SSSSS0))


  Daß beide Ketten die gleiche Zahl darstellen, ist nicht von vornherein klar. Man kann jeden Ausdruck für sich manipulieren, und an irgend einem Punkt über einen SATZ stolpern, so daß man ausruft: Ach  diese Zahl ist es!


  Man kann in seinem Kopf auch verschiedene Beschreibungen eines Menschen haben, zum Beispiel:


  Die Person, deren Buch ich vor einiger Zeit an einen Freund in Polen sandte.


  Der Fremde, der mit mir und meinen Freunden heute abend im Café ein Gespräch anknüpfte.


  Daß beide Formulierungen die gleiche Person darstellen, ist nicht von vornherein klar. Man kann beide Beschreibungen ohne Verbindung im Kopf haben. Irgendwann einmal an diesem Abend stolpert man vielleicht über ein Gesprächsthema, das zu der Erkenntnis führt, daß sie dieselbe Person bezeichnen, so daß man ausruft: Ach  dieser Mensch sind Sie!


  Nicht alle Beschreibungen einer Person brauchen an ein Zentralsymbol für diese Person gebunden zu sein, das ihren Namen speichert. Beschreibungen können in sich selbst erzeugt und manipuliert werden. Wir können nichtexistente Menschen erfinden, indem wir Beschreibungen von ihnen anfertigen; wir können zwei Beschreibungen miteinander verschmelzen, wenn wir merken, daß sie ein und dasselbe Wesen repräsentieren; wir können eine Beschreibung in zwei aufspalten, wenn wir erkennen, daß sie zwei Dinge und nicht eines repräsentiert usw. Der Beschreibungskalkül ist der Kern allen Denkens. Man nennt ihn intensional und nicht extensional , was bedeutet, daß Beschreibungen frei schweben, ohne daß sie In einem spezifischen, bekannten Objekt verankert wären. Die Intensionalität des Denkens hängt mit seiner Flexibilität zusammen; sie gibt uns die Fähigkeit, uns hypothetische Welten vorzustellen, verschiedene Beschreibungen zu verschmelzen oder eine Beschreibung in verschiedene Stücke aufzuspalten, usw.


  Nehmen wir an, eine Freundin, die sich Ihr Auto ausgeliehen hat, teilt Ihnen telefonisch mit, daß sie damit auf einer nassen Bergstraße abgerutscht, gegen eine Böschung gestoßen und dann umgestürzt und daß sie knapp dem Tode entronnen sei. In Ihrem Geist beschwören Sie eine Reihe von Bildern herauf, die immer lebhafter werden in dem Maße, indem die Freundin weitere Einzelheiten beifügt, und schließlich sehen Sie alles im Geiste vor sich. Und dann sagt sie Ihnen, das alles sei nur ein Aprilscherz gewesen und sie und das Auto seien in bester Verfassung. Die Erzählung und die Bilder verlieren nichts von ihrer Lebendigkeit, und die Erinnerung daran bleibt Ihnen auf lange, lange Zeit. Später einmal halten Sie die Freundin vielleicht sogar für eine schlechte Fahrerin  wegen der Stärke des ersten Eindrucks, der doch hätte ausgelöscht werden müssen, als Sie erfuhren, daß alles nicht wahr sei. Phantasie und Fakten verquicken sich in unserem Hirn sehr eng, und das kommt daher, daß Denken die Erzeugung und Manipulation komplexer Beschreibungen hervorruft, die keineswegs an wirkliche Vorfälle oder Dinge gebunden zu sein brauchen.


  Eine flexible, intensionale Darstellung der Welt  darum geht es beim Denken. Wie kann nun ein physiologisches System wie das Hirn ein solches System tragen?


  Die Ameisen des Gehirns


  Die wichtigsten Zellen in einem Gehirn sind die Nervenzellen, Neuronen genannt (s. Abb. 65). Von ihnen gibt es etwa 10 Milliarden. (Merkwürdigerweise gibt es von den Glia-Zellen, oder Glia, zehnmal soviel. Man nimmt an, daß sie den Neuronen gegenüber eine untergeordnete Rolle spielen, und wir besprechen sie deshalb hier nicht.) Jedes Neuron besitzt eine Anzahl von Synapsen (Eingänge) und ein Axon (Ausgang). Input und Output sind elektrochemische Ströme, d. h. Ionen in Bewegung. Zwischen den Eingängen eines Neurons und seinem Output-Kanal befindet sich der eigentliche Zellkörper, in dem die Entscheidungen fallen. Die Entscheidung, der sich ein Neuron gegenübersieht, und das kann bis zu tausend Mal in der Sekunde geschehen, ist diese: sich erregen oder nicht, d. h. Ionen längs des Axons freizusetzen, die schließlich in die Eingänge einer oder mehrerer anderer Neuronen gelangen und sie veranlassen, eine Entscheidung der gleichen Art zu fällen. Das geschieht auf sehr einfache Art: Wenn die Summe aller Inputs einen gewissen Schwellenwert überschreitet: ja, sonst: nein. Gewisse Inputs können negativ sein, und die anderen positiven Inputs, die von irgendwo anders herkommen, auslöschen. Auf jeden Fall ist es einfach Addition, die das Denken auf seiner tiefsten Stufe beherrscht. Um Descartes berühmtes Wort zu variieren: Ich denke, also sum(miere) ich. (vom lateinischen Cogito, ergo bin).


  Nun sieht diese Methode, Entscheidungen zu treffen, sehr einfach aus, aber da ist ein Umstand, der das Problem kompliziert: Ein Neuron kann bis zu 200 000 verschiedene Eingänge haben, und das bedeutet, daß bis zu 200 000 verschiedene Summanden an der Bestimmung der nächsten Handlung des Neurons beteiligt sein können. Ist die Entscheidung getroffen, so jagt eine Schar von Ionen entlang des Axons bis zum Ende. Bevor jedoch die Ionen das Ende erreichen, ist es möglich, daß sie auf eine oder mehrere Abzweigungen stoßen. In solchen Fällen teilt sich der Output, während er sich dem Axon entlang fortbewegt, und wenn er das Ende erreicht hat, ist aus der Einzahl eine Mehrzahl geworden. Sie können ihr Ziel zu verschiedenen Zeitpunkten erreichen, da die Axonzweige, auf denen sie sich fortbewegen, von verschiedener Länge sein und verschiedene Widerstände haben können. Das Wichtige ist aber, daß
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  Abb. 65. Schematische Zeichnung eines Neurons. [Aus: D. Wooldridge, The Machinery of the Brain, New York 1963, S. 6.]


  das alles als ein einziger Stoß weg vom Zellkörper begonnen hat. Wenn ein Neuron sich erregt, braucht es eine kurze Zeit der Erholung, bevor es sich wieder erregen kann; üblicherweise wird das in Millisekunden gemessen, so daß sich ein Neuron bis zu tausendmal in der Sekunde erregen kann.


  Größere Strukturen im Gehirn


  Damit haben wir die Ameisen im Gehirn beschrieben. Wie steht es mit den Teams, den Signalen? Wie mit den Symbolen? Wir machen die folgenden Beobachtungen: trotz der Komplexheit des Inputs kann ein einziges Neuron nur auf sehr primitive Art reagieren: Erregung oder keine Erregung. Das ist eine sehr geringe Informationsmenge. Gewiß müssen hier für die Beförderung und Verarbeitung großer Informationsmengen viele Neuronen beteiligt sein. Und deshalb läßt sich vermuten, daß größere, aus vielen Neuronen zusammengesetzte Strukturen existieren müssen, die Begriffe
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  Abb. 66. Das menschliche Gehirn, von links gesehen. Es ist seltsam, daß sich der Sehbereich hinten im Kopf befindet. [Aus: Steven Rose, The Conscious Brain, New York 1966, S. 50.]


  höherer Ordnung verarbeiten können. Das ist zweifellos sehr wichtig, aber die naivste Annahme — daß es eine feststehende Gruppe von Neuronen für jeden Begriff gibt — ist fast mit Sicherheit falsch.


  Man kann viele anatomische Hirnbereiche voneinander unterscheiden, wie Großhirn, Kleinhirn, Hypothalamus (s. Abb. 66). Das Großhirn bildet den größten Teil des menschlichen Hirns, und es ist unterteilt in eine linke und eine rechte Hälfte. Die äußeren paar Millimeter beider Hälften bestehen aus einer aus verschiedenen Schichten zusammengesetzten „Rinde“, der Großhirnrinde oder dem Kortex. Wieviel Hirnrinde vorhanden ist, ist anatomisch gesehen das Hauptunterscheidungsmerkmal zwischen dem menschlichen Gehirn und dem weniger intelligenter Arten. Wir werden keine der Unterorgane des Hirns im Detail beschreiben, da sich zeigt, daß zum gegenwärtigen Zeitpunkt nur eine ganz grobe Abbildung zwischen solchen großmaßstäblichen Unterorganen und den geistigen und physischen Aktivitäten, für die sie verantwortlich sind, gemacht werden kann. Man weiß zum Beispiel, daß die Sprache in erster Linie von einer der beiden Hälften verarbeitet wird, im allgemeinen von der linken. Sodann ist das Kleinhirn der Ort, von dem aus Impulse zu den Muskeln geschickt werden, um die motorische Aktivität zu steuern. Wie jedoch diese verschiedenen Bereiche ihre Funktionen ausüben, ist noch immer zum großen Teil ein Geheimnis.


  Abbildungen zwischen Gehirnen


  Hier stellt sich nun eine äußerst wichtige Frage. Wenn Denken im Hirn stattfindet wie unterscheiden sich dann zwei Hirne voneinander? Sicher denken Sie nicht genau so wie ich oder jemand anderes es tut. Wir haben aber alle dieselben anatomischen Regionen in unserem Gehirn. Wie weit geht diese Identität der Gehirne? Bis zur Stufe der Neuronen? Ja, wenn man Tiere auf einer genügend tiefen Stufe der Hierarchie des Denkens betrachtet — den unscheinbaren Regenwurm zum Beispiel. Das folgende Zitat stammt von dem Neurophysiologen David Hubel, der anläßlich einer Tagung über Kommunikation mit außerirdischen Intelligenzen sagte:


  Die Anzahl von Nervenzellen in einem Tier wie etwa dem Wurm beträgt, nehme ich an, einige Tausend. Sehr interessant ist die Tatsache, daß wir auf eine bestimmte Zelle in einem bestimmten Wurm deuten und dann die gleiche Zelle, die entsprechende Zelle in einem anderen Regenwurm derselben Art identifizieren können. 1


  Regenwürmer haben isomorphe Gehirne! Man könnte sagen: „Es gibt nur einen Regenwurm.“


  Die Eigenschaft jedoch, daß sich die Gehirne von Individuen ein-eindeutig aufeinander abbilden lassen, verliert sich sehr schnell in dem Maße, in dem man in der Hierarchie des Denkens nach oben geht und die Anzahl der Neuronen ansteigt — und das bestätigt den Verdacht, daß es nicht nur ein menschliches Wesen gibt! Doch läßt sich zwischen verschiedenen menschlichen Hirnen eine beträchtliche materielle Ähnlichkeit feststellen, wenn man sie in einem Maßstab miteinander vergleicht, der größer ist als ein einziges Neuron, aber kleiner als die wichtigsten Teilorgane der Gehirne. Was läßt sich daraus schließen über die Frage, wie geistige Unterschiede zwischen einzelnen Individuen physiologisch im Gehirn repräsentiert sind? Betrachtete man die Verbindungen zwischen meinen Neuronen, könnten wir dann verschiedene Strukturen finden, die sich identifizieren lassen als Codierung gewisser spezifischer Wissensinhalte, die ich kenne, spezifischer Ansichten, die ich habe, spezifischer Hoffnungen, Ängste, Vorlieben und Abneigungen? Wenn dem Gehirn geistige Erfahrungen zugeschrieben werden können, können dann Wissen und andere Aspekte des geistigen Lebens ebenfalls auf spezifische Stellen im Gehirn oder auf spezifische physiologische Teile des Gehirns zurückgeführt werden? Dies wird eine der Hauptfragen sein, zu der wir in diesem und im nächsten Kapitel oft zurückkehren werden.


  Lokalisierung von Denkprozessen: Ein Rätsel


  Um eine Antwort auf die Frage zu erhalten, versuchte der Neurologe Karl Lashley in einer langen Reihe von Experimenten, die um 1920 begannen und viele Jahre dauerten, zu entdecken, wo eine Ratte in ihrem Hirn ihr Wissen über das Durchlaufen eines Labyrinths speichert. In seinem Buch The Conscious Brain beschreibt Steven Rose Lashleys Prüfungen und Kümmernisse wie folgt:


  Lashley versuchte den Ort des Gedächtnisses innerhalb des Kortex zu identifizieren, und um das zu tun, trainierte er zuerst Ratten, Labyrinthe zu durchlaufen, und entfernte sodann verschiedene kortikale Bereiche. Er ließ die Tiere sich erholen und testete, wieviel von der Fähigkeit, sich im Labyrinth zurechtzufinden, ihnen noch blieb. Zu seiner Überraschung war es nicht möglich, einen spezifischen Bereich zu ermitteln, der der Fähigkeit entsprochen hätte, sich im Labyrinth zurechtzufinden. Dagegen erlebten alle die Ratten, bei denen Teile der Großhirnrinde entfernt worden waren, irgendwelche Schäden, und der Umfang dieser Schäden war ungefähr proportional zu der Menge der entfernten Großhirnrinde. Die Entfernung der Großhirnrinde beeinträchtigte die motorischen und sensorischen Fähigkeiten der Tiere, und sie begannen zu humpeln, zu hüpfen, zu rollen oder zu taumeln, aber irgendwie brachten sie es immer fertig, das Labyrinth zu durchqueren. Was die Erinnerung betraf, so schien die Großhirnrinde „äquipotentiell“ zu sein, d. h. daß alle Regionen von gleich groß möglichem Nutzen waren. In der Tat schloß Lashley in seinem letzten Aufsatz In Search of the Engram („Auf der Suche nach dem Engramm“), der 1950 erschien, ziemlich verdrossen, der einzig mögliche Schluß sei der, daß Gedächtnis überhaupt nicht möglich sei. 2


  Merkwürdigerweise wurden ungefähr zu derselben Zeit, in der Lashley seine letzten Arbeiten veröffentlichte, nämlich in den späten vierziger Jahren, in Kanada Anhaltspunkte für den entgegengesetzten Standpunkt gefunden. Der Neurochirurg Wilder Penfield prüfte die Reaktionen von Patienten mit Gehirnoperationen, indem er Elektroden in verschiedene Teile ihres Gehirns einführte und dann mit kleinen elektrischen Stromstößen das Neuron oder die Neuronen stimulierte, an dem die Elektroden befestigt waren. Diese Stöße ähnelten jenen, die von anderen Neuronen kommen. Penfield fand, daß die Stimulation gewisser Neuronen zuverlässig spezifische Bilder oder Empfindungen im Patienten hervorriefen. Diese künstlich evozierten Eindrücke erstreckten sich von seltsamen, aber undefinierbaren Ängsten zu Summtönen und Farben und — am allereindrücklichsten — zu ganzen Folgen von Erlebnissen aus einer früheren Zeit, wie etwa ein Geburtstagsfest in der Kindheit. Die Anzahl von Stellen, die die spezifischen Ereignisse auslösen konnten, waren außerordentlich gering — im Grunde auf ein einziges Neuron konzentriert. Nun stehen diese Ergebnisse von Penfield in dramatischem Gegensatz zu denen von Lashley, da sie anscheinend implizieren, daß eben doch bestimmte Bereiche die Träger spezifischer Erinnerungen sind.


  Was kann man daraus schließen? Eine mögliche Erklärung könnte sein, daß Erinnerungen lokal codiert werden, aber immer und immer wieder an verschiedenen Stellen der Großhirnrinde — vielleicht ein im Zuge der Evolution als Absicherung gegen den allfälligen Verlust von Großhirnrinde bei Kämpfen oder bei von Neurophysiologen durchgeführten Experimenten entwickelte Strategie. Eine andere Erklärung wäre, daß Erinnerungen aus dynamischen Prozessen rekonstruiert werden können, die sich über das ganze Gehirn erstrecken, aber von einzelnen lokalen Punkten aus ausgelöst werden können. Diese Theorie fußt auf dem Prinzip moderner Telefonnetze, bei denen nicht vorhergesagt werden kann, über welche Leitung ein Ferngespräch geführt werden soll, denn diese wird zu dem Zeitpunkt ausgewählt, wenn das Gespräch angemeldet wird, und hängt von der Situation im ganzen Land ab. Würde ein örtlich beschränkter Teil des Netzes zerstört, so würde das die Gespräche nicht blockieren; es würde nur bedeuten, daß sie am beschädigten Teil vorbei umgeleitet würden. In diesem Sinne ist jeder Anruf potentiell unlokalisierbar. Und doch verbindet jeder Anruf zwei spezifische Punkte miteinander — in diesem Sinne läßt sich jeder Anruf lokalisieren.


  Spezifizität bei visuellen Vorgängen


  Einige der interessantesten und bedeutendsten Arbeiten über die Lokalisierung von Gehirnprozessen haben während der letzten fünfzehn Jahre David Hubel und Torsten Wiesel in Harvard durchgeführt. Sie sind den Kanälen für visuelle Wahrnehmungen im Gehirn von Katzen nachgegangen. Sie begannen mit Neuronen in der Netzhaut, verfolgten ihre Verbindungen zum Hinterkopf, durchliefen die „Relaisstation“ des Corpus geniculatum laterale und endeten im Sehkortex ganz hinten im Gehirn. Zunächst ist es in Anbetracht von Lashleys Ergebnissen bemerkenswert, daß es wohldefinierte neurale Pfade überhaupt gibt. Noch bemerkenswerter sind die Eigenschaften der Neuronen, die sich an verschiedenen Punkten des Pfads befinden.


  Es stellt sich heraus, daß die Neuronen der Netzhaut in erster Linie Kontrastsensoren sind. Genauer gesagt, sie verhalten sich so. Jedes Neuron der Netzhaut erregt sich üblicherweise mit einer gewissen „Normalgeschwindigkeit“. Wird sein Teil der Netzhaut von Licht getroffen, wird es sich entweder schneller oder langsamer oder sogar gar nicht erregen. Es wird das jedoch nur unter der Voraussetzung tun, daß die Umgebung weniger erleuchtet ist. Es gibt also zwei Typen von Neuronen: die on-center- und die off-center-Neuronen. Die on-center-Neuronen sind die, deren Erregungsgeschwindigkeit zunimmt, wenn immer in dem kleinen kreisförmigen Teil der Netzhaut, für den sie empfindlich sind, der Mittelpunkt hell, der Randbezirk aber dunkel ist. Die off-center-Neuronen sind diejenigen die sich schneller erregen, wenn im Zentrum Dunkelheit, im äußeren Ring aber Helligkeit herrscht. Wenn einem offcenter-Neuron ein on-center-Muster gezeigt wird, verlangsamt das Neuron die Erregung (und umgekehrt). Gleichmäßige Beleuchtung läßt beide Arten von Netzhaut-Neuronen ungerührt; beider Erregungsgeschwindigkeit wird normal bleiben.


  Von der Netzhaut gehen die Signale über den Sehnerv zum Corpus geniculatum, das irgendwo in der Nähe der Hirnmitte liegt. Dort läßt sich eine direkte Abbildung von der Oberfläche der Netzhaut finden — in dem Sinn, daß es Corpus-geniculatum-Neuronen gibt, die nur durch spezifische Reize, die auf spezifische Teile der Netzhaut fallen, ausgelöst werden. In diesem Sinne ist das Corpus geniculatum enttäuschend; anscheinend ist es nur eine „Relaisstation“ und kein weiterer „Bearbeiter“ (obgleich gerechterweise gesagt werden muß, daß die Kontrastempfindlichkeit im Corpus geniculatum anscheinend gesteigert wird). Das Bild auf der Netzhaut wird auf unkomplizierte Weise in den Erregungsmustern der Neuronen des Corpus geniculatum codiert, und das trotz der Tatsache, daß die Neuronen dort nicht auf einer zweidimensionalen Oberfläche in der Form der Netzhaut angeordnet sind, sondern in einem dreidimensionalen Block. Zwei Dimensionen werden somit auf drei abgebildet, aber die Information bleibt dennoch gewahrt: eine Isomorphie. Es liegt wahrscheinlich eine tiefe Bedeutung in der Änderung der Dimensionalität der Darstellung, über die wir uns noch nicht im klaren sind. Auf jeden Fall gibt es so viele weitere unerklärte Stadien des Sehvorgangs, daß wir nicht enttäuscht, sondern über die Tatsache froh sein sollten, daß wir — bis zu einem gewissen Grad — hier wenigstens ein Stadium erklärt haben!


  Vom Corpus geniculatum gehen die Signale weiter zum Sehkortex. Hier erfolgt die weitere Verarbeitung. Die Zellen des Sehkortex werden in drei Kategorien aufgeteilt: einfache, komplexe und hyperkomplexe. Einfache Zellen verhalten sich wie Netzhautzellen oder solche des Corpus geniculatum, sie reagieren auf punktförmige helle oder dunkle Flecken mit kontrastierender Umgebung in besonderen Bereichen der Netzhaut. Komplexe Zellen dagegen erhalten im allgemeinen einen Input von hundert oder noch mehr anderen Zellen, und sie entdecken helle oder dunkle Bänder, die in bestimmten Winkeln auf der Netzhaut angeordnet sind (s. Abb. 67). Hyperkomplexe Zellen regieren auf Eckpunkte, Bänder oder sogar „Zungen“, die sich in bestimmte Richtungen bewegen (s. wieder Abb. 67). Diese letztgenannten Zellen sind so hoch spezialisiert, daß man sie manchmal „hyperkomplexe Zellen höherer Ordnung“ nennt.


  Eine „Großmutter-Zelle“?


  Als Folge der Entdeckung von Zellen im Sehkortex, die durch Reize ständig wachsender Komplexität erregt werden können, hat man sich gefragt, ob nicht das ganze in die Richtung von „eine Zelle — ein Begriff“ deutet — zum Beispiel hätten Sie dann eine Großmutter-Zelle, die dann, und nur dann, sich erregt, wenn Ihre Großmutter auf der Bildfläche erscheint. Dieses eher humoristische Beispiel einer „superhyperkomplexen“ Zelle ist nicht sehr ernst gemeint. Doch es ist nicht ohne weiteres ersichtlich, welche Alternativtheorie vernünftig erscheint. Eine Möglichkeit wäre, daß größere neurale Netze durch genügend komplexe optische Reize kollektiv erregt werden. Natürlich müßte die Auslösung dieser größeren und aus vielen Neuronen bestehenden Einheiten irgendwie von der Aufnahme von Signalen herrühren, die von vielen hyperkomplexen Zellen stammen. Aber wie das vor sich gehen könnte, weiß niemand. Gerade wenn wir uns der Schwelle zu nähern scheinen, wo aus dem „Signal“ ein „Symbol“ entstehen könnte, verliert sich die Spur — eine quälend unvollendete Geschichte. Wir werden in Kürze darauf zurückkommen und versuchen, einiges davon zu vervollständigen.


  Weiter oben habe ich schon die grobkörnige Isomorphie aller menschlichen Gehirne erwähnt, die auf einer großen anatomischen Skala existiert, und die sehr feinkörnige
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  Abb. 67. Reaktionen von gewissen Neuronen auf Muster:
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        Dieses Neuron sucht nach senkrechten Kanten, links hell, rechts dunkel. Die erste Spalte zeigt, daß die Ausrichtung einer Kante für dieses Neuron maßgeblich ist. Die zweite Spalte zeigt, daß die Lage innerhalb des Felds für dieses besondere Neuron unwichtig ist.

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        Dies zeigt, wie eine hyperkomplexe Zelle differenzierter reagiert: in diesem Fall nur, wenn die absteigende „Zunge“ sich in der Mitte des Felds befindet.
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        Die Reaktionen einer hypothetischen „Großmutterzelle“ auf verschiedene beliebige Reize; der Leser hat vielleicht Spaß daran, darüber nachzudenken, wie eine Oktopus-Zelle auf die gleichen Reize reagieren würde.

      
    

  


  Isomorphie auf dem Niveau der Neuronen, die zwischen den Gehirnen von Regenwürmern existiert. Es ist nicht uninteressant, daß auch zwischen dem Sehapparat von Katzen, Affen und Menschen Isomorphie besteht. Sie liegt irgendwo zwischen „grob“ und „fein“. Jene Isomorphie funktioniert wie folgt: Zuerst haben alle drei Arten „spezialisierte“ Bereiche in der Großhirnrinde im hinteren Teil des Gehirns, wo die Verarbeitung optischer Eindrücke stattfindet: den Sehkortex. Zweitens ist bei allen der Sehkortex in drei Teilbereiche gegliedert, Bereiche 17, 18 und 19 der Großhirnrinde genannt. Sie sind noch immer universal in dem Sinne, daß man sie im Gehirn jedes normalen Individuums in jeder der drei Arten lokalisieren kann. Innerhalb eines jeden dieser Bereiche kann man noch weiter gehen und so zur „säulenartigen“ Organisation des Sehkortex kommen. Senkrecht zur Oberfläche des Kortex und sich strahlenförmig ins Innere des Gehirns erstreckend, sind die optischen Neuronen in „Säulen“ angeordnet — d. h. fast alle Beziehungen verlaufen in radialer Richtung, und nicht zwischen den Säulen. Und jede Säule bildet sich auf ein kleines, spezifisches Gebiet der Netzhaut ab. Die Anzahl der Säulen ist für kein Individuum gleich; die „gleiche Säule“ läßt sich also nirgends finden. Schließlich gibt es innerhalb einer Säule Schichten, in denen sich simple Neuronen finden, und andere, in denen sich komplexe Neuronen finden. (Die hyperkomplexen Neuronen finden sich vorwiegend in den Bereichen 18 und 19, während die einfachen und komplexen hauptsächlich im Bereich 17 vorkommen.) Anscheinend haben wir auf dieser Stufe keine Isomorphie mehr. Von hier aus abwärts zur Ebene der individuellen Neuronen hat jede individuelle Katze, jeder Affe und jeder Mensch ein vollkommen einzigartiges Muster — so etwas wie einen Fingerabdruck oder eine Unterschrift.


  Ein weniger wichtiger, aber vielleicht bezeichnender Unterschied zwischen der Verarbeitung optischer Eindrücke im Gehirn von Katzen und Affen steht in Zusammenhang mit der Phase, in welcher die Informationen von beiden Augen integriert werden, um ein kombiniertes Signal höherer Ordnung zu bilden. Es zeigt sich, daß das beim Affen etwas später geschieht als bei der Katze, und das läßt etwas mehr Zeit, das jeweilige Signal des einzelnen Auges für sich allein zu verarbeiten. Allzu überraschend ist das nicht, denn es ist wohl zu erwarten, daß je höher eine Spezies in der Hierarchie der Intelligenz steht, desto komplexer die Probleme sein werden, die vom Sehapparat zu verarbeiten sind; deshalb müssen Signale immer früher bearbeitet werden, bevor sie ein endgültiges „Etikett“ erhalten. Das wird lebhaft bestätigt durch Beobachtungen über die Sehfähigkeit eines neugeborenen Kalbs, das offensichtlich mit genau so viel Fähigkeiten, visuelle Unterschiede wahrzunehmen, zur Welt kommt, wie es jemals haben wird. Es wird vor Menschen und Hunden zurückschrecken, nicht aber vor Vieh. Wahrscheinlich ist das gesamte visuelle System vor der Geburt bereits „fest verdrahtet“ und braucht relativ wenig Verarbeitung in der Gehirnrinde. Andererseits braucht das visuelle System des Menschen, das so sehr von der Gehirnrinde abhängt, mehrere Jahre bis zur Reife.


  In neurale Module trichtern


  Eine merkwürdige Tatsache bei den bisher gemachten Entdeckungen über den Aufbau des Gehirns ist, daß nur wenige direkte Entsprechungen zwischen Hardware in großem Maßstab und Software höherer Stufe gefunden worden sind. Der Sehkortex zum Beispiel ist ein Stück Hardware großen Maßstabs, das aber völlig für einen Software-Zweck eingesetzt wird — die Verarbeitung visueller Information —, und doch findet die ganze Verarbeitung, die wir bis jetzt entdeckt haben, noch immer auf ganz niedriger Stufe statt. Nichts ist im Sehkortex lokalisiert worden, das dem Erkennen von Objekten auch nur nahe käme. Das bedeutet, daß niemand weiß, wo und wie der Output von komplexen und hyperkomplexen Zellen in das bewußte Erkennen von Formen, Bildern, Gesichtern usw. umgesetzt wird. Man hat nach Anzeichen für die „Eintrichterung“ vieler Reaktionen von Neuronen niedriger Stufe in immer weniger von solchen hoher Stufe gesucht, was dann etwa in der sprichwörtlichen Großmutterzelle oder einer Art multineuralen Netzwerks gipfeln würde, wie oben erwähnt. Klar ist, daß das nicht bei einer groben anatomischen Aufteilung des Gehirns gefunden werden wird, sondern eher in einer Analyse mikroskopischer Natur.


  Eine mögliche Alternative zur Großmutter-Zelle wäre ein fester Satz von Neuronen, sagen wir ein paar Dutzend, am engen Ende des „Trichters“, die alle sich erregen, wenn Oma erscheint. Und für jedes einzelne erkennbare Objekt gäbe es ein einzigartiges Netz und einen „Trichterprozeß“, der auf dieses Netz konzentriert wäre. Es gibt noch kompliziertere Alternativen ähnlichen Aufbaus, einschließlich solcher Netzwerke, die auf verschiedene Arten anstatt nur in feststehender Weise angeregt werden können. Solche Netze wären dann die „Symbole“ in unserem Gehirn.


  Ist aber ein solcher Trichter notwendig? Vielleicht wird ein Gegenstand, den man betrachtet, implizit durch seine „Signatur“ im Sehkortex identifiziert, d. h. durch die Reaktion von einfachen, komplexen und hyperkomplexen Zellen zusammengenommen. Vielleicht braucht das Gehirn gar keine weiteren Erkennungsinstrumente für eine besondere Form. Diese Theorie führt aber zu folgendem Problem: Nehmen wir an, wir betrachten eine Szene. Sie prägt ihre Signatur auf den Sehkortex — aber wie gelangt man von dieser Signatur zu einer verbalen Beschreibung der Szene? Zum Beispiel verlangen die Bilder des französischen Post-Impressionisten Edouard Vuillard ein paar Sekunden genauer Betrachtung, und dann springt Ihnen plötzlich eine menschliche Gestalt ins Auge. Vermutlich wird die Signatur im ersten Bruchteil einer Sekunde dem Sehkortex aufgeprägt — aber verstanden wird dieses Bild erst nach ein paar Sekunden. Das ist nur ein Beispiel für ein tatsächlich sehr allgemeines Phänomen — das Gefühl, daß im Augenblick des Erkennens etwas im Geist „kristallisiert“, und zwar nicht, wenn die Lichtstrahlen auf die Netzhaut treffen, sondern etwas später, nachdem ein Teil unserer Intelligenz Gelegenheit gehabt hat, auf die Signale der Netzhaut zu reagieren.


  Die Metapher der Kristallisation ergibt ein hübsches, von der statistischen Mechanik abgeleitetes Bild — Myriaden von mikroskopischen und unzusammenhängenden Aktivitäten in einem Medium, die langsam hie und da zusammenhängende Regionen schaffen, die sich ausbreiten und wachsen; schließlich werden die Myriaden geringfügiger Ereignisse eine vollständige strukturelle Umstellung ihres Mediums von unten nach oben bewirkt haben, so daß aus einer chaotischen Anhäufung unabhängiger Elemente eine große zusammenhängende und gegliederte Struktur entsteht. Wenn man sich die ursprünglichen neuralen Aktivitäten als voneinander unabhängig vorstellt, und das Endprodukt ihrer vielen unabhängigen Erregungen als die Auslösung eines wohldefinierten großen „Moduls“ von Neuronen, dann scheint das Wort „Kristallisation“ sehr passend.


  Ein anderes Argument für die „Trichter“-Theorie beruht auf der Tatsache, daß es Myriaden von Einzelszenen gibt, die veranlassen können, daß man denkt, man habe das gleiche Objekt wahrgenommen — zum Beispiel die Großmutter, die lächelt oder zürnt, einen Hut trägt oder auch keinen, in einem hellen Garten oder in einem dunklen Bahnhof, von nahe oder von ferne betrachtet, von vorn oder von der Seite, usw. All diese Szenen ergeben völlig verschiedene Signaturen auf dem Sehkortex; aber alle können uns veranlassen: „Hallo, Oma!“ zu sagen. Es muß also an einem gewissen Punkt — nach der Aufnahme der visuellen Signatur und bevor die Wörter ausgesprochen werden — ein Trichterprozeß stattgefunden haben. Nun könnte man behaupten, daß dieser Trichter nicht ein Teil unserer Wahrnehmung von Oma, sondern einfach ein Teil der Verbalisierung sei. Es scheint aber ganz unnatürlich, den Vorgang auf diese Weise aufzuteilen, denn man könnte die Information, daß das Oma ist, „intern“ gebrauchen, ohne sie zu verbalisieren. Es wäre höchst unhandlich, alle Information im Sehkortex zu verarbeiten, wenn doch soviel von ihr weggeworfen werden kann. Es ist ja unwichtig, wie die Schatten fallen oder wieviele Knöpfe an Omas Bluse sind, usw.


  Eine weitere Schwierigkeit der Theorie, daß kein Trichterprozeß stattfindet ist die, daß sie erklären muß, wie es möglich ist, einzelne Signaturen verschieden zu interpretieren, zum Beispiel Eschers Bild Konkav und Konvex (Abb. 23). Genauso wie es uns selbstverständlich scheint, daß wir nicht einfach Punkte auf einem Fernsehbildschirm sehen, sondern Ballungen, so lächerlich ist die Behauptung, daß Wahrnehmung stattgefunden habe, wenn eine riesige punktähnliche „Signatur“ auf dem Sehkortex gebildet worden ist. Ein Trichtervorgang muß stattgefunden haben, dessen Endergebnis es ist, gewisse Module von Neuronen auszulösen, von denen jeder den Vorstellungen — den Ballungen — in der Szene zugeordnet ist.


  Module, die Denkvorgänge vermitteln


  Wir kommen also zu dem Schluß, daß zu jedem Begriff ein ziemlich wohldefiniertes Modul existiert, das ausgelöst werden kann — ein Modul, das aus einer kleinen Anzahl von Neuronen besteht — ein „neuraler Komplex“ von der früher dargelegten Art. Ein Problem bei dieser Theorie — zumindest wenn man sie naiv versteht — ist, daß sie den Gedanken nahelegt, man könne solche Module irgendwo im Gehirn lokalisieren. Das ist noch nicht gelungen, und gewisse Befunde wie etwa Lashleys Experimente sprechen gegen Lokalisierungen. Doch ist es noch zu früh, etwas darüber zu sagen. Vielleicht sind viele Kopien jedes Moduls im Hirn verstreut, oder Module überlappen sich physisch; beide Effekte würden dahin tendieren, eine Aufteilung von Neuronen in „Pakete“ zu verwischen. Vielleicht sind die Komplexe wie ganz dünne Crêpes aufeinander geschichtet, die sich gelegentlich durchdringen; vielleicht sind sie wie lange Nattern, die sich gegenseitig umeinander herum winden, und hie und da abgeplattet sind wie der Kopf einer Kobra; vielleicht sind sie wie Spinnweben; oder vielleicht gibt es Kreisbahnen, in den die Signale sich in seltsameren Formen als dem Flug einer nach Schnaken hungrigen Schwalbe bewegen. Man weiß es nicht. Es ist sogar möglich, daß die Module Software- und nicht Hardware-Phänomene sind, aber das werden wir später besprechen.


  Im Zusammenhang mit den hypothetischen neuralen Komplexen tauchen viele Fragen auf; zum Beispiel:


  Erstrecken sie sich in die tieferen Bereiche des Gehirns, wie etwa das Mittelhirn, den Hypothalamus, usw.?


  Kann ein einzelnes Neuron mehr als einem solchen Komplex angehören?


  Zu wievielen solcher Komplexe kann ein einzelnes Neuron gehören?


  Und wieviel Neuronen können solche Komplexe einander überlappen?


  Sind diese Komplexe bei jedermann etwa gleich?


  Finden sich entsprechende Komplexe an entsprechenden Stellen im Gehirn verschiedener Menschen?


  Überlagern sie sich in jedermanns Gehirn in gleicher Weise?


  Vom philosophischen Gesichtspunkt aus ist die wichtigste Frage: Was würde die Existenz von Modulen — zum Beispiel eines Großmutter-Moduls — uns sagen? Gäbe uns das irgendwelche Einsichten in das Phänomen unseres eigenen Bewußtseins? Oder würde es uns ebenso über das Wesen des Bewußtseins im dunkeln lassen wie das Wissen, daß das Gehirn aus Neuronen und Glia zusammengesetzt ist? Wie man wohl aus der Lektüre der ... emsigen Fuge erraten hat, wäre die Existenz von Modulen meiner Ansicht nach ein großer Schritt zum Verständnis des Phänomens des Bewußtseins. Der zu vollziehende entscheidende Schritt ist der von einer Beschreibung niedriger Stufe — Neuron um Neuron — zu einer Beschreibung hoher Stufe — Modul um Modul — des gleichen Zustands, des gleichen Gehirns. Oder, um zu unserer anschaulichen Terminologie der ... emsigen Fuge zurückzukehren: wir wollen die Beschreibung eines Zustands des Gehirns von der Signal- auf die Symbolstufe verschieben.


  Aktive Symbole


  Wir wollen von jetzt an diese hypothetischen neuralen Komplexe, neuralen Module, Neuronenpakete, Neuronennetze, Multineuronen-Gebilde — man nenne sie wie man will, ob in der Form von dünnen Crêpes oder fetten Nattern, Spinnengewebs oder viehischen Gattern, Schneeflocken auch (falls wir die noch nicht hatten) — als Symbole bezeichnen. Auf eine Beschreibung eines Gehirnzustands vermittels der Symbole wurde im Dialog angespielt. Wie sähe eine solche Beschreibung aus? Was für Vorstellungen lassen sich vernünftigerweise „symbolisieren“? Was für Beziehungen hätten Symbole zueinander? Und welche Einsicht in das menschliche Bewußtsein würde dieses ganze Bild bieten?


  Zu betonen ist zunächst einmal, daß Symbole entweder schlummernd oder wach (aktiviert) sein können. Ein aktives Symbol ist eines, das ausgelöst worden ist, d. h. indem eine Schwellenzahl von Neuronen durch von außen kommende Reize erregt worden ist. Da ein Symbol auf viele verschiedene Arten ausgelöst werden kann, kann es sich, wenn erwacht, auf viele verschiedene Arten verhalten. Das legt nahe, ein Symbol nicht als eine feststehende, sondern als eine variable Einheit zu betrachten. Deshalb würde es nicht genügen, einen Gehirnzustand dadurch zu beschreiben, daß man sagt: „Die Symbole A, B, ..., N sind alle aktiv"; vielmehr müßten wir zusätzlich für jedes aktive Symbol eine Anzahl von Parametern liefern, die einige Aspekte des inneren Funktionierens kennzeichnet. Es ist eine interessante Frage, ob sich in jedem Symbol gewisse Stammneuronen befinden, die sich unfehlbar erregen, wenn das Symbol aktiviert worden ist. Wenn solch ein „Stamm“ existiert, können wir ihn den „invariablen Stamm“ des Symbols nennen. Es ist verlockend anzunehmen, daß jedes Mal , wenn man, sagen wir, an einen Wasserfall denkt, ein feststehender neuraler Ablauf sich wiederholt, ohne Zweifel in verschiedener Weise, je nach Kontext ausgeschmückt, aber mit Sicherheit stattfindend. Es ist jedoch nicht klar, ob das so sein muß.


  Was tut nun ein Symbol, wenn es „erwacht“ ist. Eine Beschreibung niedriger Stufe würde lauten: „Viele seiner Neuronen erregen sich“. Das interessiert uns aber nicht mehr. Die Beschreibung höherer Stufe sollte jede Erwähnung von Neuronen ausmerzen und sich ausschließlich auf Symbole konzentrieren. So wäre eine Beschreibung hoher Stufe dessen, was ein Symbol aktiv macht — im Unterschied von ruhenden: „Es sendet Botschaften oder Signale, die den Zweck haben, andere Symbole wach zu machen oder deren Aktivität auszulösen.“ Natürlich würden diese Botschaften als Ströme von Nervenimpulsen von Neuronen getragen — aber insofern wir eine solche Ausdrucksweise vermeiden können, sollten wir es tun, weil es eine Betrachtungsweise niedrigerer Stufe darstellt, und wir doch hoffen, daß wir gänzlich auf der höheren Stufe verbleiben können. Mit anderen Worten: wir hoffen, daß man sich seine Denkprozesse gegen neurale Ereignisse versiegelt vorstellen kann, so wie das Verhalten einer Uhr gegen die Gesetze der Quantenmechanik versiegelt ist oder die Zellbiologie gegen die Gesetze der Quarks.


  Was aber ist der Vorteil dieser Anschauung höherer Stufe? Warum ist es besser zu sagen, die „Symbole A und B lösten Symbol C aus“, als „die Neuronen 183 bis einschließlich 612 brachten Neuron 75 dazu, sich zu erregen“? Diese Frage wurde in der ... emsigen Fuge beantwortet: Es ist besser, weil Symbole eben Dinge symbolisieren, Neuronen aber nicht. Symbole sind die Hardware-Realisierungen von Vorstellungen. Während eine Gruppe von Neuronen, die ein anderes Neuron auslöst, mit keinen Geschehnissen der Außenwelt korrespondiert, hat die Auslösung eines Symbols durch andere Symbole eine Beziehung zu den Geschehnissen in der Außenwelt — oder in einer imaginären Welt. Symbole stehen miteinander durch die Botschaft in Verbindung, die sie hin und her schicken können — und zwar so, daß ihre Auslösemuster den großmaßstäblichen Ereignissen sehr ähnlich sind, die in der Welt oder in einer der unseren ähnlichen Welt geschehen. Im wesentlichen ergibt sich Bedeutung aus dem gleichen Grund wie im pg-System — Isomorphie. Nur ist die Isomorphie hier unendlich komplexer, subtiler, heikler, vielseitiger und intensionaler.


  Übrigens genügt wahrscheinlich die Voraussetzung, daß Symbole komplizierte Botschaften hin und her befördern können, um auszuschließen, daß Neuronen selbst die Rolle von Symbolen übernehmen. Da ein Neuron nur eine einzige Möglichkeit hat, Information aus sich heraus zu senden, und keine Möglichkeit, ein Signal selektiv bald in diese, bald in jene Richtung zu leiten, besitzt es ganz einfach nicht die Fähigkeit, andere Neuronen selektiv auszulösen, wie sie ein Symbol haben muß, um sich wie ein Gegenstand der wirklichen Welt zu verhalten. In seinem Buch The lnsect Societies macht E. O. Wilson eine ähnliche Feststellung darüber, wie die Botschaften sich innerhalb von Ameisenkolonien verbreiten:


  [Massenkommunikation] ist definiert als die Übertragung, zwischen Gruppen, von Information, die ein einzelnes Individuum nicht an ein anderes weitergeben könnte.3


  Gar kein so schlechtes Bild, das Gehirn als Ameisenkolonie!


  Die nächste Frage, und zwar eine außerordentlich wichtige, betrifft das Wesen und den „Umfang“ der Vorstellungen, die im Gehirn durch einzelne Symbole repräsentiert werden. Was das Wesen der Symbole betrifft, stellen sich Fragen wie: Gibt es ein Symbol für den allgemeinen Begriff „Wasserfall“, oder gibt es verschiedene Symbole für verschiedene spezifische Wasserfälle? Oder sind beide Alternativen möglich? Was den „Umfang“ anbelangt, so könnte man fragen: Gibt es ein Symbol für eine ganze Geschichte? Oder für eine Melodie? Oder einen Scherz? Oder ist es wahrscheinlicher, daß es Symbole nur für Begriffe gibt, die grob gesprochen der Länge von Wörtern entsprechen, und daß umfangreichere Gebilde wie etwa Redewendungen oder Sätze durch die gleichzeitige oder aufeinanderfolgende Aktivierung verschiedener Symbole repräsentiert werden?


  Betrachten wir das Problem des Umfanges der durch Symbole repräsentierten Begriffe. Die meisten in Sätzen ausgedrückten Gedanken setzen sich aus elementaren, quasi atomaren, Bestandteilen zusammen, die wir im allgemeinen nicht weiter analysieren. Diese haben — grob gefaßt — etwa den Umfang von Worten — mal etwas länger, mal ein bißchen kürzer. Zum Beispiel sind das Hauptwort „Wasserfall“, der Eigenname „Niagara-Fälle“, das Verbal-Suffix der Vergangenheit „te“, das Verbum „einholen“, und längere idiomatische Redewendungen alle nahe am Atomaren. Es sind typische elementare Pinselstriche, die wir zum Malen von Porträts von komplexeren Vorstellungen brauchen — zum Beispiel die Handlung eines Films, die Atmosphäre einer Stadt, das Wesen des Bewußtseins, usw. Derartige komplexe Vorstellungen sind nicht einzelne Pinselstriche. Es ist wohl vernünftig anzunehmen, daß die sprachlichen Pinselstriche auch die gedanklichen sind, und daß deshalb Symbole Begriffe von ungefähr dieser Größe repräsentieren. So wäre grob gesprochen das Symbol etwas, für das man ein Wort oder eine feststehende Wendung hat oder das man mit einem Eigennamen assoziiert. Die Repräsentation einer komplexeren Idee im Gehirn, wie ein Problem in einer Liebesaffäre, wäre eine sehr komplizierte Folge von Aktivierungen von verschiedenen Symbolen durch andere Symbole.


  Klassen und Einzelfälle


  Es gibt hinsichtlich des Denkens eine allgemein gültige Unterscheidung: die zwischen Kategorien und Individuen oder Klassen und Einzelfällen. Auf den ersten Blick könnte es scheinen, daß ein bestimmtes Symbol seiner Natur nach entweder ein Symbol für eine Klasse oder ein Symbol für einen Einzelfall wäre — aber dies ist eine zu große Vereinfachung. In Wirklichkeit können die meisten Symbole beide Rollen spielen, je nach dem Kontext ihrer Aktivierung. Man betrachte zum Beispiel die nachstehende Liste:


  1) eine Veröffentlichung


  2) eine Zeitung


  3) Die Frankfurter Allgemeine Zeitung


  4) die FAZ-Ausgabe vom 18. Mai


  5) mein Exemplar der FAZ-Ausgabe vom 18. Mai


  6) mein Exemplar der FAZ-Ausgabe vom 18. Mai, wie es war, als ich es zuerst zur Hand nahm (im Gegensatz zu meinem Exemplar, wie es ein paar Tage später war: in meinem Kamin brennend).


  Hier spielen die Zeilen 2 bis 5 beide Rollen. So ist Zeile 4 ein Einzelfall der allgemeinen Klasse von Zelle 3, und Zeile 5 ein Einzelfall von Zeile 4. Zeile 6 ist eine besondere Art von einem Einzelfall einer Klasse: eine Manifestation. Die während der Lebensgeschichte eines Objekts durchlaufenen Stadien sind seine Manifestationen. Eine interessante Überlegung ist die, ob die Kühe auf einem Bauernhof das invariante Individuum wahrnehmen, das all den Manifestationen des fröhlichen Bauern, der sie mit Heu füttert, zugrunde liegt.


  Das Prototyp-Prinzip


  Die vorstehende Liste scheint eine Hierarchie der Allgemeingültigkeit zu sein — oben eine sehr weit gefaßte begriffliche Kategorie, zuunterst ein sehr unscheinbares, in Raum und Zeit lokalisiertes Einzelding. Indessen ist die Vorstellung, eine Klasse müsse immer enorm breit und abstrakt sein, viel zu eng. Der Grund hierfür ist, daß unser Denken sich eines sinnreichen Prinzips bedient, das man das Prototyp-Prinzip nennen könnte:


  Das spezifischste Ereignis kann als ein allgemeines


  Muster einer Klasse von Ereignissen dienen.


  Jedermann weiß, daß spezifische Ereignisse eine Lebhaftigkeit besitzen, die sich dem Gedächtnis so stark einprägen, daß sie später als Modelle für andere Ereignisse dienen können, die ihnen irgendwie gleichen. So steckt in jedem spezifischen Ereignis der Keim für eine ganze Klasse ähnlicher Ereignisse. Die Idee, daß im Spezifischen Allgemeinheit liegt, ist von großer Wichtigkeit.


  Nun kann man natürlich fragen: Repräsentieren die Symbole im Gehirn Klassen oder Einzelfälle? Gibt es gewisse Symbole, die nur Klassen, und andere, die nur Einzelfälle repräsentieren? Oder kann ein einzelnes Symbol entweder als Klassen- oder als Einzelfallsymbol dienen, je nachdem, welche seiner Teile aktiviert wurden? Die letzte Theorie scheint einleuchtend; man könnte meinen, daß eine „leichte“ Aktivierung eines Symbols eine Klasse repräsentieren könnte, und daß eine tiefergehende oder komplexere Aktivierung detaillierte innere neurale Erregungsmuster enthielte und somit einen Einzelfall darstellte. Genau betrachtet ist das aber verrückt: Es würde zum Beispiel bedeuten, daß man durch die Aktivierung des Symbols für „Veröffentlichung“ auf hinreichend komplexe Art das sehr komplexe Symbol erhielte, das eine spezifische Zeitung, die in meinem Kamin brennt, repräsentiert. Und jede andere mögliche Manifestation jedes anderen Stücks bedruckten Papiers wäre intern durch irgendeine Art der Aktivierung des einzelnen Symbols für „Veröffentlichung“ repräsentiert. Das scheint eine viel zu große Bürde für das einzige Symbol „Veröffentlichung“. Man kann deshalb schließen, daß Symbole für Einzelfälle neben Klassensymbolen stehen können und nicht einfach Aktivierungsarten dieser letzteren sind.


  Die Abspaltung der Einzelfälle von Klassen


  Andererseits erben Einzelfallsymbole oft viele ihrer Eigenschaften von den Klassen, zu denen die Einzelfälle gehören. Wenn ich ihnen sage, daß ich einen Film gesehen habe, werden Sie damit beginnen, ein neues Einzelfallsymbol für diesen Film zu „prägen“. Mangels zusätzlicher Information wird das neue Einzelsymbol sich ziemlich stark auf Ihr bereits existierendes Klassensymbol für „Film“ stützen. Ohne es zu wissen, werden Sie sich auf eine große Menge von vorgefaßten Meinungen über den Film verlassen, zum Beispiel daß er eine bis drei Stunden dauert, daß er in einem örtlichen Kino gezeigt wurde, daß er eine Geschichte von gewissen Leuten erzählt, usw. Diese sind in das Klassensymbol eingebaut, als vermutliche Verbindung zu anderen Symbolen (d. h. potentielle Auslösebeziehungen), und man nennt sie default options („nicht eingelöste Optionen“). In jedem neu geprägten Einzelfallsymbol kann man diese „default options“ leicht umgehen, aber wenn das nicht explizit getan wird, werden sie als vom Klassensymbol geerbt im Einzelfallsymbol verbleiben. Bis sie umgangen sind, liefern sie eine vorläufige Grundlage für ihre Gedanken über den neuen Einzelfall — zum Beispiel den Film, den ich mir anschaute — indem man die vernünftigen Annahmen verwendet, die vom „Stereotyp“ oder vom Klassensymbol geliefert werden.


  Ein neuartiger und einfacher Einzelfall ist wie ein Kind ohne eigene Ideen oder Erfahrungen — es verläßt sich völlig auf die Erfahrungen und Meinungen der Eltern und wiederholt sie einfach. Allmählich aber, mehr und mehr mit der übrigen Welt interagierend, erwirbt das Kind seine eigenen besonderen Erfahrungen und beginnt unvermeidlicherweise sich von seinen Eltern abzuspalten. Schließlich wird das Kind zum selbständigen Erwachsenen. In der selben Weise kann sich ein neuer Einzelfall allmählich von seiner Elternklasse abspalten und selber eine Klasse oder ein Prototyp werden.


  Um solch einen Abspaltungsprozeß zu illustrieren, wollen wir annehmen, daß Sie an einem Samstagnachmittag Ihr Radio andrehen, und zufällig in die Reportage eines Fußballspiels zwischen zwei „zufälligen“ Mannschaften stoßen. Zunächst kennen Sie die Namen der Spieler beider Parteien nicht. Alles was Sie aufnehmen, wenn der Kommentator sagt: „... wird Palindromi zwei Meter vor dem Strafraum unsanft vom Ball getrennt“ ist, daß ein Spieler einen anderen angerempelt oder zu Fall gebracht hat. Es ist also ein Fall der Aktivierung des Klassensymbols „Fußballspieler“ mit einer Art koordinierter Aktivierung des Symbols für „anrempeln“. Dann aber beginnen Sie, ein neues Einzelfallsymbol eigens für Palindromi aufzubauen, und zwar in dem Maß, in dem er in einigen anderen Spielszenen genannt wird, wobei vielleicht sein Name als Mittelpunkt dient.


  Das Symbol hängt, wie ein Kind, vom Klassensymbol für „Fußballspieler“ ab: Der größte Teil Ihrer Vorstellung von Palindromi liefert Ihnen die stereotype Vorstellung von einem Fußballspieler, wie er im „Fußballspieler“-Symbol enthalten ist. Allmählich aber, wenn Sie mehr Informationen erreichen, wird das „Palindromi“-Symbol autonomer und hängt immer weniger von der gleichzeitigen Aktivierung seines Elternklassensymbols ab. Das kann innerhalb von ein paar Minuten geschehen, wenn Palindromi ein paar gute Spielzüge macht und sich so auszeichnet. Seine Mitspieler jedoch können aber noch immer durch Aktivierung des Klassensymbols repräsentiert werden. Schließlich — vielleicht wenn Sie einige Tage später die Sportseiten Ihrer Zeitung gelesen haben — reißt die Nabelschnur, und Palindromi kann auf eigenen Füßen stehen. Sie wissen nun Bescheid über Dinge wie seinen Heimatort und seine Hochzeit vor zwei Monaten; Sie kennen sein Gesicht, usw. An diesem Punkt sieht man Palindromi nicht mehr einfach als Fußballspieler an, sondern als einen Menschen, der zufällig auch ein Fußballspieler ist. „Palindromi“ ist ein Einzelfallsymbol, das aktiv werden kann, während sein Elternklassensymbol (Fußballspieler) ruht.


  Anfänglich war das Palindromi-Symbol ein Satellit, der um das Muttersymbol kreiste wie ein künstlicher Satellit um die Erde, die so viel größer und massiver ist. Dann kam das Zwischenstadium, in dem ein Symbol wichtiger war als das andere — aber man sah, wie sie umeinander kreisen — etwa wie Erde und Mond. Schließlich wurde das neue Symbol ganz autonom; jetzt könnte es leicht als Klassensymbol dienen, um das herum neue Satelliten zu rotieren beginnen — Symbole für andere Menschen, weniger vertraut als Palindromi, die aber etwas mit ihm gemeinsam haben und für die er als zeitweiliger „Stereotyp“ dienen kann, bis man mehr Information erworben hat und auch die neuen Symbole autonom werden können.


  Die Schwierigkeit, Symbole zu entwirren


  Diese Phasen des Wachstums und schließlich der Loslösung eines Einzelfalles von einer Klasse unterscheiden sich voneinander durch die Art und Weise, in der die betreffenden Symbole miteinander verknüpft sind. Ohne Zweifel wird es manchmal sehr schwierig sein, zu entscheiden, wo ein Symbol aufhört und das andere beginnt. Wie „aktiv“ ist das eine Symbol verglichen mit dem andern? Wenn eines unabhängig vom anderen aktiviert werden kann, dann könnte man sie vernünftigerweise „autonom“ nennen.


  Wir haben oben eine astronomische Metapher verwendet, und interessant ist es nun, daß dieses Problem der Planetenbewegung ein äußerst komplexes ist — tatsächlich ist das allgemeine Problem von drei Körpern, die vermittels der Schwerkraft aufeinander einwirken (wie etwa Erde, Mond und Sonne) sogar nach mehreren Jahrhunderten der Forschung noch längst nicht gelöst. Eine Situation jedoch, in der es möglich ist, gute Annäherungswerte zu erzielen, liegt dann vor, wenn ein Körper sehr viel mehr Masse hat als die beiden anderen (in unserem Beispiel also die Sonne); dann leuchtet es ein, daß man diesen Körper als stillstehend betrachtet, während die beiden andern um ihn rotieren; zusätzlich kann dann schließlich die Interaktion der beiden Satelliten berücksichtigt werden. Die Annäherung beruht jedoch darauf, daß man das System aufteilt in die Sonne und ein „Gespann“: das System Erde/Mond. Das ist eine Annäherung, aber sie befähigt uns, das System sehr weitgehend zu verstehen. Wie weit ist dieses „Gespann“ ein Teil der Wirklichkeit und wie weit ist es ein Gedankenprodukt, eine Struktur, die der Mensch dem Universum auferlegt? Dieses Problem der „Wirklichkeit“ von Grenzen zwischen dem, was wir als autonome und halbautonome Gespanne wahrgenommen haben, wird uns endlose Schwierigkeiten bereiten, wenn wir es mit den Symbolen im Gehirn in Verbindung bringen.


  Eine außerordentlich knifflige Frage ist die nach dem simplen Problem des Plurals. Wie stellen wir uns, sagen wir mal, drei Hunde in einer Teetasse vor? Oder ein paar Leute in einem Aufzug? Beginnen wir mit dem Klassensymbol für „Hund“ und ziehen wir dann drei „Kopien“ von ihm ab? Das heißt stellen wir drei neue Einzelfallsymbole her, indem wir das Klassensymbol „Hund“ als Schablone benützen? Oder aktivieren wir die Symbole „drei“ und „Hund“ gemeinsam? Indem wir der uns vorschwebenden Szene mehr oder weniger Details zufügen, wird es schwierig, diese beiden Theorien aufrecht zu erhalten. Zum Beispiel haben wir sicher kein separates Einzelfallsymbol für jede Nase, jeden Schnurrbart, jedes Salzkorn, usw., die wir jemals gesehen haben. Wir überlassen es den Klassensymbolen, sich mit zahlreichen derartigen Objekten abzugeben, und wenn wir Leuten auf der Straße begegnen, die einen Schnurrbart tragen, aktivieren wir einfach irgendwie das „Schnurrbart“-Klassensymbol, ohne neue Einzelfallsymbole zu prägen, wenn wir sie nicht sorgfältig erforschen.


  Wenn wir andererseits anfangen, Individuen zu unterscheiden, können wir nicht mehr auf ein einzelnes Klassensymbol abstellen (z. B. „Person“), das sich zur gleichen Zeit über all die verschiedenen Menschen erstreckt. Selbstverständlich müssen für einzelne Personen separate Einzelfallsymbole entstehen. Es wäre lächerlich, sich vorzustellen, daß das durch „Jonglieren“ geschehen könnte, d. h. dadurch, daß das einzelne Klassensymbol zwischen verschiedenen Aktivierungsmodi (einem pro Person) hin und her flitzt.


  Zwischen den Extremen muß doch wohl Raum für dazwischenliegende Fälle verschiedenster Art vorhanden sein. Möglicherweise gibt es eine ganze Hierarchie von Methoden, die Unterscheidung zwischen Klasse und Einzelfall im Gehirn vorzunehmen und so Symbole — und Symbolorganisationen — verschiedener Spezifizitätsgrade entstehen zu lassen. Die nachstehenden Arten individueller und gemeinsamer Aktivierung von Symbolen könnten für unsere Vorstellung von verschiedenen Graden der Spezifizität verantwortlich sein:


  
    
      	
        1)

      

      	
        verschiedene Arten oder Stärken der Aktivierung eines einzelnen Klassensymbols;

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        gleichzeitige Aktivierung verschiedener Klassensymbole auf irgendeine koordinierte Weise;

      
    


    
      	
        3)

      

      	
        Aktivierung eines einzelnen Einzelfallsymbols;

      
    


    
      	
        4)

      

      	
        Aktivierung eines einzelnen Einzelfallsymbols in Verbindung mit der Aktivierung verschiedener Klassensymbole;

      
    


    
      	
        5)

      

      	
        gleichzeitige Aktivierung verschiedener Einzelfallsymbole und verschiedener Klassensymbole auf irgendeine koordinierte Weise.

      
    

  


  Dies führt uns direkt zu der Frage zurück: „Wann ist ein Symbol ein unterscheidbares Teilsystem des Gehirns?“ Man betrachte etwa das zweite Beispiel — die gleichzeitige Aktivierung verschiedener Klassensymbole auf irgendeine koordinierte Weise. Das könnte sich leicht ergeben, wenn „Klaviersonate“ der betreffende Begriff ist (die Symbole für „Klavier“ und „Sonate“ sind mindestens zwei der aktivierten Symbole). Wenn also dieses Symbolpaar oft genug zusammen aktiviert wird, darf man billigerweise annehmen, daß die Verbindung zwischen den beiden stark genug wird, daß sie sich wie eine Einheit verhalten, wenn man sie in der richtigen Weise zusammen aktiviert. Somit können zwei oder noch mehr Symbole unter den richtigen Bedingungen wie eines wirken, und das bedeutet, daß das Problem, die Anzahl von Symbolen im Gehirn aufzuzählen, verzwickter ist, als es den Anschein hatte.


  Mitunter können sich Bedingungen ergeben, unter denen zwei vorher nicht miteinander verbundene Symbole gleichzeitig und koordiniert aktiviert werden. Sie passen so gut zueinander, daß sie eine unvermeidliche Einheit zu bilden scheinen, und durch die enge Wechselwirkung der zwei alten Symbole wird ein neues Symbol gebildet. Wenn das geschieht, wäre es richtig zu sagen, daß das neue Symbol „schon immer existierte, aber noch nie aktiviert wurde“ — oder sollte man sagen, es sei „erschaffen“ worden?


  Wenn das zu abstrakt klingen sollte, nehmen wir ein konkretes Beispiel: der Dialog Krebs-Kanon. Bei der Erfindung dieses Dialogs mußten zwei bereits existierende Symbole — das für „musikalischer Krebskanon“ und das für verbaler „Dialog“ gleichzeitig aktiviert und irgendwie zur Wechselwirkung gezwungen werden. Wenn das einmal geschehen war, so war der Rest ganz unvermeidlich: ein neues Symbol — ein Klassensymbol — entstand aus der Wechselwirkung dieser beiden, und von da an konnte es selbständig aktiviert werden. War es nun ein immer in meinem Gehirn schlummerndes Symbol? Wenn ja, dann muß es auch ein schlummerndes Symbol im Gehirn jedes Menschen gewesen sein, der über dessen Teilsymbole verfügte, sogar wenn es in ihm nie erweckt wurde. Das würde bedeuten, daß, wollte man die Symbole in einem Gehirn aufzählen, man alle schlummernden Symbole zu zählen hätte — alle möglichen Permutationen und Kombinationen, alle Aktivierungsweisen aller bekannten Symbole. Das würde sogar jene phantastischen Software-Erzeugnisse einschließen, die unser Gehirn erfindet, wenn wir schlafen — die seltsamen Mischungen von Gedanken, die erwachen, wenn ihr Gastgeber einschläft ... Die Existenz solcher „potentieller Symbole“ zeigt, daß es wirklich eine ungeheure Vereinfachung ist, wenn man sich das Gehirn als eine wohldefinierte Kollektion von Symbolen in wohldefinierten Aktivierungszuständen vorstellt. Es ist weit schwieriger als das, einen Zustand des Gehirns auf der Symbolstufe festzunageln.


  Symbole — Software oder Hardware?


  Angesichts des riesigen und ständig weiterwachsenden Repertoires an Symbolen, das in jedem Gehirn existiert, könnte man sich fragen, ob schließlich der Punkt kommt, an dem das Gehirn gesättigt ist — an dem einfach kein Platz für ein neues Symbol mehr ist. Dieser Fall träte vermutlich dann ein, wenn die Symbole sich nie überschneiden würden, wenn ein bestimmtes Neuron nie eine Doppelfunktion hätte, so daß es sich mit Symbolen so verhielte, wie mit Menschen, die in einem Aufzug fahren: „Vorsicht: Dieses Gehirn hat eine maximale Tragfähigkeit von 350275 Symbolen!“


  Das ist indes kein notwendiges Charakteristikum des Symbolmodells der Hirnfunktionen. Überlappende und vollständig verwickelte Symbole sind ja wahrscheinlich die Regel, so daß jedes Neuron, weit entfernt davon, ein Bestandteil eines einzelnen Symbols zu sein, wahrscheinlich ein funktionaler Bestandteil von Hunderten von Symbolen ist. Das macht die Sache etwas beunruhigend, denn wenn es wahr ist, könnte nicht genauso gut jedes einzelne Neuron Bestandteil jedes einzelnen Symbols sein? Wäre dem so, so könnten die Symbole auf keinerlei Weise lokalisiert werden — jedes Symbol wird mit dem gesamten Gehirn identifiziert. Das würde Ergebnisse wie Lashleys Entfernung von Großhirnrinde bei Ratten erklären, würde aber auch bedeuten, daß wir unsere ursprüngliche Vorstellung, das Gehirn in physisch verschiedene einzelne Teilsysteme aufzuspalten, aufgeben müssen. Unsere frühere Charakterisierung von Symbolen als „Hardware-Realisierung von Begriffen“ könnte höchstens eine allzu starke Vereinfachung sein. Wenn jedes Symbol tatsächlich aus den gleichen Neuronen bestünde wie jedes andere Symbol — was hätte es dann für einen Sinn, überhaupt von unterschiedlichen Symbolen zu sprechen? Was wäre die Signatur für die Aktivierung eines bestimmten Symbols, d. h. wie ließe sich die Aktivierung von Symbol A von der von Symbol B unterscheiden? Ginge damit nicht unsere ganze Argumentation den Bach hinunter? Und selbst wenn keine vollständige Überschneidung vorliegt, ist unsere Theorie nicht immer schwieriger aufrecht zu erhalten, je mehr Symbole sich tatsächlich überschneiden? (Eine mögliche Methode für die Wiedergabe von sich überschneidenden Symbolen zeigt Abb. 68.)


  Es gibt eine Methode, eine auf Symbolen beruhende Theorie aufrecht zu erhalten, sogar wenn sie sich physisch weitgehend oder vollständig überschneiden. Man betrachte die Oberfläche eines Teichs, die vielen verschiedenen Arten von großen und kleinen Wellen als Träger dienen kann. Die Hardware, nämlich das Wasser selbst, ist in allen Fällen die gleiche, aber sie besitzt verschiedene Möglichkeiten der Anregung. Solche Software-Anregungen der gleichen Hardware können alle voneinander unterschieden werden. Mit dieser Analogie will ich mich nicht bis zu dem Vorschlag vorwagen, daß all die verschiedenen Symbole einfach verschiedene Arten von „Wellen“ sind, die sich durch ein gleichförmiges neurales Medium verbreiten, das keine sinnvolle Aufteilung in physisch verschiedene Symbole zuläßt. Es könnte aber sein, daß man, will man die Aktivierung eines Symbols von der eines andern unterscheiden, einen Prozeß durchführen muß, der nicht nur die Lokalisierung der Neuronen, die sich erregen, verlangt, sondern auch sehr genaue Einzelheiten über den Zeitpunkt der Erregung dieser Neuronen. Das heißt, welches Neuron ging welchem anderen voraus und um wieviel? Wieviel Male in der Sekunde erregten sich bestimmte Neuronen? So können vielleicht verschiedene Symbole im gleichen Satz von Neuronen koexistieren, weil sie verschiedene charakteristische neurale Erregungsmuster haben. Der Unterschied zwischen einer Theorie auf der Basis physisch verschiedener Symbole und einer Theorie auf der Basis überlappender Symbole, die sich voneinander durch die Art und Weise ihrer Anregung unterscheiden, ist die, daß die ersten Hardware-Realisierungen, die letzten aber zum Teil Hardware-, zum Teil Software-Realisierungen von Begriffen liefert.


  


  [image: Abb. 68.]


  Abb. 68. In diesem schematischen Diagramm stellen wir uns die Neuronen als in einer Ebene ausgebreitete Punkte vor. Zwei sich überschneidende Neuronenbahnen sind in verschiedenen Grautönen wiedergegeben. Es kann vorkommen, daß zwei voneinander unabhängige Neuralblitze gleichzeitig diese beiden Bahnen hinuntersausen und durcheinander durch passieren wie die Wasserkräuselungen auf der Oberfläche eines Teichs (vgl. Abb. 52). Das illustriert die Idee von zwei aktiven Symbolen, die gemeinsame Neuronen haben und sogar gleichzeitig aktiviert werden können. [Aus John C. Eccles, Facing Reality, New York 1970, S. 21.]


  Die Intelligenz abschöpfen?


  So bleiben uns also zwei grundlegende Probleme bei der Entwirrung der Denkprozesse, wie sie sich im Gehirn abspielen. Das eine ist die Erklärung, wie die Erregung von Neuronen niedriger Stufe zu der hohen Stufe der symbolischen Aktivierungen führt. Das andere Problem ist, die auf hoher Stufe stattfindende Symbolaktivierung für sich selbst zu erklären  d. h. eine Theorie zu entwickeln, die nicht von den neuralen Geschehnissen auf niedriger Stufe spricht. Wenn dieses letztere möglich ist  und es ist eine grundlegende Annahme für alle zur Zeit über Artifizielle Intelligenz in Gang befindliche Forschung  dann kann die Intelligenz in anderen Typen von Hardware als im Gehirn verwirklicht werden. Dann hat man bewiesen, daß Intelligenz eine Eigenschaft ist, die von der Hardware, in der sie ihren Sitz hat, abgeschöpft werden kann oder in anderen Worten: Intelligenz ist dann eine Software-Eigenschaft. Das heißt, daß die Phänomene des Bewußtseins und der Intelligenz tatsächlich im gleichen Sinn auf hoher Stufe stehen wie die meisten anderen komplexen Naturphänomene: Sie haben ihre eigenen Gesetze hoher Stufe, die von niedrigeren Stufen abhängen und doch von diesen abgeschöpft werden können. Wenn es andererseits überhaupt keine Möglichkeit gibt, symbolauslösende Muster ohne die ganze Hardware von Neuronen (oder simulierten Neuronen) zu verwirklichen, wird das implizieren, daß Intelligenz ein ans Gehirn gebundenes Phänomen und weit schwieriger zu entwirren ist, als eines, das seine Existenz einer Hierarchie von Gesetzen auf verschiedenen Stufen verdankt.


  Hier kommen wir zurück auf das geheimnisvolle Kollektivverhalten von Ameisenkolonien, die riesige, komplizierte Bauten errichten können, trotz der Tatsache, daß die etwa 100000 Neuronen eines Ameisenhirns fast mit Sicherheit keine Information über den Nestbau enthalten. Wie entsteht dann ein Nest? Wo sitzt die Information? Insbesondere denke man darüber nach, wo die Information, die einen Bogen beschreibt (Abb. 69), zu finden ist. Sie muß irgendwie über die ganze Kolonie verteilt sein, in der Kastenverteilung, in der Altersverteilung  und vermutlich zum großen Teil in den physischen Eigenschaften des Ameisenkörpers selbst. Das heißt: die Interaktion zwischen Ameisen ist genauso durch ihre Sechsbeinigkeit, ihre Größe usw. bestimmt, wie bei der im Gehirn gespeicherten Information. Könnte es eine Artifizielle Ameisenkolonie geben?


  Läßt sich ein Symbol isolieren?


  Ist es möglich, daß ein einziges Symbol, isoliert von allen anderen, erweckt werden könnte? Wahrscheinlich nicht. Genauso wie Objekte in der Welt immer in einem Kontext anderer Objekte existieren, so sind Symbole immer mit einer Konstellation anderer Symbole verbunden. Das heißt nicht notwendigerweise, daß Symbole niemals voneinander getrennt werden können. Um eine recht einfache Analogie anzuführen: Innerhalb einer Art entstehen Männchen und Weibchen immer gemeinsam; ihre Rollen sind vollständig miteinander verknüpft, und doch heißt das nicht, daß das Männchen nicht von einem Weibchen zu unterscheiden ist. Jedes spiegelt sich im andern wie die Perlen in Indras Netz sich gegenseitig spiegeln. Die rekursive Verknüpfung der Funktion F(n) und M(n) in Kapitel V hindert die beiden Funktionen nicht daran, ihre je eigenen Merkmale zu haben. Die Verknüpfung von F und M könnte in einem Paar von RTNs gespiegelt werden, die sich gegenseitig aufrufen. Von da aus können wir den Sprung zu einem ganzen Netz eng miteinander verknüpfter ATNs tun  eine Heterarchie von interagierenden rekursiven Verfahren. Hier passen alle so gut zusammen, daß kein ATN in Isolierung aktiviert werden könnte; dennoch kann seine Aktivierung absolut charakteristisch und mit derjenigen jedes anderen ATN nicht zu verwechseln sein. Gar kein so schlechtes Bild, das Gehirn als eine ATN-Kolonie!


  In ähnlicher Weise sind Symbole mit all ihren vielseitigen Verbindungen miteinander
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  Abb. 69. Macrotermes bellicosus -Termiten errichten einen Bogen. Jede Säule wird mit Kügelchen aus Erde und Exkrementen aufgebaut. Links außen sieht man, wie eine Arbeiter-Termite ein Fäkalien-Kügelchen niederlegt. Andere Arbeiter, die die Kügelchen in ihren Kiefern hinaufgetragen haben, fügen sie nun an den wachsenden Enden der Säule an. Wenn eine Säule eine gewisse Höhe erreicht hat, beginnen die Termiten, offensichtlich durch den Geruch geleitet, sie in einem gewissen Winkel in Richtung auf die Nachbarsäule weiterzuführen. Ein fertiger Bogen ist im Hintergrund zu sehen. [Zeichnung von Turid Hölldobler, aus: E. O. Wilson, The Insect Societies, Cambridge, Mass. 1971, S. 230.]


  der verknüpft und sollten doch auseinandergedröselt werden können. Das könnte die Identifikation eines neuralen Netzes mit sich bringen, eines Netzes plus eines Erregungsmodus — oder möglicherweise etwas von ganz anderer Art. Wie dem auch sei, wenn Symbole ein Teil der Wirklichkeit sind, dann gibt es vermutlich eine natürliche Methode, sie in einem Gehirn kartographisch zu erfassen; wenn jedoch schließlich gewisse Symbole in einem Gehirn identifiziert wären, würde das nicht bedeuten, daß eines davon in Isolation erweckt werden könnte.


  Die Tatsache, daß ein Symbol nicht in Isolation erweckt werden kann, beeinträchtigt die separate Identität des Symbols nicht. Ganz im Gegenteil: die Identität eines Symbols liegt gerade in seinen Möglichkeiten, mit den anderen Symbolen (über potentielle Auslösungsmechanismen) in Verbindung zu stehen. Das Netz, mit dem Symbole sich gegenseitig potentiell auslösen können, stellt für das Gehirn das Arbeitsmodell des wirklichen Universums dar, aber auch das von Alternativuniversen, die es in Betracht zieht (und die für das Überleben des Individuums in der wirklichen Welt genauso wichtig sind wie die wirkliche Welt selbst).


  Die Symbole von Insekten


  Unsere Fähigkeit, Einzelfälle aus Klassen und Klassen aus Einzelfällen zu machen, liegt unserer Intelligenz zugrunde und bildet einen der wichtigsten Unterschiede zwischen menschlichem Denken und den Denkvorgängen bei anderen Lebewesen. Nicht daß ich jemals zu einer anderen Art gehörte und aus erster Hand erfahren hätte, was für ein Gefühl man hat, wenn man wie sie denkt — aber von außen ist es offensichtlich, daß keine andere Art allgemeine Begriffe bildet, so wie wir das tun, oder sich hypothetische Welten vorstellt — Varianten der Welt, so wie sie ist, die die Frage lösen helfen, welchen Pfad man in Zukunft wählen soll. Man betrachte zum Beispiel die berühmte „Bienensprache“ — informationsträchtige Tänze, die von zum Bienenstock zurückkehrenden Arbeitsbienen ausgeführt werden, um andere von dem Ort, wo Nektar zu finden ist, zu unterrichten. Während vielleicht in jeder Biene eine Anzahl rudimentärer Symbole steckt, die durch einen solchen Tanz aktiviert werden, liegt kein Grund für die Annahme vor, daß eine Biene ein der Erweiterung fähiges Symbolvokabular besitzt. Bienen und andere Insekten besitzen anscheinend nicht die Fähigkeit zu verallgemeinern — d. h. neue Klassensymbole aus Einzelfällen zu entwickeln, die wir fast als identisch betrachten würden.


  Ein klassisches Experiment mit solitären Wespen teilt Dean Wooldridge in seinem Buch Mechanical Man mit; ich zitiere:


  Wenn die Zeit des Eierlegens kommt, errichtet die Wespe Sphex zu diesem Zweck einen Bau und sucht sich eine Grille, die sie so sticht, daß diese gelähmt, aber nicht tot ist. Sie schleppt die Grille in den Bau, legt ihre Eier daneben, verschließt den Bau, und fliegt dann davon, um nie mehr zurückzukehren. Bald schlüpfen die Larven aus den Eiern und ernähren sich von der gelähmten Grille, die nicht verwest ist, da sie so aufbewahrt wurde, wie das bei den Wespen der Tiefkühlung entspricht. Für den menschlichen Verstand sieht ein so umsichtig organisiertes und anscheinend zweckgerichtetes Vorgehen überzeugend nach Logik und Voraussicht aus — bis man zusätzliche Einzelheiten prüft. Zum Beispiel geht die Wespe so vor, daß sie die gelähmte Grille zum Bau bringt, an der Schwelle liegen läßt, hineingeht, um nachzusehen, ob alles in Ordnung ist, wieder herauskommt und dann die Grille hineinzerrt. Wenn diese um ein paar Zentimeter verschoben wird, während die Wespe ihre Inspektion durchführt, bringt sie sie beim Verlassen des Baus zurück zur Schwelle, aber nicht in den Bau hinein, und wiederholt dann die Vorbereitungsarbeiten, nämlich den Bau zu betreten und nachzusehen, ob alles in Ordnung ist. Wenn die Grille erneut um einige Zentimeter entfernt wird, während die Wespe im Bau ist, wird sie noch einmal die Grille zur Schwelle befördern und den Bau für die abschließende Prüfung betreten. Die Wespe denkt nie daran, die Grille direkt hineinzuzerren. In einem Fall wiederholte sich dieses Vorgehen 40mal immer mit dem gleichen Ergebnis. 4


  Dies scheint ein vollständig fest verdrahtetes Verhalten zu sein. Nun kann es im Gehirn der Wespe rudimentäre Symbole geben, die sich gegenseitig auslösen; aber es gibt nichts, was der Fähigkeit des Menschen ähnlich wäre, nämlich verschiedene Einzelfälle als Einzelfälle einer noch nicht gebildeten Klasse zu sehen und dann ein Klassensymbol herzustellen; es gibt auch nichts, was der menschlichen Fähigkeit entspräche, sich Fragen zu stellen: „Wenn ich dies täte — was würde sich in jener hypothetischen Welt daraus ergeben?“ Diese Denkweise erfordert die Fähigkeit, Einzelfälle zu erzeugen und sie so zu manipulieren, als wären sie Symbole, die für Objekte in einer wirklichen Situation stehen, wenn auch diese Situation vielleicht nicht vorliegt und nie vorliegen wird.


  Klassensymbole und imaginäre Welten


  Betrachten wir noch einmal den Aprilscherz mit dem ausgeliehenen Auto und die während des Telefonanrufs in Ihrem Gehirn heraufbeschworenen Bilder. Zunächst müssen die Symbole, die eine Straße, ein Automobil, einen Menschen in einem Automobil repräsentieren, aktiviert werden. Nun ist der Begriff „Straße“ ein sehr allgemeiner, vielleicht mit verschiedenen Standardmustern, die Sie unbewußt aus dem schlummernden Gedächtnis herausholen können, wenn die Gelegenheit auftaucht. „Straße“ ist eher eine Klasse als ein Einzelfall. Während Sie dem Bericht zuhören, aktivieren Sie sehr rasch Einzelfall-Symbole, die graduell immer spezifischer werden. Wenn Sie zum Beispiel erfahren, daß die Straße naß war, so beschwört das ein spezifischeres Bild herauf, obgleich Sie sich klar darüber sind, daß es höchst wahrscheinlich von der wirklichen Straße, auf der der Unfall geschah, völlig verschieden ist. Aber wichtig ist das nicht; was zählt ist, ob Ihr Symbol hinlänglich zur Geschichte paßt — d. h. ob die Symbole, die sie auslösen kann, von der richtigen Art sind.


  Im Verlauf der Geschichte ergänzen Sie weiter Aspekte dieser Straße: Da ist eine hohe Böschung, wo der Wagen aufprallen könnte. Bedeutet das nun, daß Sie das Symbol für „Böschung“ aktivieren, oder vielmehr, daß Sie einige Parameter in Ihr Symbol für „Straße“ einfügen? Ohne Zweifel beides. Das heißt, das Netz von Neuronen, das „Straße“ repräsentiert, kann sich auf viele verschiedene Arten erregen, und Sie suchen das Teilnetz aus, das sich tatsächlich erregen soll. Gleichzeitig aktivieren Sie das Symbol für „Böschung“, und dann beginnt vermutlich ein Ausleseprozeß für die Parameter für „Straße“, wobei dessen Neuronen Signale zu einigen Neuronen in „Straße“ Signale senden können und umgekehrt. (Wenn das ein bißchen verwirrend sein sollte, dann deshalb, weil ich die Beschreibungsebenen nicht ganz auseinander halte — ich versuche ein Bild von den Symbolen, wie auch von den sie bildenden Neuronen zu entwerfen.)


  Nicht weniger wichtig als die Hauptwörter sind die Verben, Präpositionen, usw. Auch sie aktivieren Symbole, die sich gegenseitig Botschaften hin und her schicken. Es gibt charakteristische Unterschiede zwischen der Art und Weise der Erregung von Verbsymbolen und der der Erregung von Hauptwortsymbolen, das bedeutet, daß sie physisch etwas anders organisiert sein können. Zum Beispiel könnten Hauptwörter einigermaßen lokalisierte Systeme haben, während Verben und Präpositionen Symbole mit vielen „Tentakeln“ haben, die um den ganzen Cortex herumreichen, oder beliebig viele andere Möglichkeiten.


  Nachdem die Geschichte zu Ende ist, erfahren Sie, daß kein wahres Wort daran ist. Die Fähigkeit, Einzelfälle von Klassen „abzureiben“, so wie man Abriebe von Messinggedenktafeln macht, hat es Ihnen ermöglicht, die Situation sich vorzustellen und Sie der Notwendigkeit enthoben, der wirklichen Welt treu zu bleiben. Die Tatsache, daß Symbole als Schablonen für andere Symbole agieren können, gibt Ihnen eine gewisse geistige Unabhängigkeit von der Wirklichkeit: Sie können künstliche Universen erschaffen, in denen nicht-wirkliche Ereignisse stattfinden können mit sovielen Einzelheiten, wie Sie ihnen beigeben wollen. Aber die Klassensymbole selbst, denen dieser ganze Reichtum entspringt, wurzeln tief in der Wirklichkeit.


  Gemeinhin spielen Symbole Rollen, die Ereignissen isomorph sind, welche so aussehen, als könnten sie eintreten; dennoch werden manchmal Symbole aktiviert, die Situationen repräsentieren, die nicht eintreten können: zum Beispiel kochende Uhren, eierlegende Posaunen, usw. Die Trennungslinie zwischen dem, was geschehen, und dem, was nicht geschehen könnte, ist äußerst verschwommen. Wenn wir uns ein hypothetisches Ereignis vorstellen, versetzen wir gewisse Symbole in einen Zustand der Aktivierung; je nachdem wie gut sie interagieren (was sich vermutlich in der Zuversicht ausdrückt, mit der wir den Gedankengang fortsetzen) sagen wir, daß das Ereignis sich zutragen „könnte“ oder „nicht könnte“. Die Ausdrücke „können“ und „nicht können“ sind eben äußerst subjektiv. Doch in Wirklichkeit stimmen die Menschen darüber, was geschehen könnte und was nicht, weitgehend überein. Das spiegelt die große Anzahl von geistigen Strukturen wider, an denen wir alle teilhaben aber es gibt auch einen Grenzbereich, wo der subjektive Aspekt bei der Wahl der hypothetischen Welten, die wir hegen wollen, offenbar wird. Eine sorgfältige Studie der Arten von imaginären Ereignissen, von denen man glaubt, daß sie eintreten könnten oder auch nicht, trüge viel zum Verständnis der Auslösungsmuster der Symbole bei, vermittels derer Menschen denken.


  Intuitive physikalische Gesetze


  Wenn die Geschichte vollständig erzählt ist, besitzt man ein recht ausführliches geistiges Modell einer Szene, und in diesem Modell gehorchen alle Objekte den physikalischen Gesetzen. Das bedeutet, daß die physikalischen Gesetze selbst in den Auslösungsmustern der Symbole implizit vorhanden sein müssen. Selbstverständlich bedeutet „physikalische Gesetze“ hier nicht „die Gesetze der Physik, wie sie von einem Physiker verkündet werden“, sondern vielmehr die intuitiven, „geballten“ Gesetze, die wir alle in unserem Geist haben müssen, wenn wir überleben wollen.


  Ein kurioser Nebeneffekt ist der, daß man sich nach Belieben Sequenzen von Ereignissen ausdenken kann, die den physikalischen Gesetzen zuwiderlaufen. Wenn ich Ihnen zum Beispiel nun vorschlage, Sie sollten sich eine Szene vorstellen, in der sich zwei Automobile frontal näherkommen und dann durcheinander hindurch fahren, haben Sie keinerlei Schwierigkeiten, es zu tun. Die intuitiv erfaßbaren physikalischen Gesetze können durch imaginäre physikalische Gesetze überschrieben werden; aber wie das geschieht, wie solche Bildfolgen erzeugt werden können, ja was eine bildliche Vorstellung ist — das sind tief verhüllte Geheimnisse, unzugängliche Wissensbereiche.


  Es braucht nicht gesagt zu werden, daß wir in unserem Gehirn „geballte“ Gesetze nicht nur darüber haben, wie unbelebte Objekte handeln, sondern auch wie Pflanzen, Tiere, Menschen und Gesellschaften handeln — mit andern Worten: „geballte“ Gesetze der Biologie, Psychologie, Soziologie, usw. Alle internen Repräsentationen solcher Gebilde haben die unvermeidliche Eigenschaft geballter Modelle: Determinismus wird der Einfachheit geopfert. Unsere Repräsentation der Wirklichkeit kann letzten Endes nur die Wahrscheinlichkeit, in bestimmten Bereichen abstrakter Verhaltensräume zu landen, voraussagen — aber sie kann nichts mit der Genauigkeit der Physik voraussagen.


  Prozedurales und deklaratives Wissen


  Bei der Beschäftigung mit Artifizieller Intelligenz unterscheidet man zwischen prozeduraler und deklarativer Art von Wissen. Ein Stück Wissen nennt man deklarativ, wenn es explizit gespeichert ist, so daß nicht nur der Programmierer, sondern auch das Programm es „lesen“ kann, als stünde es in einem Lexikon oder Almanach. Das bedeutet üblicherweise, daß es an einem bestimmten Ort codiert und nicht verstreut ist. Dagegen ist prozedurales Wissen nicht als Tatsache codiert, sondern nur als Programm. Ein Programmierer kann einen Blick hineinwerfen und sagen: „Ich sehe, daß wegen dieser Prozedur das Programm ‚weiß', wie man deutsche Sätze schreibt“, aber das Programm selber kann kein explizites Bewußtsein haben, wie es diese deutschen Sätze schreibt. Zum Beispiel ist es möglich, daß sein Wortschatz keines der Wörter „deutsch“, „Satz“ und „schreiben“ umfaßt! So ist also das prozedurale Wissen üblicherweise in Stücken verstreut und man kann es nicht abrufen oder sich darauf beziehen. Es ist eine globale Folge davon, wie das Programm arbeitet, kein lokales Detail. Mit anderen Worten: ein Stück rein prozeduralen Wissens ist ein Epiphänomen.


  Bei den meisten Menschen existiert neben einer starken prozeduralen Grammatik ihrer Muttersprache eine schwächere deklarative Repräsentation von ihr. Die beiden können leicht miteinander in Konflikt geraten, so daß der muttersprachliche Sprecher einen Ausländer oft lehren wird, Dinge zu sagen, die er selbst niemals sagen würde, die also nur mit dem deklarativen „Bücherwissen“ übereinstimmen, das er einmal in der Schule erworben hat. Die intuitiven und „geballten“ Gesetze der Physik und anderer Disziplinen, von denen immer wieder die Rede war, gehören zum größten Teil auf die prozedurale Seite; das Wissen, daß ein Oktopode acht Fangarme hat, gehört hauptsächlich auf die deklarative Seite.


  Zwischen den deklarativen und prozeduralen Extremen gibt es allerhand mögliche Schattierungen. Denken wir daran, wie man sich eine Melodie ins Gedächtnis zurückruft. Ist die Melodie Note um Note in Ihrem Gehirn gespeichert? Könnte ein Chirurg eine gewundene neurale Faser Ihrem Gehirn entnehmen, sie dann geradestrecken und schließlich auf ihr die nacheinander gespeicherten Noten identifizieren — fast so als wäre es ein Stück eines Tonbands? Wenn ja, dann sind die Melodien deklarativ gespeichert. Oder wird der Rückruf einer Melodie durch die Interaktion einer großen Anzahl von Symbolen vermittelt, von denen einige klangliche Beziehungen, andere emotionale Qualitäten, andere die rhythmischen Einzelheiten repräsentieren, usw. Wenn ja, dann sind die Melodien prozedural gespeichert. Wahrscheinlich liegt in Wirklichkeit bei der Art und Weise, wie eine Melodie gespeichert und abgerufen wird, eine Mischung dieser Extreme vor.


  Interessant ist, daß die meisten Leute, wenn sie eine Melodie aus ihrem Gedächtnis herausholen, sich über die Tonart keine Gedanken machen, so daß sie „Hänschen klein“ in F-Dur genauso gut wie in C singen können. Das weist daraufhin, daß eher die Beziehungen zwischen den Tönen, nicht die absoluten Töne gespeichert werden. Es gibt aber keinen Grund, warum Beziehungen zwischen Tönen nicht vollständig deklarativ gespeichert werden können. Andererseits lassen sich gewisse Melodien auch sehr leicht auswendig lernen, während andere außerordentlich schwer zu fassen sind. Wenn es sich nur um das Speichern aufeinanderfolgender Noten handelte, könnte jede Melodie gleich leicht gespeichert werden. Die Tatsache, daß gewisse Melodien eingänglich sind und andere nicht, scheint darauf hinzuweisen, daß das Gehirn ein gewisses Repertoire vertrauter Muster besitzt, die beim Hören der Melodie aktiviert werden. Um so nun die Melodie „wiederzugeben“, müßten diese Muster in der gleichen Reihenfolge aktiviert werden. Damit kommen wir zum Begriff der sich wechselseitig auslösenden Symbole zurück, anstelle einer einfachen linearen Folge von deklarativ gespeicherten Noten oder Beziehungen zwischen den Tönen.


  Wie kann ein Gehirn wissen, ob ein Stück Wissen deklarativ gespeichert ist? Nehmen wir zum Beispiel an, daß man Sie fragte: „Wie groß ist die Bevölkerung von Frankfurt?“ Irgendwie fällt Ihnen die Zahl 650000 ein, ohne daß Sie sich fragten: „Wie würde ich es anstellen, alle zu zählen?“ Nun nehmen Sie an, ich fragte Sie: „Wieviele Stühle sind in Ihrem Wohnzimmer?“ Hier geschieht das Gegenteil — anstatt zu versuchen, die Antwort aus einem geistigen Nachschlagewerk herauszuholen, gehen Sie sofort in das Zimmer und zählen die Stühle, oder stellen sich das Zimmer vor und zählen die Stühle in diesem Zimmer in Ihrer Vorstellung. Die Fragen waren beide vom gleichen Typus — „Wieviel?“ — und doch bewirkte eine, daß man ein Stück deklarativen Wissens herbeiholt, während die andere bewirkt, daß eine prozedurale Methode zum Auffinden der Antwort zu Hilfe geholt wird. Dies ist ein Beispiel, bei dem es klar ist, daß Sie über Wissen darüber verfügen, wie Sie Ihr eigenes Wissen klassifizieren, und darüber hinaus kann etwas von diesem Metawissen prozedural gespeichert sein, so daß es verwendet wird, ohne daß Sie sich überhaupt dessen bewußt sind, wie das vor sich geht.


  Bildliche Vorstellungen


  Eine der bemerkenswertesten und am schwierigsten zu beschreibenden Eigenschaften des Bewußtseins ist die Fähigkeit, sich etwas bildlich vorzustellen. Wie erschaffen wir eine bildliche Vorstellung unseres Wohnzimmers? Oder eines rauschenden Bergbachs? Oder einer Orange? Und noch geheimnisvoller: wie stellen wir unbewußt Bilder her, Bilder, die unsere Gedanken lenken, ihnen Kraft und Farbe und Tiefe verleihen? Aus welchem Speicher kommt das Wissen, wie das zu tun ist? Welche Magie befähigt uns, zwei oder drei Bilder zusammenzufügen, ohne einen Gedanken darüber zu verlieren, was wir zu tun haben. Dieses Wissen ist das prozeduralste von allen, denn das Wesen geistiger bildlicher Vorstellungen verstehen wir so gut wie gar nicht.


  Vielleicht beruht die bildliche Darstellung auf unserer Fähigkeit, motorische Aktivität zu unterdrücken. Damit meine ich das folgende: Wenn Sie sich eine Orange vorstellen, könnte in Ihrer Großhirnrinde eine Anzahl von Befehlen enthalten sein, sie in die Hand zu nehmen, an ihr zu riechen, sie anzuschauen usw. Natürlich lassen sich diese Befehle nicht ausführen, weil die Orange ja gar nicht da ist. Sie können aber durch die üblichen Kanäle zum Cerebellum oder einem anderen Unterorgan des Gehirns gesendet werden, bis an einem kritischen Punkt der geistige „Wasserhahn“ zugedreht wird, was die tatsächliche Ausführung der Befehle verunmöglicht. Je nachdem, wie weit hinten der „Hahn“ sich befindet, können die Bilder mehr oder weniger lebhaft und wirklichkeitsnah erscheinen. Der Zorn kann uns dazu bringen, daß wir uns sehr lebhaft einbilden, wir nähmen einen Gegenstand und schleuderten ihn weg, oder wir traktierten etwas mit Fußtritten; in Wirklichkeit aber tun wir es nicht. Anderseits fühlen wir uns so „nahe“ an der tatsächlichen Ausführung. Wahrscheinlich fängt der Wasserhahn die Nervenimpulse „im letzten Moment“ auf.


  Es gibt noch eine andere Art, in der die bildliche Vorstellung auf die Unterscheidung zwischen zugänglichem und nicht zugänglichem Wissen hinweist. Denken Sie daran, wie Sie sich die Szene mit dem auf einer Bergstraße ins Schleudern gekommenen Auto vorgestellt haben. Ohne Zweifel stellten Sie sich den Berg viel größer vor als das Auto. Geschah das nun, weil Sie irgendwann vor langer Zeit Gelegenheit hatten zu bemerken, daß „Autos nicht so groß sind wie ein Berg“, daß Sie diese Aussage auswendig lernten, und bei der Erfindung dieser Geschichte diese Tatsachen abriefen, um sie beim Aufbau Ihrer Bilder zu benützen? Eine äußerst unwahrscheinliche Theorie. Oder geschah es vielmehr als Folge von introspektiv unzugänglichen Interaktionen der in Ihrem Gehirn aktivierten Symbole? Dies scheint viel wahrscheinlicher zu sein. Das Wissen, daß Autos kleiner sind als Berge, ist nichts Auswendiggelerntes, sondern ein Stück Wissen, das mittels Deduktion erzeugt werden kann. Deshalb ist es höchstwahrscheinlich nicht in einem einzelnen Symbol in Ihrem Gehirn gespeichert; vielmehr kann es erzeugt werden als Ergebnis der Aktivierung und sodann der Interaktion von vielen Symbolen — zum Beispiel denen für „vergleichen“, „Größe“, „Auto“, „Berg“, und wahrscheinlich vielen anderen. Das bedeutet, daß das Wissen nicht explizit, sondern implizit gespeichert ist, eher verstreut als in einem „Informationspaket“ lokalisiert. So einfache Tatsachen wie die relative Größe von Gegenständen müssen eher konstruiert als einfach abgerufen werden. Deshalb gibt es sogar im Fall eines verbal zugänglichen Stück Wissens komplexe unzugängliche Prozesse, die bewirken, daß es in den Zustand gerät, in dem es ausgesprochen werden kann.


  Wir werden mit der Erforschung der „Symbole“ genannten Wesenheiten in verschiedenen Kapiteln fortfahren. In den Kapiteln XVIII und XIX, über Artifizielle Intelligenz, werden wir einige mögliche Methoden besprechen, aktive Symbole in Programmen zu verwenden. Und im folgenden Kapitel werden wir einige der Erkenntnisse behandeln, die sich aufgrund unseres auf Symbolen basierenden Modells der Gehirntätigkeit für den Vergleich von Gehirnen ergeben.
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  Abb. 70. Ein winziger Ausschnitt des semantischen Netzwerks des Autors.


  KAPITEL XII


  Geist und Denken


  Läßt sich der Geist eines Wesens auf den eines anderen abbilden?


  NACHDEM WIR die Existenz von aktiven Gehirn-Teilsystemen sehr hoher Ordnung (Symbole) als Hypothese angenommen haben, kommen wir zur Frage einer vollständigen oder teilweisen Isomorphie zwischen zwei Gehirnen zurück. Anstatt diese Frage auf der neuralen Ebene zu stellen (wo eine solche Isomorphie sicherlich nicht existiert) oder auf der Stufe der makroskopischen Unterorgane (wo es sie sicher gibt, sie uns aber nicht sehr viel sagt), fragen wir nach der Möglichkeit einer Isomorphie zwischen Gehirnen auf der Symbolstufe: eine Entsprechung, die nicht nur Symbole in einem Gehirn auf Symbole in einem anderen, sondern auch Auslösemuster auf Auslösemuster abbildet. Das heißt, daß entsprechende Symbole in den beiden Gehirnen in entsprechender Weise gekoppelt sind. Das wäre eine wirklich funktionale Isomorphie vom gleichen Typ wie die, über die wir sprachen, als wir versuchten, das zu charakterisieren, was bei allen Schmetterlingen invariant ist.


  Von vornherein ist klar, daß eine solche Isomorphie zwischen einem beliebigen Paar menschlicher Wesen nicht besteht. Gäbe es sie, wären die beiden im Hinblick auf ihr Denken völlig ununterscheidbar; damit das aber einträte, dürfte ihr Gedächtnis sich nicht unterscheiden, was bedeuten würde, daß sie ein und dasselbe Leben gelebt hätten. Selbst eineiige Zwillinge sind von dieser Idealvorstellung weit entfernt.


  Wie steht es mit einem einzelnen Individuum? Blickt man auf Dinge zurück, die man selbst vor ein paar Jahren geschrieben hat, denkt man „wie schrecklich!“ und lächelt über den Menschen, der man einst war. Schlimmer ist es, wenn man das Gleiche tut in Bezug auf etwas, das man fünf Minuten zuvor gesagt hat. Wenn das geschieht, zeigt sich, daß man den, der man vor einigen Augenblicken war, nicht vollständig versteht. Die Isomorphie zwischen unserem Gehirn jetzt und unserem Gehirn damals ist unvollkommen. Wie steht es dann erst mit der Isomorphie zu anderen Menschen, ja anderen Arten?


  Die Kehrseite der Medaille zeigt sich in der Intensität der Kommunikation, die zwischen den unwahrscheinlichsten Partnern entsteht. Man denke an die Schranken, die es zu überwinden gilt, wenn man die Gedichte liest, die François Villon (15. Jahrhundert) im Gefängnis geschrieben hat, ein anderes menschliches Wesen in einem anderen Zeitalter, ein Gefangener, der eine andere Sprache spricht ... Wie kann man auch nur hoffen, ein Gefühl für die Nebenbedeutungen zu bekommen, die hinter der Fassade der Worte — die auch noch ins Deutsche übersetzt sind — mitschwingen? Und doch dringt eine Fülle von Bedeutung durch.


  So können wir einerseits alle Hoffnung fahren lassen, bei Menschen völlig isomorphe Software zu finden, aber andererseits ist es klar, daß gewisse Menschen sich im Denken ähnlicher sind als andere. Eine auf der Hand liegende Schlußfolgerung wäre die, daß es eine Art von partiellen Software-Isomorphien gibt, die die Gehirne von Menschen ähnlichen Denkstils verbindet — insbesondere eine Entsprechung von 1) dem Symbolrepertoire und 2) den Auslösemustern von Symbolen.


  Vergleich verschiedener semantischer Netzwerke


  Was aber ist partielle Isomorphie? Eine äußerst schwer zu beantwortende Frage! Noch schwieriger wird sie dadurch, daß noch niemand eine angemessene Methode für die Darstellung der Symbolnetzwerke und deren Auslösemuster gefunden hat. Mitunter zeichnet man ein kleines Stück eines solchen Netzes, wobei jedes Symbol durch einen Knoten repräsentiert wird, aus dem einige Linien hinausführen. Die Linien repräsentieren Auslösebeziehungen — in einem gewissen Sinn. Solche Darstellungen versuchen, etwas von der intuitiv einleuchtenden Vorstellung der „begrifflichen Nähe“ einzufangen. Doch es gibt viele verschiedene Arten von „Nähe“, und in verschiedenen Zusammenhängen sind andere relevant. Einen winzigen Bruchteil meines eigenen „semantischen Netzwerks“ zeigt Abb. 70. Das Problem liegt darin, daß die Darstellung vieler, in komplexer Weise von einander abhängiger Symbole sich nicht ohne weiteres mit nur ein paar die Knoten verbindenden Linien ausführen läßt.


  Ein weiteres Problem bei einem solchen Diagramm besteht darin, daß es nicht richtig ist, sich ein Symbol einfach als „an“- oder „aus“-geschaltet vorzustellen. Während das für Neuronen noch gilt, trifft es auf höherer Stufe, für eine Gruppe von Neuronen, nicht zu. In dieser Hinsicht sind Symbole beträchtlich komplizierter als Neuronen — wie zu erwarten war, da sie aus vielen Neuronen zusammengesetzt sind. Die Botschaften, die Symbole unter sich austauschen, sind komplexer als die einfache Tatsachenfeststellung: „Ich bin jetzt aktiviert“. Letzteres trifft eher bei Botschaften auf der Neuronenstufe zu. Jedes Symbol läßt sich auf viele verschiedene Arten aktivieren, und die Art der Aktivierung beeinflußt die Entscheidung, welche anderen Symbole es zu aktivieren versucht. Wie die eng verflochtenen Auslösebeziehungen bildlich veranschaulicht werden könnten — ja, ob man das überhaupt kann, ist nicht klar.


  Nehmen wir aber für einen Augenblick an, das Problem sei gelöst. Nehmen wir an, wir einigten uns darauf, daß es gewisse Zeichnungen von Knoten gibt, die durch Brücken verbunden sind (sagen wir, es gibt welche in verschiedenen Farben, so daß sich verschiedene Arten begrifflicher Nähe voneinander unterscheiden lassen), die genau die Art und Weise einfangen, in der Symbole andere Symbole auslösen.


  Unter welchen Voraussetzungen würden wir dann sagen, daß zwei derartige Zeichnungen isomorph oder beinahe isomorph wären? Da wir es mit einer visuellen Darstellung des Symbolnetzes zu tun haben, betrachten wir ein analoges visuelles Problem. Wie würden Sie festzustellen versuchen, ob zwei Spinnennetze von zwei Spinnen der gleichen Art gesponnen wurden? Würden Sie versuchen, einzelne Schnittpunkte zu finden, die genau miteinander übereinstimmen und so eine genaue Abbildung des einen Netzes auf das andere herzustellen — Schnittpunkt um Schnittpunkt, Faden um Faden, vielleicht sogar Winkel um Winkel? Das wäre vergebliche Mühe. Zwei Netze sind niemals völlig gleich, und doch gibt es so etwas wie einen „Stil“, eine „Form“, ein bestimmtes Etwas, das Netze einer bestimmten Spinnenart kennzeichnet.


  Bei jeder netzähnlichen Struktur — etwa einem Spinnennetz — kann man lokale und globale Eigenschaften betrachten. Lokale Eigenschaften bedürfen lediglich eines sehr kurzsichtigen Beobachters — zum Beispiel eines Beobachters, der jeweils nur einen Schnittpunkt sehen kann —, und globale Eigenschaften erfordern nur einen umfassenderen Überblick ohne Rücksicht auf Details. So ist die Gesamtform eines Spinnennetzes eine globale Eigenschaft, während die durchschnittliche Anzahl von Linien, die durch einen Schnittpunkt gehen, eine lokale Eigenschaft ist. Nehmen wir an, wir kommen überein, daß das vernünftigste Kriterium, um zwei Spinnennetze als „isomorph“ zu bezeichnen, darin besteht, daß es von Spinnen derselben Art gesponnen wurde. Dann ist die Frage von Interesse, welche Art der Betrachtung — die lokale oder die globale — bei der Entscheidung, ob zwei Spinnennetze isomorph sind, die zuverlässigere ist. Ohne die Frage für Spinnennetze zu beantworten, kehren wir nun zur Frage der „Enge“ der Beziehung — oder „Isomorphität“, wenn man so sagen will, zweier symbolischer Netzwerke zurück.


  Übersetzung von „Jabberwocky“


  Stellen wir uns drei Menschen vor, deren Muttersprache Englisch, Französisch und Deutsch ist, die ihre Muttersprache sehr gut beherrschen und Wortspiele in ihrer Sprache gerne mögen. Wären ihre symbolischen Netzwerke auf der lokalen oder der globalen Ebene sich ähnlich? Oder ist es wohl sinnvoll, eine derartige Frage zu steilen? Die Frage nimmt konkretere Gestalt an, wenn man sich die oben wiedergegebenen Übersetzungen von Lewis Carrolls berühmtem „Jabberwocky“ anschaut.


  Ich habe dieses Beispiel gewählt, weil es, besser vielleicht als ein Stück Prosa, das Problem zeigt, den „gleichen Knoten“ in zwei verschiedenen Netzwerken zu finden, die auf einer gewissen Analysenebene in hohem Maße nicht-isomorph sind. Übersetzungen in Umgangssprache sind einfachere Aufgaben, da sich für jedes Wort und jede Redewendung in der Originalsprache gewöhnlich ein Wort oder eine Wendung in der neuen Sprache finden läßt. In einem Gedicht dieser Art haben dagegen viele „Wörter“ nicht ihre gewöhnliche Bedeutung, sondern dienen lediglich zur Aktivierung von Symbolen im engeren Umkreis. Was jedoch in einer Sprache nah ist, kann in der anderen weit entfernt liegen.


  So aktiviert im Gehirn eines Menschen englischer Muttersprache das Wort „slithy“ wahrscheinlich in verschiedenem Umfang Symbole wie „slimy“ (schleimig), „slither“ (gleiten), „slippery“ (schlüpfrig) „lithe“ (geschmeidig) „sly“ (schlau). Bewirkt „lubricilleux“ im Gehirn eines Franzosen etwas Entsprechendes? Was wäre überhaupt „entsprechend“? Hieße es Symbole aktivieren, die die geläufigen Übersetzungen dieser Wörter sind? Wenn es aber weder ein künstliches noch ein natürliches Wort gibt, das das bewerkstelligt? Oder wenn ein Wort zwar existiert, aber sehr intellektuell und gelehrt klingt („lubricilleux“) und nicht handfest angelsächsisch („slithy“)?


  Vielleicht wäre „huillasse“ besser als „lubricilleux“. Oder nimmt ein Franzose den lateinischen Ursprung des Wortes „lubricilleux“ nicht so wahr, wie das der Fall wäre, wenn ein Engländer ein vergleichbares Wort läse (vielleicht ,,lubricilious“)?


  Interessant ist bei der Übersetzung ins Französische auch die Transposition ins Präsens. Im Imperfekt wären einige erkünstelte Redewendungen nötig gewesen, und das Präsens hat im Französischen einen viel frischeren Geschmack als die Vergangenheit. Der Übersetzer spürte, daß das — in einem schlecht definierten, jedoch zwingenden Sinn — „angemessener“ sei, und stellt aufs Präsens um. Wer kann sagen, daß er besser gefahren wäre, hätte er das gleiche Tempus wie im Englischen beibehalten?


  In der deutschen Version kommt die komische Wendung „er an-zu-denken-fing“ vor, der im englischen Original nichts entspricht. Es ist eine spielerische Umstellung von Wörtern, höchstwahrscheinlich durch eine andere, im Englischen eine Zeile weiter oben, inspiriert: „So rested he by the Tumtum Tree“. Es entspricht und entspricht doch nicht.


  Übrigens: Warum verändert sich der ,,Tumtum-Baum“ in eine „arbre Té-Té“ im Französischen? Finden Sie es selbst heraus!


  Das Wort „manxome“ im Original , in dem das „x“ viele reiche Obertöne mit sich bringt, ist auf deutsch schwach als „manchsam“ wiedergegeben. Dem französischen „manscant“ fehlen ebenfalls die mannigfaltigen Obertöne von „manxome“. Eine solche Übersetzungsaufgabe ist von größtem Interesse.


  Angesichts solcher Beispiele stellt man fest, daß eine genaue Übersetzung ganz und gar unmöglich ist. Aber selbst bei dieser pathologisch schwierigen Übersetzungsaufgabe läßt sich doch wohl eine grobe Äquivalenz erreichen. Warum ist das der Fall, wenn in Wirklichkeit zwischen den Gehirnen der Menschen, die die verschiedenen Versionen lesen, keine Isomorphie besteht? Die Antwort lautet, daß zwischen den Gehirnen aller Leser dieser drei Gedichte eine Art grobe Isomorphie, teils global, teils lokal, besteht.


  ARD


  Eine amüsante geographische Phantasie möge diese Art von Quasi-Isomorphie etwas anschaulicher machen. (Sie ist übrigens einer Phantasie von M. Minsky sehr ähnlich, siehe seinen Artikel über „frames“ („Rahmen“) in P. H. Winstons The Psychology of Computer Vision.) Steilen Sie sich vor, man gibt Ihnen einen seltsamen Atlas der BRD, in dem alle natürlichen physischen Merkmale — Flüsse, Berge, Seen usw. eingezeichnet sind — aber kein einziges gedrucktes Wort. Flüsse sind durch blaue Linien wiedergegeben, Berge durch andere Farben usw. Nun sagt man Ihnen, Sie sollten daraus eine Straßenkarte machen, für eine Reise, die Sie demnächst antreten wollen. Sie müssen fein säuberlich die Namen aller Länder, ihre Grenzen, Städte, Dörfer, Straßen, Autobahnen, Mautstraßen, Feldwege, alle Naturschutzgebiete, alle Campingplätze, landschaftlich besonders schöne Strecken, Staudämme, Flugplätze usw. einzeichnen. All das muß bis zur Stufe eines detaillierten Straßenatlas durchgeführt werden, und es muß gänzlich aus Ihrem eigenen Kopf kommen. Sie haben keinen Zugang zu irgendwelchen Informationen, die Ihnen bei der Erfüllung Ihrer Aufgabe behilflich sein könnten.


  Man sagt Ihnen, daß es sich lohnen würde, die Karte so wahrheitsgetreu wie möglich zu machen. Natürlich beginnen Sie damit, große Städte und wichtige Straßen usw. einzutragen, die Ihnen bekannt sind. Und wenn sich Ihr Tatsachenwissen über ein Gebiet erschöpft hat, wird es für Sie von Vorteil sein, Ihre Phantasie walten zu lassen, um so zumindest die „Atmosphäre“ des Gebiets, wenn auch nicht seine wirkliche Geographie, herzusteilen, indem Sie Städte, Bevölkerungsdichten, Straßen oder Erholungsgebiete erfinden. Diese beschwerliche Aufgabe nimmt Monate in Anspruch. Zur Erleichterung haben Sie einen Kartographen zur Hand, der alles reinlich einträgt. Das Endergebnis ist dann Ihre persönliche Landkarte der „Alternativen Republik Deutschland“ — Ihre persönliche „ARD“.


  Ihre persönliche ARD wird der BRD in dem Teil, in dem Sie zu Hause sind, ziemlich ähnlich sein. Wo Ihre Reisen Sie auch hingeführt haben mögen, und wovon immer Sie sich mit Interesse Landkarten angeschaut haben, weist Ihre ARD Eigenheiten auf, die mit der BRD auffällig übereinstimmen: vielleicht ein paar Kleinstädte in Hessen oder Bayern oder auch ganz Hamburg könnten in Ihrer ARD höchst getreulich repräsentiert sein.


  Eine überraschende Umkehrung


  Wenn Ihre ARD fertig ist, kommt eine Überraschung: Auf magische Weise wird das von Ihnen entworfene Land Wirklichkeit, und Sie werden dorthin versetzt. Ein freundliches Komitee präsentiert Ihnen Ihr Lieblingsauto und erklärt: „Als Belohnung für die Mühe, die Sie sich mit dem Entwurf gegeben haben, dürfen Sie jetzt, solange Sie wollen, eine gemächliche Reise durch die gute alte ARD genießen — alle Kosten inklusive. Sie können fahren, wohin Sie wollen, tun, was Sie wollen und solang Sie wollen — mit den besten Empfehlungen der Geographischen Gesellschaft der ARD. Und damit Sie sich orientieren können, ist hier eine Straßenkarte.“ Zu Ihrer Überraschung gibt man Ihnen nicht die von Ihnen selbst entworfene, sondern einen normalen Straßenatlas der BRD.


  Wenn Sie diese Reise antreten, werden verschiedene kuriose Dinge geschehen. Sie verwenden zur Orientierung einen Atlas, der dem Land, das Sie bereisen, nur teilweise entspricht. Solange Sie sich an die großen Überlandstraßen halten, werden Sie das Land wohl ohne besondere Verwirrung durchmessen. Sobald Sie sich aber auf Nebenstraßen in Schleswig-Holstein oder im ländlichen Oberfranken begeben, lassen Sie sich auf Abenteuer ein. Die Einwohner werden die Orte nicht kennen, die Sie suchen, und auch nicht die Straßen, nach denen Sie sich erkundigen. Nur die großen Städte, die Sie nennen, werden ihnen bekannt sein, aber auch dann werden die Straßen zu diesen Städten nicht die gleichen sein wie die auf der Landkarte. Gelegentlich werden Städte, die den Einwohnern recht groß vorkommen, auf Ihrer Karte der BRD nicht existieren; oder vielleicht existieren sie auch, aber die Bevölkerungsgröße ist im Atlas falsch angegeben.


  Zentralität und Universalität


  Was macht eine ARD und die BRD, die in gewisser Weise so verschieden sind, doch so ähnlich? Das rührt daher, daß die wichtigsten Städte und Kommunikationslinien aufeinander abgebildet werden können. Die Unterschiede finden sich in den weniger befahrenen Straßen, den kleinen Ortschaften usw. Man beachte, daß man das nicht als globale und lokale Isomorphie kennzeichnen kann. Gewisse Entsprechungen reichen bis zur untersten Stufe hinunter; zum Beispiel kann durch beide Münchens die Isar fließen, und in beiden gibt es vielleicht eine Frauenkirche — und doch gibt es vielleicht keine einzige Stadt, die sich in beiden Niederbayern befindet. Die Unterscheidung lokal-global ist also hier nicht relevant, wohl aber die Zentralität der Städte, was Wirtschaft, Kommunikation, Verkehr usw. anbelangt. Je lebendiger eine Stadt in solchen Dingen ist, mit desto größerer Sicherheit wird sie sowohl in der ARD wie in der BRD vorkommen.


  Ein Aspekt dieser geographischen Analogie ist ganz besonders wichtig: daß es bestimmte absolute Bezugspunkte gibt, die in fast allen ARDs vorkommen: Hamburg, Frankfurt, München usw. Von ihnen aus kann man sich dann orientieren. Mit anderen Worten: wenn wir beginnen, meine ARD mit der Ihrigen zu vergleichen, kann ich die Übereinstimmung der großen Städte nutzen, um Bezugspunkte herzustellen, vermittels derer ich die Lage kleinerer Städte in meiner ARD ermitteln kann. Und wenn ich mir eine Reise von Altenbanz nach Grebendorf vorstelle und Sie nicht wissen, wo diese beiden Ortschaften liegen, kann ich mich auf etwas beziehen, das wir beide gemeinsam haben, und Sie auf diese Weise leiten. Und wenn ich über eine Reise von Stuttgart nach Mainz spreche, dann geht sie vielleicht über andere Überland- und kleine Straßen, aber die Reise selbst kann nach wie vor in beiden Ländern durchgeführt werden. Und wenn Sie eine Reise von Tünnesberg nach Schälingen beschreiben, so kann ich mir eine analoge Reise in meiner ARD vorsteilen, obgleich sie keine Ortschaften mit diesem Namen enthält, so lange Sie mich ständig auf dem laufenden halten, indem Sie Ihre Position in Bezug auf die nahegelegenen größeren Städte beschreiben, die sich in meiner ARD wie auch in der Ihrigen finden.


  Meine Straßen werden nicht ganz die gleichen sein wie die Ihrigen, aber mit unseren Karten können wir beide von einem Teil des Landes zu einem anderen gelangen. Wir können das dank den äußeren vorgegebenen geographischen Fakten — Gebirge, Wasserläufe usw. — Tatsachen, die uns beiden zur Verfügung standen, als wir unsere Karten ausarbeiteten. Ohne diese äußeren Eigenschaften hätten wir die Möglichkeit gemeinsamer Bezugspunkte nicht. Wenn man Ihnen z. B. eine Landkarte der Schweiz gegeben hätte und mir eine von Österreich und wir auf beiden viele Einzelheiten eingetragen hätten, gäbe es keine Möglichkeit, den „gleichen Ort“ in unseren fiktiven Ländern zu finden. Es ist notwendig, mit identischen äußeren Bedingungen anzufangen, sonst paßt nachher nichts mehr zusammen.


  Nachdem wir unsere geographische Analogie sehr weit ausgesponnen haben, kehren wir zu der Frage der Isomorphie zurück. Sie sind sicher erstaunt, warum wir auf die ganze Frage der Gehirn-Isomorphie soviel Gewicht legten. Was liegt daran, ob zwei Gehirne isomorph sind, oder quasi-isomorph, oder überhaupt nicht isomorph? Die Antwort lautet: Wir besitzen ein intuitives Gefühl, daß, obgleich andere Menschen sich von uns in wesentlichen Dingen unterscheiden, sie doch in wichtigen und grundlegenden Dingen „das Gleiche“ sind wie wir. Es wäre lehrreich, wenn wir sagen könnten, wo dieser invariante Kern der menschlichen Intelligenz steckt, und die Arten von ,,Ausschmückungen“ zu beschreiben, die hinzugefügt werden können — wodurch jeder von uns zu einem einzigartigen Vertreter der abstrakten und geheimnisvollen Eigenschaft wird, die man „Intelligenz“ nennt.


  In unserer geographischen Analogie waren Städte und Ortschaften die Entsprechungen von Symbolen, während Straßen und Autobahnen potentiellen Auslösungsbahnen entsprächen. Die Tatsache, daß alle ARDs gewisse Dinge gemeinsam haben, wie etwa die Ostseeküste, die Nordseeküste, den Rhein, den Bodensee, die Alpen und viele wichtige Städte und Straßen, ist dem Faktum analog, daß wir alle, durch die äußere Realität gezwungen, gewisse Klassensymbole und Auslösemechanismen auf die gleiche Weise konstruieren. Diese Kernsymbole sind die großen Städte, auf die sich jeder ohne Doppeldeutigkeit beziehen kann. (Übrigens sollte die Tatsache, daß Städte lokalisierte Einheiten sind, auf keinen Fall so verstanden werden, daß Symbole im Gehirn kleine, fast punktförmige Einheiten sind. Sie werden lediglich in einem Netzwerk auf diese Weise symbolisch dargesteilt.)


  Tatsache ist, daß ein großer Teil des Netzwerks von Symbolen eines Menschen universal ist. Wir fassen soviel von dem, was uns allen gemeinsam ist, als selbstverständlich auf, daß es uns schwerfällt einzusehen, wieviel wir mit anderen Menschen gemeinsam haben. Es bedarf einer bewußten Anstrengung, sich vorzustellen, wieviel oder wie wenig — wir mit Gebilden anderer Art — Steinen, Autos, Restaurants, Ameisen usw. — gemeinsam haben, um zu zeigen, wie stark wir uns mit anderen Menschen überschneiden. Was an einer anderen Person sofort auffällt, ist nicht das, worin wir uns überschneiden, denn das wird als selbstverständlich vorausgesetzt, sobald wir die andere Person als Mensch erkennen; vielmehr blicken wir über die üblichen Überschneidungen hinweg, und finden gewöhnlich bedeutende Unterschiede sowie einige unerwartete zusätzliche Überschneidungen.


  Gelegentlich wird man auch finden, daß eine andere Person etwas von dem, was einem als Minimal-Standardkern vorkam, gar nicht wahrnimmt — wie wenn auf ihrer ARD Köln nicht verzeichnet wäre — was beinahe unvorstellbar ist. Zum Beispiel könnte jemand nicht wissen, was ein Elefant ist oder wie der Bundeskanzler heißt oder daß die Erde rund ist. In solchen Fällen ist das Symbolnetzwerk wahrscheinlich so fundamental von dem Ihrigen unterschieden, daß eine sinnvolle Kommunikation schwierig sein wird. Auf der anderen Seite wird diese selbe Person vielleicht mit Ihnen eine besondere Art von Wissen gemeinsam haben — wie z. B. die Kenntnis des Dominospiels —, so daß Sie in einem abgegrenzten Bereich gut kommunizieren können. Das wäre das Gleiche, wie wenn Sie jemanden treffen, der aus der gleichen ländlichen Gegend in Nordhessen kommt wie Sie, so daß Ihre beiden ARDs in einem sehr kleinen Bereich in vielen Details übereinstimmen, was Ihnen erlaubt, ohne Schwierigkeiten zu beschreiben, wie man von einem Ort zum anderen gelangt.


  Wie sehr kanalisieren Sprache und Kultur das Denken?


  Wenn wir nun zum Vergleich Ihres eigenen Symbolnetzwerks mit dem eines Franzosen oder eines Engländers zurückkehren, können wir sagen: Wir erwarten, daß sie den gleichen Kern von Klassensymbolen haben, und dies trotz der Tatsache, daß ihr Muttersprache verschieden ist. Wir erwarten nicht, daß wir mit ihnen hochspezialisierte Netze gemeinsam haben; das erwarten wir aber auch nicht von einem nach Belieben herausgegriffenen Menschen, der unsere Muttersprache spricht. Die Auslösemuster von Menschen anderer Sprache werden sich von den unsrigen etwas unterscheiden, aber die wichtigsten Klassensymbole und ihre Hauptverbindungswege sind allgemein zugänglich, so daß kleinere Nebenstraßen im Hinblick auf sie beschrieben werden können.


  Nun könnte jede unserer drei Personen zusätzlich die Sprache der beiden anderen einigermaßen beherrschen. Worin liegt der Unterschied zwischen wirklicher Geläufigkeit und der bloßen Fähigkeit zu kommunizieren? Vor allem gebraucht jemand, der das Deutsche beherrscht, die meisten Wörter mit ungefähr der gewöhnlichen Häufigkeit. Einer, der Deutsch nicht als Muttersprache spricht, hat wohl einige Wörter aus Wörterbüchern, Romanen oder im Unterricht aufgeschnappt — Wörter, die zu einer gewissen Zeit viel gebraucht wurden, die aber jetzt, was die Häufigkeit betrifft, abgesunken sind, zum Beispiel „hold“ für „anmutig“, „Trunk“ statt „was zu trinken“ usw. Auch wenn die Bedeutung im allgemeinen durchschlägt, bewirkt die ungewöhnliche Wortwahl eine fremdartige Qualität.


  Nehmen wir aber an, daß ein Ausländer alle Wörter mit annähernd normaler Häufigkeit zu gebrauchen gelernt hat. Macht das seine Sprache wirklich fließend? Wahrscheinlich nicht. Über der Wortebene steht die der Assoziationen, die der Kultur als ganzer angehört: Geschichte, Geographie, Religion, Kinderbücher, Literatur, Technologie usw. Um z. B. das moderne Hebräisch absolut fließend zu sprechen, muß man die hebräische Bibel recht gut kennen, weil diese Sprache auf einen Vorrat an biblischen Wendungen und ihre Nebenbedeutungen zurückgreift. Assoziationen solcher Stufe durchdringen jedes Symbol. Doch ist im Rahmen der Geläufigkeit Raum vorhanden für Vielfalt aller Art — sonst wären ja die einzigen flüssigen Sprecher die, deren Gedanken die stereotypsten wären.


  Obgleich wir uns des Ausmaßes, in dem die Kultur das Denken beeinflußt, bewußt sein sollten, dürfen wir die Rolle der Sprache bei der Formung von Gedanken nicht überbetonen. Zwei Möbel, die wir z. B. beide „Stühle“ nennen würden, könnten einem französisch Sprechenden als Gegenstände zweier verschiedener Typen erscheinen: „chaise“ und „fauteuil“ („Stuhl“ und „Armstuhl“). Menschen französischer Muttersprache sind sich dieses Unterschieds bewußter als wir — aber schließlich sind ja auch auf dem Land Aufgewachsene sich des Unterschieds zwischen Gerste und Roggen bewußter als ein Städter. Ein solcher nennt vielleicht beide „Getreide“. Diese begriffliche Unterscheidung beruht nicht auf der Verschiedenheit der Muttersprachen, sondern auf verschiedenen Kulturen (oder Subkulturen).


  Die Beziehungen zwischen den Symbolen von Menschen verschiedener Muttersprache sind sich, soweit es den Kern betrifft, aus einem guten Grund sehr ähnlich: weil jedermann in derselben Weit lebt. Wenn wir zu den detaillierten Aspekten der Auslösemuster kommen, wird man sehen, daß hier weniger Gemeinsamkeiten bestehen. Es wäre, wie wenn man ländliche Gegenden in Niedersachsen in ARDs vergliche, die Leute verfertigt hätten, die noch nie in Niedersachsen gelebt haben. Das spielt aber gar keine Rolle, solange man sich über die wichtigsten Städte und Verkehrslinien einig ist, so daß es gemeinsame Bezugspunkte auf der ganzen Karte gibt.


  Reisen und Fahrpläne in der ARD


  Ohne es explizit zu sagen, habe ich ein Bild dafür gebraucht, was ein „Gedanke“ in der ARD-Analogie ist — ich habe nämlich angenommen, daß ein Gedanke einer Reise entspricht. Die Städte, durch die man fährt, steilen die Symbole dar, die angeregt werden. Dies ist zwar keine vollkommene Analogie, aber doch eine recht starke. Ein Problem dabei ist, daß, wenn sich ein Gedanke im Gehirn eines Menschen oft genug wiederholt, er in einem einzigen Begriff „geballt“ werden kann. Das würde einem recht seltsamen Geschehnis in einer ARD entsprechen: Eine häufig gemachte Reise würde auf seltsame Weise zu einer neuen Ortschaft oder Stadt! Wenn man also die ARD-Metapher weiterhin verwendet, ist es wichtig, daran zu denken, daß die Städte nicht nur elementare Symbole repräsentieren — wie etwa „Gras“, „Haus“, „Automobil“, sondern auch Symbole, die dadurch entstehen, daß das Gehirn die Fähigkeit hat, Ballungen zu formen — Systeme für so vielschichtige Begriffe wie „Krebs-Kanon“, „Palindrom“ oder „ARD“.


  Vorausgesetzt nun, daß der Begriff des Reisens eine einigermaßen gute Entsprechung für die Vorstellung ist, einen Gedanken zu haben, dann ergibt sich die folgende Schwierigkeit: Jede Route sozusagen, die von einer Stadt zu einer zweiten, dann zu einer dritten usw. führt, kann man sich vorstellen, so lange man daran denkt, daß man auch einige dazwischenliegende Städte passiert hat. Das entspräche einer Aktivierung einer beliebigen Folge von Symbolen, eines nach dem anderen, wobei man einige zusätzliche Symbole berücksichtigen muß, die nämlich, die auf dem Wege liegen. Wenn nun praktisch jede Symbolfolge in jeder gewünschten Reihenfolge aktiviert werden kann, so könnte es scheinen, daß das Gehirn ein System ohne Unterscheidungsvermögen ist, jeden beliebigen Gedanken aufnehmen oder erzeugen kann. Daß das nicht der Fall ist, wissen wir alle. Es gibt ja tatsächlich gewisse Kategorien von Gedanken, die wir Wissen oder Glauben nennen, und die eine ganz andere Rolle spielen als ungeordnete Phantasien oder mit humoristischer Absicht behauptete Absurditäten. Wie können wir den Unterschied zwischen Träumen, flüchtigen Gedanken, Glauben und Wissen charakterisieren?


  Mögliche, potentielle und widersinnige Wege


  Es gibt gewisse Wege — man kann sie sich als Wege innerhalb einer ARD oder eines Gehirns vorsteilen —, die man gewohnheitsmäßig einschlägt, wenn man von einem Ort zum anderen geht. Es gibt andere Wege, denen man nur folgen kann, wenn man an der Hand durch sie hindurchgeführt wird. Es sind die „potentiellen Wege“, denen man nur bei besonderen äußeren Umständen folgen kann. Jene Wege, auf die man sich immer und immer wieder verläßt, sind solche, die Wissen verkörpern — und hier meine ich nicht nur faktisches (deklaratives) Wissen, sondern auch Wissen, wie man etwas macht (prozedurales Wissen). Diese stabilen, zuverlässigen Wege sind es, die das Wissen konstituieren. Einzelne „Stücke“ von Wissen verschmelzen allmählich mit Glaubensinhalten, die ebenfalls durch bewährte Wege repräsentiert sind, oder vielleicht solche, die sich leichter ersetzen lassen, wenn sozusagen eine Brücke ausfällt oder dicker Nebel herrscht. Das beschert uns Phantasien, Lügen, Unwahrheiten, Absurditäten usw. Es entspräche ausgefallenen Routen wie der von Hamburg nach Lübeck via Frankfurt und Überlingen. Das sind in der Tat mögliche Wege, aber normalerweise schlägt man sie wohl nicht ein.


  Eine kuriose und amüsante Folge dieses Modells ist, daß all die oben erwähnten „abweichenden“ Denkformen sich letzten Endes vollständig aus Glaubens- und Wissens-„stücken“ zusammensetzen. Das heißt, jede verrückte und gewundene indirekte Route setzt sich aus nicht-verrückten, nicht-gewundenen direkten Verbindungen zusammen, und diese kurzen, die Symbole direkt verbindenden Bahnen repräsentieren einfache Gedanken, die sich bewährt haben — Glaubens- und Wissens-„Stücke“. Bei etwas Nachdenken überrascht das kaum, denn es klingt doch ganz vernünftig, daß wir uns fiktive Dinge nur vorsteilen können, die irgendwie in den Realitäten wurzeln, die wir erfahren haben, so sehr sie von ihnen auch abweichen mögen. Vielleicht sind Träume einfach solche ziellosen Streifzüge in den ARDs unserer Gehirne. Lokal sind sie sinnvoll, aber global ...


  Verschiedene Stile bei der Übersetzung von Romanen


  Ein Gedicht wie „Jabberwocky“ ist wie eine unwirkliche Reise in einer ARD, bei der man sehr rasch von einem Zustand in den anderen hüpft und dabei äußerst merkwürdigen Bahnen folgt. Die Übersetzungen geben eher diesen Aspekt des Gedichts wieder und nicht so sehr die präzise Reihenfolge der Symbole, die ausgelöst werden, auch wenn sie in dieser Hinsicht ihr möglichstes tun. In gewöhnlicher Prosa sind solche Sprünge weniger üblich, doch ergeben sich ähnliche Übersetzungsprobleme. Nehmen wir an, Sie übersetzen einen Roman aus dem Russischen ins Deutsche und stoßen auf einen Satz, dessen wörtliche Übersetzung lautet: „Sie hatte eine Schüssel mit Borschtsch.“ Nun haben vielleicht viele Ihrer Leser keine Ahnung, was Borschtsch ist. Sie können versuchen, das Wort mit einem „entsprechenden“ Begriff aus Ihrer Kultur zu übersetzen — so könnte die Übersetzung etwa lauten: „Sie hatte eine Schüssel mit Maggi-Suppe.“ Wenn Sie das nun für eine alberne Übertreibung halten, schauen Sie sich den ersten Satz von Dostojewskis Schuld und Sühne an — auf russisch und in ein paar englischen Übersetzungen. Ich habe drei verschiedene Übersetzungen geprüft und dabei die folgende kuriose Situation gefunden: Im ersten Satz kommt der Straßenname (transliteriert) „S. Pereulok“ vor. Was bedeutet das? Ein sorgfältiger Dostojewskileser, der Leningrad kennt (das früher „Petersburg“ hieß — oder sollten wir „Petrograd“ sagen?) kann durch sorgfältige Prüfung der übrigen geographischen Angaben in diesem Buch erkennen, daß die Straße die „Stoliarny Pereulok“ sein muß. Dostojewski wollte seine Geschichte offensichtlich realistisch erzählen, aber doch nicht so realistisch, daß man die Adressen der Häuser, in denen Verbrechen und andere Ereignisse sich angeblich abspielten, wörtlich nehmen konnte. Auf alle Fälle liegt ein Übersetzungsproblem vor, oder genauer: wir haben verschiedene Übersetzungsprobleme auf verschiedenen Stufen.


  Zunächst: sollten wir die Initialen beibehalten, um so die Atmosphäre des Halbmysteriösen wiederzugeben, die bereits im ersten Satz des Buches anklingt? Das ergäbe „S-Lane“. (engl. „Lane“, „Gasse“, ist die Standardübersetzung von „Pereulok“.) Keiner der drei Übersetzer wählte diesen Weg. Indessen entschied sich einer für „S. Place“. Die Übersetzung von Schuld und Sühne, die ich am Gymnasium las, tat dasselbe. Ich werde nie das Gefühl der Desorientierung vergessen, das mich befiel, als ich mit der Lektüre begann und auf diese Straße, deren Name lediglich ein Buchstabe war, stieß. Ich hatte ein schwer zu fassendes Unbehagen, was den Beginn des Buchs betraf; ich war sicher, etwas Wichtiges verpaßt zu haben, wußte aber nicht was ... Ich kam zum Schluß, daß der russische Roman eine äußerst seltsame Angelegenheit sei.


  Nun könnten wir mit dem Leser ganz offen umspringen (von dem wir annehmen dürfen, daß er ohnehin wahrscheinlich nicht die geringste Vorstellung hat, ob diese Straße wirklich existiert oder nicht) und ihn von den Segnungen der modernen Gelehrsamkeit profitieren lassen, indem wir „Stoliarny Lane“ (oder „Place“) schreiben. Das war die Variante, für die sich Übersetzer Nr. 2 entschied; der mit „Stoliarny Lane“ übersetzte.


  Und Nr. 3? Die lautet „Carpenter's Lane“ (Zimmermannsgasse). Und warum eigentlich nicht? ,,Stoliar“ bedeutet schließlich „Zimmermann“, und „ny“ ist eine adjektivische Endsilbe. So könnten wir uns also in London wähnen anstatt in Petrograd, in einer von Dickens, nicht von Dostojewski erfundenen Situation. Wollen wir das? Vielleicht sollten wir statt dessen einfach einen Roman von Dickens lesen, mit der Begründung, daß dies das „entsprechende Buch“ auf englisch ist. Auf einer genügend hohen Stufe betrachtet, ist es eine „Übersetzung“ eines Romans von Dostojewski, sogar die bestmögliche! Wer braucht denn Dostojewski?


  Wir haben den ganzen Weg vom Versuch, dem Stil des Autors so treu zu sein wie möglich bis zu Übersetzungen auf hoher Stufe zurückgelegt. Wenn dies aber bereits im ersten Satz geschieht, kann man sich vorstellen, wie es im Rest des Buchs zugehen wird? Was fängt man an, wenn man zu der Stelle kommt, an der eine deutsche Zimmervermieterin in ihrem deutsch getönten Russisch zu schreiben beginnt? Wie übersetzt man gebrochenes Russisch mit einem deutschen Akzent ins Deutsche oder Englische?


  Es wäre auch das Problem zu prüfen, wie man Slang und umgangssprachliche Wendungen übersetzen solle. Soll man nach einer „analogen“ Wendung suchen, oder soll man sich mit einer wörtlichen Übersetzung zufriedengeben? Wenn man nach einer analogen Wendung sucht, dann läuft man Gefahr, einen Schnitzer à la „Maggi-Suppe“ zu machen; übersetzt man aber jede idiomatische Wendung wortwörtlich, dann wird das im Deutschen unvertraut klingen. Das ist vielleicht wünschenswert, da die russische Kultur Deutsch sprechenden Lesern meist fremd ist. Er wird aber bei der Lektüre einer solchen Übersetzung wegen der ungewohnten Phraseologie ständig ein Gefühl — ein künstliches Gefühl — des Seltsamen haben, das der Autor nicht beabsichtigte und das der Leser der russischen Originalfassung nicht hat.


  Derartige Probleme lassen einen stutzig werden, wenn man Aussagen wie die folgende betrachtet. Sie stammt von Warren Weaver, einem der ersten Befürworter von Computer-Übersetzungen in den späten vierziger Jahren: ,,Wenn ich mir einen Artikel in russischer Sprache ansehe, sage ich: ,In Wirklichkeit ist das auf Englisch geschrieben, aber es ist in wunderliche Symbole codiert worden. Ich mache mich nun an die Entschlüsselung.“ 1 Weavers Bemerkung kann man ganz einfach nicht wörtlich nehmen. Vielmehr muß man sie als eine provokative Ausdrucksweise dafür betrachten, daß in den Symbolen eine objektiv beschreibbare Bedeutung verborgen ist, oder doch etwas, das der Objektivität ziemlich nahekommt. Deshalb liegt kein Grund zu der Annahme vor, ein genügend gut programmierter Computer könnte diese Bedeutung nicht aufstöbern.


  Programmvergleich auf hoher Stufe


  Weavers Behauptung bezieht sich auf Übersetzungen aus einer natürlichen Sprache in eine andere. Betrachten wir nunmehr das Übersetzungsproblem bei Computersprachen. Nehmen wir zum Beispiel an, zwei Menschen hätten Programme geschrieben, die auf verschiedenen Computern laufen, und wir wollen wissen, ob die beiden Programme dieselbe Aufgabe lösen. Wie können wir das herausfinden? Wir müssen die Programme vergleichen. Aber auf welcher Stufe soll das geschehen? Vielleicht schreibt der eine Programmierer in Maschinensprache und der andere in einer Compilersprache. Sind zwei solche Programme vergleichbar? Gewiß. Aber wie kann man sie vergleichen? Eine Methode wäre die, das Compilersprachen-Programm zu übersetzen, und so ein Programm in der Maschinensprache des Computers herzustellen.


  Jetzt haben wir zwei Programme in Maschinensprache. Nun taucht ein weiteres Problem auf: Es sind zwei Computer vorhanden, und damit zwei Maschinensprachen, die voneinander völlig abweichen können. Die eine Maschine hat vielleicht Sechzehn-Bit-Wörter, die andere eine Wortlänge von sechsunddreißig. Die eine Maschine besitzt vielleicht eingebaute Befehle für die Behandlung von Stapeln („pushen“ und „poppen“), während sie bei der andern fehlen. Die Unterschiede in der Hardware zweier Maschinen können bewirken, daß die beiden Maschinensprach-Programme als miteinander unvergleichbar erscheinen; aber doch habe ich den Verdacht, daß sie die gleiche Aufgabe erledigen, und das sähen wir gerne auf einen Blick. Offenbar betrachten wir die beiden Programme von viel zu nahe.


  Was wir tun müssen, ist einen Schritt zurückzutreten, weg von der Maschinensprache zu einer höheren „geballten“ Sicht. Von diesem erhöhten Punkt aus hoffen wir, Ballungen des Programms wahrzunehmen, die jedes Programm als rational geplant erscheinen lassen, und zwar auf einer globalen, nicht auf lokaler Ebene, das heißt Ballungen, die so ineinandergreifen, daß man die Absichten des Programmierers erkennt. Nehmen wir an, beide Programme wären ursprünglich in Sprachen höherer Stufe geschrieben worden. Dann ist eine gewisse Ballung bereits für uns geleistet worden. Wir werden aber in andere Schwierigkeiten geraten. Es gibt unzählige solche Sprachen: Fortran, Algol, Lisp, APL und noch viele andere. Wie läßt sich ein in APL geschriebenes Programm mit einem in Algol geschriebenen vergleichen? Sicher nicht, indem man es Zeile um Zeile vergleicht. Man wird diese Programme wiederum im Geist „ballen“ und nach begrifflichen, funktionalen Einheiten, die einander entsprechen, Ausschau halten. So vergleicht man nicht Hardware oder Software, sondern „Ätherware“ — die reinen Konzepte, die hinter der Software liegen. Es gibt eine Art abstraktes „Begriffsskelett“, das aus den niedrigeren Stufen herausgeholt werden muß, wenn man einen sinnvollen Vergleich zweier Programme, zweier Tiere, zweier Sätze, in verschiedenen natürlichen Sprachen durchführen will.


  Das führt uns aber zurück zu einer früheren Frage, die wir im Hinblick auf Computer und Gehirne stellten. Wie können wir eine auf niedriger Stufe vollzogene Beschreibung eines Computers oder eines Gehirns verstehen? Gibt es in solchen komplizierten Systemen eine in irgendeinem vernünftigen Sinn objektive Methode, um eine Beschreibung hoher Stufe aus einer solchen niedriger Stufe herauszuholen? Im Falle eines Computers ist eine vollständige Darstellung des Speicherinhalts, ein sogenannter Memory Dump leicht erhältlich. In den Anfängen der Computerwissenschaft pflegte man „Dumps“ auszudrucken, wenn etwas mit dem Programm schief lief. Dann ging der Programmierer nach Hause, brütete stundenlang über dem Memory-Dump und bemühte sich zu verstehen, was jedes winzige Stückchen des Gedächtnisses repräsentierte. Im wesentlichen tat der Programmierer das Entgegengesetzte von dem, was ein Compiler tut: er übersetzte von der Maschinensprache in eine Sprache höherer Stufe, eine begriffliche Sprache. Schließlich begriff der Programmierer das Ziel des Programms und konnte es in Ausdrücken höherer Stufe beschreiben, wie etwa: „Dieses Programm übersetzt Romane aus dem Russischen ins Englische“, oder: „Dieses Programm komponiert eine achtstimmige Fuge auf der Basis jeden beliebigen Themas, das man ihm eingibt.“


  Gehirnvergleich auf hoher Stufe


  Wir müssen nunmehr unserer Fragesteilung im Fall des Gehirns nachgehen. Hier fragen wir: „Kann man das menschliche Gehirn ebenfalls auf einer höheren Stufe ‚lesen'? Gibt es eine objektive Beschreibung des Inhalts eines Gehirns?“ In der ... emsigen Fuge behauptet der Ameisenbär, er könne sagen, woran Tante Colonia denke, indem er das Hin und Her der Ameisen, aus denen sie sich zusammensetzt, beobachtet. Ist es vorsteilbar, daß irgend ein Super-Wesen, vielleicht ein Neuronenbär, auf unsere Neuronen niederblickt, das, was er sieht, „ballt“ und schließlich eine Analyse unserer Gedanken vornimmt?


  Sicher muß die Antwort „ja“ lauten, da wir alle sehr wohl imstande sind, unsere Gehirntätigkeit in geballten (d. h. nicht-neuronischen) Ausdrücken in jedem Augenblick zu beschreiben. Das heißt, daß wir einen Mechanismus besitzen, der uns gestattet, unseren eigenen Gehirnzustand auf grobe Art zu ballen und eine funktionale Beschreibung von ihm zu geben. Genauer: Wir ballen nicht den ganzen Zustand des Gehirns, sondern nur die Teile, die aktiv sind. Wenn uns jedoch jemand über ein Thema befragt, das in einem zur Zeit inaktiven Bereich unseres Gehirn codiert ist, können wir fast sofort Zutritt zu dem entsprechenden schlummernden Bereich gewinnen und eine geballte Beschreibung, d. h. Ansicht über dieses Thema geben. Man beachte, daß wir mit absoluter Null-Information über die Neuronenstufe diese Gehirnteils wieder zurückkommen; unsere Beschreibung ist so geballt, daß wir nicht einmal eine Ahnung davon haben, auf welchen Teil unseres Gehirns sie sich bezieht. Im Gegensatz dazu denke man an den Programmierer, dessen geballte Beschreibung aus der bewußten Analyse jedes einzelnen Teils des Memory Dump hervorgeht.


  Wenn jemand nun eine geballte Beschreibung irgend eines Teils seines Gehirns geben kann — warum sollte nicht auch ein Außenstehender, der, ohne es zerstören zu müssen, Zugang zu demselben Gehirn hat, nicht nur imstande sein, begrenzte Teile des Gehirns zu ballen, sondern tatsächlich eine vollständige geballte Beschreibung von ihm zu geben, in anderen Worten, eine vollständige Dokumentation der Überzeugungen dieser Person, zu deren Gehirn wir Zugang haben? Eine solche Beschreibung nähme natürlich astronomische Ausmaße an, aber das tut hier nichts zur Sache. Was uns dagegen interessiert, ist die Frage, ob prinzipiell eine wohldefinierte Beschreibung eines Gehirns auf hoher Stufe existiert, oder ob vielleicht die Beschreibung auf der Neuronenstufe — oder etwas anderes, vom physischen und vom intuitiven Standpunkt aus weniger Einleuchtendes — die beste Beschreibung ist, die es grundsätzlich gibt. Die Antwort auf diese Frage wäre bei unseren Bemühungen um das Problem, ob wir uns jemals selbst verstehen können, von größter Bedeutung.


  Potentielle Meinungen, potentielle Symbole


  Ich behaupte, daß eine geballte Beschreibung möglich ist, aber es wird nicht alles klar und licht sein, wenn wir sie haben. Das Problem ist, daß wir, um eine geballte Beschreibung aus dem Gehirn herauszuholen, eine Sprache brauchen, in der wir unsere Erkenntnisse formulieren können. Nun scheint das angemessenste Vorgehen bei der Beschreibung eines Gehirns darin zu bestehen, die Art von Gedanken, die es hegen kann, und die, die es nicht hegen kann, aufzuzählen, oder vielleicht die Ansichten, die es hat, und solche, die es nicht hat. Streben wir in einer geballten Beschreibung nach einem derartigen Ziel, dann läßt sich leicht erkennen, gegen welche Schwierigkeiten wir anzugehen haben.


  Nehmen wir an, wir wollten alle möglichen Reisen aufzählen, die sich in einer ARD ausführen lassen; es gibt unendlich viele. Wie bestimmt man nun aber, welche plausibel sind? Und was heißt überhaupt „plausibel“? Genau die gleichen Schwierigkeiten werden wir haben, wenn wir zu bestimmen suchen, was in unserem Gehirn ein „möglicher Weg“ von einem Symbol zu einem anderen ist. Wir können uns einen auf dem Rücken fliegenden Hund mit einer Zigarre im Maul vorstellen oder den Zusammenstoß zweier Riesenspiegeleier auf der Autobahn oder noch beliebig viele andere absurde Bilder. Die Zahl der ausgefallenen Bahnen, die in unserem Gehirn verfolgt werden können, ist grenzenlos, genau wie die Anzahl wahnwitziger Reiserouten, die man in einer ARD entwerfen könnte. Was aber stellt eine „gesunde“ Reiseroute in einer bestimmten ARD dar? Und was stellt einen „vernünftigen“ Gedanken in einem bestimmten Zustand des Gehirns dar? Der Zustand als solcher verbietet keinen der Wege, denn es gibt für jeden Weg immer Umstände, die das Einschlagen dieses Weges erzwingen könnten. Der physische Zustand des Gehirns, wenn richtig „gelesen“, gibt nicht darüber Auskunft, welchen Wegen man folgen könnte, sondern darüber, wieviel Widerstand unterwegs zu erwarten ist.


  Nun gibt es in einer ARD viele Reisen, die man wahlweise auf zwei oder mehr vernünftigen Routen ausführen könnte. Zum Beispiel könnte man von Frankfurt nach München entweder die Autobahn über Nürnberg oder die über Stuttgart einschlagen. Beide Wege sind ganz vernünftig, aber man wählt diesen oder jenen je nach den Umständen. Ein Blick auf die Karte zu einem bestimmten Zeitpunkt sagt nichts darüber aus, welche Route zu einem weit in der Zukunft liegenden Zeitpunkt vorzuziehen sein wird — das hängt völlig von den äußeren Bedingungen ab, unter denen man die Reise antritt. Gleichermaßen wird das „Lesen“ eines Gehirnzustands zeigen, daß verschiedene vernünftige Wege zur Wahl stehen, die eine bestimmte Menge von Symbolen miteinander verbinden. Jedoch braucht die Reise unter diesen Symbolen nicht unmittelbar bevorzustehen. Sie ist vielleicht einfach eine unter Milliarden „potentieller“ Reisen, die alle beim Auslesen des Gehirnzustands vorkommen. Daraus ergibt sich eine wichtige Schlußfolgerung: Im Gehirnzustand selbst liegt keine Information darüber vor, welche Route gewählt werden wird. Die äußeren Umstände werden bei der Wahl der Route eine sehr wichtige Rolle spielen.


  Was folgt daraus? Es folgt, daß völlig unvereinbare Gedanken je nach den Umständen von ein und demselben Gehirn erzeugt werden können. Und jedes Lesen des Gehirns auf hoher Stufe, das etwas taugt, muß alle solchen unvereinbaren Versionen enthalten. Das liegt eigentlich auf der Hand: daß wir alle Bündel von Widersprüchen sind und daß wir es nur dann fertigbringen, nicht auseinanderzufallen, wenn wir jedesmal nur eine Seite von uns sehen lassen. Die Wahl läßt sich nicht im voraus prophezeien, weil die Bedingungen, die sie erzwingen, im voraus nicht bekannt sind. Was der — richtig gelesene — Gehirnzustand liefern kann, ist eine konditionelle Beschreibung der Routenwahl.


  Betrachten wir zum Beispiel Herrn Krebs' Situation im Präludium. Er kann auf verschiedene Arten auf die Wiedergabe eines Musikstücks reagieren. Manchmal ist er fast immun dagegen, weil er es so gut kennt. Ein anderes Mal wird er ganz hingerissen sein, aber diese Reaktion verlangt die richtige Art von Auslösung von außen — zum Beispiel die Gegenwart eines enthusiastischen Zuhörers, dem das Werk neu ist. Vermutlich wird das Lesen des Gehirnzustands des Krebses auf hoher Stufe sowohl die potentielle Begeisterung (und die Bedingungen, die sie herbeiführen) als auch die potentielle Unempfänglichkeit (und die Bedingungen, die sie herbeiführen) enthüllen. Der Gehirnzustand als solcher würde jedoch nicht verraten, was beim nächsten Anhören des Stücks einträte; er könnte nur erkennen lassen: „Wenn die und die Bedingungen vorliegen, wird sich Begeisterung einstellen, sonst ...“


  So gäbe die geballte Beschreibung einen Katalog von Ansichten, die unter gewissen Voraussetzungen je nach den Umständen hervorgerufen werden können. Da man nicht alle möglichen Voraussetzungen aufzählen kann, müßte man sich mit denen zufriedengeben, die man als „vernünftig“ ansieht. Darüber hinaus müßte man sich mit einer geballten Beschreibung der Voraussetzungen zufriedengeben, da sie natürlich nicht bis zur Atomstufe spezifiziert werden können — und sollten. Und deshalb kann man keine genauen, deterministischen Voraussagen machen, welche Ansichten aus dem Gehirnzustand durch einen bestimmten geballten Umstand herausgeholt werden können. Zusammenfassend: eine geballte Beschreibung eines Gehirnzustands wird aus einem Wahrscheinlichkeits-Katalog bestehen, in dem die Ansichten aufgeführt sind, die am ehesten induziert (und die Symbole, die am ehesten aktiviert) werden, und zwar durch verschiedene Gruppierungen „höchstwahrscheinlicher“ Umstände, die selbst auf einer geballten Stufe beschrieben werden. Der Versuch, die Ansichten eines Menschen zu ballen, ohne auf den Kontext zu achten, ist genauso töricht wie der Versuch, den Umfang der „potentiellen Nachkommenschaft“ einer einzelnen Person ohne Rücksicht auf den Ehepartner zu beschreiben.


  Probleme ähnlicher Art ergeben sich bei der Aufzählung aller Symbole in einem menschlichen Gehirn. Es gibt nicht nur potentiell eine unendliche Anzahl von Wegen im Gehirn, sondern auch eine unendliche Anzahl von Symbolen. Wie bereits gesagt, lassen sich aus alten Begriffen immer neue bilden, und man könnte sagen, daß die durch solche neuen Begriffe repräsentierten Symbole in jedem Menschen schlummernde Symbole sind, die ihrer Erweckung harren. vielleicht werden sie im Lauf eines Menschenlebens überhaupt nicht erweckt, aber es ließe sich behaupten, daß die Symbole dennoch immer vorhanden sind und auf die geeigneten Umstände warten, die ihre Synthese auslösen. Wenn jedoch die Wahrscheinlichkeit sehr gering ist, würde „schlummernd“, auf diese Situation angewandt, als ein sehr unrealistischer Ausdruck erscheinen. Um das klarzumachen, versuche man, sich „schlummernde Träume“ vorzustellen, die im Schädel hausen, während man wach ist. Ist ein Entscheidungsverfahren denkbar, das bei gegebenem Gehirnzustand „potentiell träumbare Themen“ von „unträumbaren Themen“ unterscheidet?


  Wo ist das Gefühl des Selbst?


  Beim Rückblick auf das soeben Besprochene mag der Leser vielleicht denken: „Diese Spekulationen über Gehirn und Vernunft sind ja gut und schön, aber wie steht es mit den Gefühlen, die zum Bewußtsein gehören? Mögen diese Symbole sich gegenseitig auslösen, soviel sie wollen — wenn jemand die ganze Geschichte nicht wahrnimmt, gibt es kein Bewußtsein.“


  Das leuchtet intuitiv vielleicht auf einer gewissen Stufe ein, aber logisch stimmt es nicht. Dann wären wir nämlich gezwungen, nach einer Erklärung des Mechanismus zu fragen, der die Wahrnehmung aller aktiven Symbole besorgt, falls dieser nicht unter die Dinge fällt, die wir bis jetzt beschrieben haben. Wer an eine „Seele“ glaubt, wird natürlich gar nicht weiter zu suchen haben — er wird einfach behaupten, daß das, was all diese neurale Tätigkeit wahrnehme, die Seele sei, die in physikalischen Ausdrücken nicht beschrieben werden könne, und damit basta. Wir werden versuchen, eine Erklärung für den Ursprung des Bewußtseins zu liefern, die ohne den Begriff „Seele“ auskommt.


  Unsere Alternative zu dieser holistisch beseelten Erklärung — es ist eine recht beunruhigende — besteht darin, bei der Symbolstufe anzuhalten und zu sagen: „Das ist es!“ Das ist Bewußtsein. Bewußtsein ist jene Eigenschaft eines Systems, die sich ergibt, wo immer in einem System Symbole auftreten, die Auslösemustern etwa der Art gehorchen, wie sie im obigen Abschnitt beschrieben wurden.“ So brutal ausgedrückt, klingt es unzureichend. Wie kann damit das Gefühl des „Ich“, des „Selbst“ erklärt werden?


  Teilsysteme


  Es liegt kein Grund zur Erwartung vor, daß „Ich“ oder „das Selbst“ nicht durch ein Symbol repräsentiert werden sollte. Das Symbol für das Selbst ist ja wahrscheinlich das komplexeste aller Symbole im Gehirn. Deshalb habe ich mich entschlossen, ihm innerhalb der Hierarchie eine neue Stufe zuzuweisen und es Teilsystem und nicht „Symbol“ zu nennen. Um es genau zu sagen: unter „Teilsystem“ verstehe ich eine Konstellation von Symbolen, von denen jedes für sich allein unter Kontrolle des Teilsystems selbst aktiviert werden kann. Das Bild, das ich von einem Teilsystem geben will, ist das eines beinahe unabhängig funktionierenden „Teilhirns“, welches mit seinem eigenen Bestand an Symbolen ausgestattet ist, die sich gegenseitig intern auslösen können. Selbstverständlich findet auch zwischen dem Teilsystem und der „Außenwelt“ — das heißt dem restlichen Gehirn — Kommunikation statt. „Teilsystem“ ist einfach eine andere Bezeichnung für ein übergroßes Symbol, das so kompliziert geworden ist, daß es sehr viele Teilsymbole enthält, die miteinander interagieren. Eine strenge Unterscheidung zwischen Symbol und Teilsystem jedoch gibt es vom Gesichtspunkt der Hierarchie aus nicht.


  Wegen der zahlreichen Querverbindungen zwischen einem Teilsystem und dem übrigen Gehirn — von denen einige im folgenden beschrieben werden — wäre es sehr schwierig, eine scharfe Grenze zwischen dem Teilsystem und der Außenwelt zu ziehen, aber selbst wenn die Grenze unscharf ist, ist das Teilsystem eine ganz reale Angelegenheit. Interessant an ihm ist die Tatsache, daß es, wenn es einmal aktiviert ist und dann sich selber überlassen bleibt, selbständig arbeiten kann. So können zwei oder mehr Teilsysteme eines menschlichen Gehirns gleichzeitig arbeiten. Ich habe gelegentlich festgestellt, wie das in meinem eigenen Gehirn geschieht: Manchmal merke ich, daß mir zwei verschiedene Melodien durch den Kopf gehen und um „meine“ Aufmerksamkeit wetteifern. Irgendwie wird jede der beiden Melodien in separaten Kammern meines Gehirns erzeugt und „abgespielt“. Jedes für das Herausholen einer Melodie aus meinem Gehirn verantwortliche Symbol aktiviert vermutlich nacheinander eine Anzahl von Symbolen, vollständig unbewußt, das andere Symbol desgleichen. Darauf versuchen beide, mit einem dritten Teilsystem meines Gehirns — meinem Selbst-Symbol — zu kommunizieren, und an diesem Punkt merkt das Ich in meinem Gehirn, was hier vor sich geht. In anderen Worten: es beginnt, eine geballte Beschreibung der Tätigkeit dieser beiden Teilsysteme aufzunehmen


  Teilsysteme und gemeinsamer Code


  Typische Teilsysteme wären etwa solche, die uns gut bekannte Menschen repräsentieren. Diese sind in unserem Gehirn auf so komplexe Weise repräsentiert, daß ihre Symbole sich zum Rang eines Teilsystems erweitern und so zu autonomem Agieren fähig werden, wobei sie sich zur Unterstützung einiger Ressourcen unseres Gehirns bedienen. Damit will ich sagen, daß ein Teilsystem, das einen Freund symbolisiert, viele Symbole in meinem Gehirn genau so gut aktivieren kann wie ich selbst. Zum Beispiel kann ich mein Teilsystem für einen guten Freund erregen und mir einbilden, ich steckte sozusagen in seiner Haut, kann Gedanken verfolgen, die er haben könnte, Symbole in Sequenzen aktivieren, die seine Denkmuster genauer als meine eigenen widerspiegeln. Man könnte sagen, daß mein Modell dieses Freundes, wie es ein Teilsystem meines Gehirns verkörpert, meine eigene geballte Beschreibung seines Gehirns darstellt.


  Enthält das Teilsystem also ein Symbol für jedes Symbol, von dem ich annehme, daß es in seinem Gehirn ist? Das wäre redundant. Wahrscheinlich macht das Teilsystem in großem Umfang von Symbolen Gebrauch, die sich bereits in meinem Gehirn befinden. Zum Beispiel kann das Symbol für „Berg“ in meinem Gehirn von dem Teilsystem geborgt werden, wenn es aktiviert ist. Die Art und Weise, in der das Symbol dann vom Teilsystem verwendet wird, ist nicht notwendigerweise identisch mit der, die mein Gehirn als Ganzes verwendet. Wenn ich im besonderen mit meinem Freund über die Tien-Shan-Bergkette in Zentralasien spreche (wobei keiner von uns beiden jemals dort gewesen ist), und ich weiß, daß er Jahre zuvor beim Wandern in den Alpen ein wundervolles Erlebnis hatte, dann wird meine Interpretation seiner Bemerkungen teilweise von den Bildern, die ich von seinem früheren alpinen Erlebnis „importiert“ habe, getönt sein, da ich mir klar zu werden suche, wie er sich das Gebiet vorstellt.


  In dem Vokabular, das wir im Verlauf dieses Kapitels aufgebaut haben, ließe sich sagen, daß die Aktivierung des Symbols „Berg“ in mir unter der Kontrolle eines Teilsystems steht, das meinen Freund repräsentiert. Das bewirkt, daß es ein anderes „Fenster“ auf mein Gedächtnis öffnet als das, das ich gewöhnlich gebrauche — meine „default option“ wird nämlich umgeschaltet von der Fülle meiner Erinnerungen zu einem Bündel von Erinnerungen an seine Erinnerungen. Es braucht nicht betont zu werden, daß meine Repräsentation von seinen Erinnerungen nur Annäherungen an seine tatsächlichen Erinnerungen sind. Die komplexen Aktivierungsweisen von Symbolen in seinem Gehirn sind für mich unzugänglich.


  Meine Repräsentation von seinen Erinnerungen ist auch eine komplexe Aktivierungsweise meiner eigenen Symbole — jener für „ursprüngliche“ Begriffe wie Gras, Bäume, Schnee, Himmel, Wolken usw. Das sind Vorstellungen, von denen ich annehmen muß, daß sie bei ihm auf „identische“ Weise repräsentiert sind. Auch muß ich annehmen, daß sogar noch ursprünglichere Vorstellungen auf ähnliche Weise bei ihm wie bei mir repräsentiert sind: das Erlebnis der Schwerkraft, des Atmens, der Müdigkeit, der Farben usw. vielleicht weniger ursprünglich, aber eine fast ebenso universelle menschliche Qualität ist die Freude beim Erreichen eines Gipfels und der Genuß der Aussicht. Somit können die verwickelten Vorgänge in meinem Gehirn, die jene Freude hervorrufen, direkt vom Freund-Teilsystem ohne großen Verlust an Treue als Vorlage übernommen werden.


  Wir könnten nun weitergehen und zu beschreiben versuchen, wie ich eine ganze Erzählung meines Freunds verstehe, eine Erzählung voll von geistigen Erfahrungen und vielen Verwicklungen in menschlichen Beziehungen. Doch würde sich unsere Terminologie bald als unzureichend erweisen. Es gäbe heikle Rekursionen im Zusammenhang mit Repräsentationen in ihm von Repräsentationen in mir von Repräsentationen in ihm von dem oder jenem. Wenn unsere gemeinsamen Freunde in der Erzählung vorkämen, würde ich unbewußt nach Kompromissen zwischen meiner Vorstellung von seinen Repräsentationen von ihnen und meinen eigenen Bildern von ihnen Ausschau halten. Reine Rekursion wäre einfach ein unangebrachter Formalismus zur Bewältigung von Symbolmischungen dieser Art. Und ich habe nur eben die Oberfläche angekratzt! Zur Zeit fehlt uns ganz offensichtlich noch das Vokabular zur Beschreibung der komplexen Interaktionen, die zwischen Symbolen möglich sind. Halten wir also inne, bevor wir im Sumpf steckenbleiben.


  Doch sollte man zur Kenntnis nehmen, daß Computersysteme allmählich in Verwicklungen derselben Art geraten, und deshalb hat man einige dieser Begriffe mit Namen versehen. Zum Beispiel ist mein „Berg“-Symbol dem analog, was man im Computer-Jargon shared oder re-entrant code nennt — ein Code, der von zwei oder mehr verschiedenen Time-Sharing-Programmen, die zu gleicher Zeit auf dem gleichen Computer laufen, gemeinsam benutzt werden kann.


  Die Tatsache, daß die Aktivierung eines Symbols verschiedene Ergebnisse haben kann, wenn es Teil verschiedener Teilsysteme ist, läßt sich so erklären, daß man sagt, der Code werde von verschiedenen Interpretern verarbeitet. So sind also die Auslösemuster im „Berg“-Symbol nicht absolut; sie sind relativ je nach dem System, innerhalb dessen das Symbol aktiviert wird.


  Daß es solche „Teilgehirne“ gibt, mag manchem zweifelhaft erscheinen. Vielleicht verhilft das folgende Zitat von M. C. Escher — aus einer Beschreibung, wie man flächendeckende Zeichnungen ausführt — zum Verständnis des Phänomens, das ich meine:


  Wenn ich zeichne, habe ich manchmal das Gefühl, ich sei ein spiritistisches Medium, gelenkt von den Gestalten, die ich heraufbeschworen habe. Es ist, als träfen sie die Entscheidung darüber, in welcher Form sie erscheinen wollten. Während ihrer Geburt kümmern sie sich wenig um meine kritische Meinung, und auf den Fortgang ihrer Entwicklung kann ich keinen großen Einfluß nehmen. Meistens sind es sehr schwierige und starrköpfige Wesen. 2


  Das ist ein vortreffliches Beispiel, wie gewisse Teilsysteme des Gehirns, wenn aktiviert, fast autonom werden. Eschers Teilsysteme, glaubte er, konnten beinahe die Oberhand über sein ästhetisches Urteil gewinnen. Das ist natürlich nur cum grano salis zu verstehen, da diese starken Teilsysteme sich als Ergebnis jahrelanger Schulung und der Unterwerfung gerade unter die Kräfte einstellten, die seine ästhetische Empfindsamkeit formten. Kurz, es ist falsch, die Teilsysteme in Eschers Gehirn von ihm selbst und seinem ästhetischen Urteil zu trennen. Sie bilden einen entscheidenden Teil seines Gefühls für Ästhetik, wobei „er“ seine gesamte Existenz als Künstler bedeutet.


  Das Selbst-Symbol und Bewußtsein


  Ein sehr wichtiger Nebeneffekt des Selbst-Teilsystems ist der, daß es die Rolle der „Seele“ spielen kann, und zwar in folgendem Sinn: Indem es fortwährend mit den übrigen Teilsystemen und Symbolen im Gehirn kommuniziert, hält es fest, welche Symbole aktiv sind und welche nicht. Das bedeutet, daß es Symbole für geistige Tätigkeit besitzen muß, in anderen Worten Symbole für Symbole, und Symbole für die Tätigkeiten von Symbolen.


  Natürlich hebt dies das Bewußtsein oder das Sich-bewußt-sein nicht auf eine „magische“, nicht-materielle Ebene. „Sich bewußt sein“ ist hier eine unmittelbare Auswirkung des Komplexes Hardware und Software, wie wir ihn beschrieben haben. Trotz des irdischen Ursprungs scheint diese Art, das Sich-bewußt-sein zu beschreiben nämlich als Überwachung einer gedanklichen Tätigkeit eines Teilsystems durch das Gehirn selbst — immerhin der beinahe unbeschreiblichen Empfindung zu ähneln, die wir alle kennen und die wir „Bewußtsein“ nennen. Sicher läßt sich erkennen, daß hier hinlänglich Komplexität vorliegt, um unerwartete Wirkungen hervorzubringen. Zum Beispiel ist es ganz einleuchtend, daß ein so strukturiertes Computerprogramm Aussagen über sich selbst machen würde, die den Aussagen, die Menschen gemeinhin über sich selbst machen, sehr ähnlich wären. Dies impliziert die Behauptung, daß der Computer freien Willen besäße, daß er nicht als „Summe seiner Teile“ erklärt werden kann usw. (Zu diesem Thema siehe den Artikel „Matter, Mind and Models“ von M. Minsky in seinem Buch Semantic Information Processing.)


  Was für eine Gewähr haben wir, daß ein das Selbst repräsentierendes Teilsystem, wie das hier von mir postulierte, tatsächlich in unseren Gehirnen existiert? Könnte sich ein komplexes Netzwerk von Symbolen, wie ich es oben beschrieben habe, entwickeln, ohne daß sich zugleich ein Selbstsymbol entwickelte? Wie könnten diese Symbole und ihre Tätigkeiten den wirklichen Geschehnissen und dem sie umgebenden Universum „isomorphe geistige Geschehnisse entwickeln, wenn es nicht ein Symbol für den Wirtsorganismus gäbe? Die Reize, die in ein System eingehen, konzentrieren sich auf eine kleine Masse im Raum. Es wäre ein klaffendes Loch in der symbolischen Struktur eines Gehirns, wenn es kein Symbol für das physische Objekt besäße, in dem es haust und das in den Geschehnissen die es widerspiegelt, eine größere Rolle spielt als jedes andere Objekt. Bei genauem Nachdenken sieht es tatsächlich so aus, als könne man nur dann aus der „Weit“, die ein belebtes lokalisiertes Objekt umgibt, klug werden, wenn man die Rolle dieses Objekts in Beziehung zu den anderen Objekten rings um es herum versteht. Das bedingt die Existenz eines Selbstsymbols, und der Schritt vom Symbol zum Teilsystem ergibt sich aus der Wichtigkeit des Selbstsymbols, bedeutet aber keine qualitative Veränderung.


  Unsere erste Begegnung mit Lucas


  Der Oxforder Philosoph J. R. Lucas (der mit den früher beschriebenen Lucas-Zahlen nichts zu tun hat) schrieb im Jahre 1961 einen bemerkenswerten Artikel mit dem Titel „Minds, Machines and Gödel“. Seine Ansichten sind den meinen genau entgegengesetzt, und doch bringt er es fertig, bei der Darlegung seiner Ansichten viele der gleichen Zutaten zu verwenden. Die folgenden Auszüge sind für das eben Besprochene von Bedeutung:


  Beim ersten und einfachsten Versuch zu philosophieren verstrickt man sich in die Frage, ob man, wenn man etwas weiß, weiß, daß man es weiß, und worüber, wenn man von sich selber denkt, gedacht wird und was das Denken ausführt. Nachdem man sich lange mit diesem Problem abgequält hat, lernt man, nicht allzusehr auf diesen Fragen herumzureiten: Der Begriff eines sich seiner bewußten Wesens wird implizit als von dem eines sich seiner unbewußten Objekts verschieden erkannt. Wenn wir sagen, daß ein sich seiner bewußtes Wesen etwas weiß, sagen wir nicht nur, daß es das weiß, sondern auch, daß es weiß, daß es weiß, und weiß, daß es weiß, daß es weiß usw., solange wir die Frage stellen wollen: Wir erkennen hier etwas Unendliches, aber das ist kein unendlicher Regreß im schlechten Sinn, denn es sind die Fragen, die sich totlaufen, da sie sinnlos sind, nicht die Antworten. Die Fragen kommen einem sinnlos vor, weil der Begriff in sich selbst die Vorstellung enthält, daß solche Fragen unendlich lange beantwortet werden können. Obgleich bewußte Wesen die Fähigkeit besitzen, weiterzugehen, wollen wir das nicht einfach als eine Reihe von Aufgaben darstellen, die sie ausführen könnnen; wir betrachten auch den Geist nicht als eine unendliche Folge von Selbsten und Super-Selbsten und Super-Super-Selbsten. Vielmehr bestehen wir darauf, daß ein bewußtes Wesen eine Einheit ist, und obgleich wir von Teilen des Geistes sprechen, tun wir das nur metaphorisch, und lassen es nicht zu, daß man es wörtlich nimmt.


  Die Paradoxien des Bewußtseins entstehen deshalb, weil ein bewußtes Wesen sich seiner selbst — und anderer Dinge bewußt ist und doch nicht so verstanden werden kann, daß es in Einzeiteile auflösbar wäre. Das heißt, daß ein bewußtes Wesen mit Gödelschen Fragen auf eine Weise fertig wird, wie es die Maschine nicht kann, weil ein bewußtes Wesen sowohl sich selbst als auch seine Leistung betrachten kann und doch nichts anderes ist als das, was die Leistung vollbrachte. Eine Maschine kann sozusagen dazu gebracht werden, ihre Leistung zu „betrachten“, aber sie kann dem nicht „Rechenschaft tragen“, ohne dabei eine andere Maschine zu werden, nämlich die alte Maschine unter Beifügung eines „neuen Teils“. Es liegt in unserer Vorstellung vom bewußten Geist, daß er über sich selbst nachdenken und seine Leistung kritisieren kann, und um das zu tun, bedarf es keiner zusätzlichen Teile: Es ist schon vollständig und hat keine Achillesferse.


  Die These wird nun allmählich mehr ein Gegenstand begrifflicher Analyse als mathematischer Entdeckung. Das bestätigt sich, wenn wir ein anderes, von Turing angeführtes Argument betrachten. Bis heute haben wir einigermaßen einfache und in ihrem Verhalten voraussagbare Artefakte geschaffen. Wenn wir die Komplexität unserer Maschinen erhöhen, dann erwarten uns vielleicht Überraschungen. Turing zieht eine Parallele zu einem Kernreaktor-Brennstab. Unterhalb einer gewissen „kritischen“ Masse geschieht nichts, aber oberhalb der kritischen Masse beginnen die Funken zu stieben. So verhält es sich vielleicht mit Gehirnen und Maschinen. Die meisten Gehirne und alle Maschinen sind gegenwärtig „subkritisch“; sie reagieren auf eintreffende Reize in schwerfälliger und nicht weiter interessanter Weise, haben kein Bild von sich selber, können bloß Standardantworten geben aber zur Zeit sind ein paar Gehirne und in Zukunft vielleicht ein paar Maschinen superkritisch und beginnen von sich aus zu funkeln. Turing gibt zu bedenken, daß das lediglich eine Sache der Komplexität ist und oberhalb einer gewissen Komplexitätsstufe ein qualitativer Unterschied auftritt, so daß „superkritische“ Maschinen völlig verschieden von denen, mit welchen man sich bisher befaßt hat, sein werden.


  Vielleicht trifft das zu. Komplexität führt oftmals qualitative Unterschiede herbei. Es ist vielleicht nicht einleuchtend, aber es könnte sich erweisen, daß eine Maschine oberhalb einer gewissen Komplexitätsstufe aufhört, voraussagbar zu sein, sogar prinzipiell, und anfängt, Dinge von sich aus zu tun, oder, um eine verräterische Wendung zu brauchen, möglicherweise einen eigenen Kopf zu haben beginnt. Sie beginnt möglicherweise, einen eigenen Kopf zu haben. Sie würde beginnen, einen eigenen Kopf zu haben wenn sie nicht mehr vollständig lenkbar und gefügig, sondern imstande wäre, Dinge zu tun, die wir als intelligent anerkennen würden, und nicht einfach als Fehler oder Glückstreffer, die wir bloß nicht in sie hineinprogrammiert hätten. Dann aber wäre es keine Maschine im eigentlichen Sinne mehr. In der mechanistischen Debatte geht es nicht darum, wie Geist zum Leben erweckt wird oder werden könnte, sondern wie er funktioniert. Für die mechanistische These ist es wesentlich, daß das mechanistische Denkmodell nach „mechanischen Grundsätzen“ arbeitet, was heißt, daß wir die Operationen des Ganzen auf Grund der Operationen seiner Teile verstehen können, und die Operation jedes Teils entweder durch das Anfangsstadium und die Konstruktion der Maschine bestimmt werden oder die beliebige Wahl einer feststehenden Zahl feststehender Operationen sein soll. Wenn ein Anhänger der mechanistischen Auffassung eine Maschine herstellte, die so kompliziert wäre, daß das nicht mehr auf sie zuträfe, dann wäre sie für die Zwecke unserer Diskussion keine Maschine mehr, gleichgültig wie sie konstruiert sein würde. Vielmehr sollten wir sagen, daß er Geist erzeugt hätte, im gleichen Sinn in dem wir zur Zeit Menschen ins Leben rufen. Es gäbe dann zwei Arten, Geist neu in die Weit zu setzen: die traditionelle, indem man Kinder zeugt, die von einer Frau geboren werden, und auf neue Weise, indem man sehr, sehr komplizierte Systeme von sagen wir Ventilen und Relais aufbaute. Wenn wir den zweiten Typ betrachten, sollten wir sorgfältig betonen, daß das Geschaffene, auch wenn es wie eine Maschine aussähe, in Wirklichkeit keine wäre, weil es nicht einfach die Summe seiner Teile wäre. Man könnte nicht voraussagen, was es tun würde, wenn man bloß wüßte, wie es aufgebaut wäre und den Anfangszustand ihrer Teile kennen würde: nicht einmal die Grenzen dessen, was es tun würde, könnte man absehen, denn sogar wenn man ihm eine Frage des Gödeltyps vorlegt, gäbe es die richtige Antwort. Tatsächlich könnten wir in aller Kürze sagen, daß jedes System, das nicht von der Gödelfrage besiegt würde, eo ipso keine Turing-Maschine wäre, d. h. keine Maschine im eigentlichen Sinn. 3


  Bei der Lektüre dieses Abschnitts stutzte ich fortwährend wegen der raschen Aufeinanderfolge von Themen, Anspielungen, Nebenbedeutungen, Bedeutungen, Konfusionen und Konklusionen. Wir springen von einer Carrollschen Paradoxie zu Gödel, zu Turing, zu Artifizieller Intelligenz, zu Holismus und Reduktionismus — das alles auf zwei kurzen Seiten. Von Lucas kann man sagen, daß er auf jeden Fall anregend ist, was immer sonst er noch sein mag. In den folgenden Kapiteln werden wir zu vielen Themen zurückkehren, die in dieser merkwürdigen Passage so verlockend und so flüchtig berührt wurden.


  Aria mit verschiedenen

  Veränderungen


  Achilles konnte einige Nächte nicht schlafen. Sein Freund, Herr Schildkröte, ist heute abend auf Besuch gekommen, um ihm während dieser unangenehmen Stunden Gesellschaft zu leisten.


  Schildkröte: Es tut mir schrecklich leid, mein lieber Achilles, von den Sorgen zu hören, die Sie quälen. Ich hoffe, meine Anwesenheit wird für Sie eine willkommene Abwechslung sein nach all den unerträglichen Aufregungen, die Sie wachgehalten haben. vielleicht langweile ich Sie genügend, daß Sie schließlich einschlafen können. Auf diese Weise möchte ich Ihnen einen Dienst erweisen.


  Achilles: Oh nein. Ich habe schon einige der besten Langweiler der Welt hier gehabt, die versuchten, mich bis zum Einschlafen zu langweilen, und alle haben leider versagt. Sie werden ihnen also nicht ebenbürtig sein. Nein, Herr S., ich habe Sie eingeladen in der Hoffnung, daß Sie mich mit etwas aus der Zahlentheorie zerstreuen könnten, so daß ich zumindest diese langen Stunden angenehm überstehen kann. Ich habe nämlich herausgefunden, daß ein bißchen Zahlentheorie für mein unruhiges Gemüt Wunder wirkt.


  Schildkröte: Sonderbare Idee! Wissen Sie, sie erinnert mich ein ganz kleines bißchen an die Geschichte des armen Grafen Keyserlingk.


  Achilles: Wer war denn das?


  Schildkröte: Oh, ein Graf in Sachsen im achtzehnten Jahrhundert, kein gravierender Graf, um es gleich zu sagen. Aber seinetwegen — nun, soll ich Ihnen die Geschichte erzählen? Sie ist sehr unterhaltsam.


  Achilles: Wenn das der Fall ist, nur zu!


  Schildkröte: Der brave Graf litt einmal an Schlaflosigkeit, und es traf sich, daß in derselben Stadt ein begabter Musiker wohnte, und so beauftragte Graf Keyserlingk diesen Musiker, einen Satz von Variationen zu komponieren, die der Cembalist des gräflichen Hofes in seinen schlaflosen Nächten spielen sollte, um die Stunden angenehmer verstreichen zu lassen.


  Achilles: War der Komponist dem Auftrag gewachsen?


  Schildkröte: Ich glaube schon, denn nachdem er die Komposition fertiggestellt hatte, belohnte ihn der Graf sehr großzügig — er gab ihm einen goldenen Kelch, der hundert Louisdor enthielt.


  Achilles: Was Sie nicht sagen! Mich wundert nur, wo er den Kelch und vor allem all die Louisdor überhaupt her hatte.


  Schildkröte: Vielleicht sah er ihn in einem Museum und fand Gefallen daran.


  Achilles: Wollen Sie sagen, daß er sie hat mitgehen lassen?


  Schildkröte: Nun, ich würde es nicht ganz so ausdrücken, aber ... Damals konnte sich ein Graf fast alles leisten. Auf jeden Fall ist es klar, daß die Musik dem Grafen gefiel, denn er lag dem Cembalisten — fast noch ein Kind namens Goldberg fortwährend in den Ohren, ihm die eine oder andere der dreißig Variationen vorzuspielen. Infolgedessen (und das ist nicht ohne eine gewisse Ironie) erhielten die Variationen den Namen des jungen Goldberg anstatt des edlen Grafen.


  Achilles: Sie meinen: der Komponist war Bach, und das waren die sogenannten „Goldberg-Variationen“?


  Schildkröte: Und ob ich es meine! Eigentlich hieß das Werk Aria mit verschiedenen Veränderungen, deren es dreißig gibt. Wissen Sie, wie Bach diese großartigen Variationen aufbaute?


  Achilles: Sagen Sie es mir!


  Schildkröte: Alle Stücke mit Ausnahme des letzten basieren auf einem einzigen Thema, das er „Aria“ nannte. Was sie alle zusammenhielt, war nicht eine gemeinsame Melodie, sondern eine gemeinsame harmonische Basis. Die Melodien variieren, aber zugrunde liegt ihnen ein konstantes Thema. Erst in der letzten Variation nahm sich Bach einige Freiheiten heraus. Es ist eine Art „Ende nach dem Ende“. Es enthält von außen eingebrachte musikalische Ideen, die mit dem Originalthema nur noch wenig zu tun haben — in Wirklichkeit zwei deutsche Volkslieder. Diese Variation nennt man „Quodlibet“.


  Achilles: Was ist sonst noch an den Goldberg-Variationen ungewöhnlich?


  Schildkröte: Nun, jede dritte Variation ist ein Kanon. Zuerst ein Kanon, in dem die beiden Stimmen auf der GLEICHEN Note einfallen. Zweitens ein Kanon, in dem eine der beiden Stimmen EINE NOTE HÖHER als die erste einfällt. Drittens fällt eine Stimme ZWEI Noten höher ein. Und so weiter, bis der abschließende Kanon mit Noten beginnt, die genau eine Note auseinanderliegen. Zusammen zehn Kanons. Und ...


  Achilles: Halt. Habe ich nicht irgendwo etwas über vierzehn kürzlich neuentdeckte Goldberg-Kanons gelesen ...?


  Schildkröte: Stand das nicht in der gleichen Zeitschrift, in der unlängst von der Entdeckung von vierzehn bisher unentdeckten Tagen im November berichtet wurde?


  Achilles: Nein, es ist wahr. Einem Mann namens Wolff — einem Musikwissenschaftler — kam etwas von einem speziellen Exemplar der Goldberg-Variationen in Straßburg zu Ohren. Er reiste also dorthin, um sie anzuschauen, und zu seiner Überraschung fand er auf der Rückseite als eine Art „Ende nach dem Ende“ diese vierzehn neuen Kanons, die alle auf den ersten acht Noten des Themas der Goldberg-Variationen basierten. Wir wissen jetzt also, daß es in Wirklichkeit vierundvierzig und nicht dreißig Goldberg-Variationen gibt.


  Schildkröte: Das heißt, es sind vierundvierzig, bis ein anderer Musikforscher an irgendeinem unwahrscheinlichen Ort einen weiteren Stoß entdeckt. Und wenn das auch unwahrscheinlich ist, so ist es doch möglich, daß noch ein weiterer Stoß entdeckt wird, und dann noch einer und noch einer usw. ... Ja, es könnte überhaupt nicht aufhören. Wir werden nie wissen, ob und wann wir im Besitz aller Goldberg-Variationen sind.


  Achilles: Eine eigenartige Vorstellung. Vermutlich glaubt jeder, daß diese letzte Entdeckung einfach ein besonderer Glücksfall war, und daß wir jetzt endgültig alle Goldberg-Variationen besitzen. Aber angenommen, daß Sie recht haben und daß irgendwann einmal noch mehr auftauchen, dann fangen wir an, Dinge dieser Art zu erwarten. An diesem Punkt wird die Bezeichnung „Goldberg-Variationen“ ihre Bedeutung leicht ändern, um nicht nur die bekannten, sondern auch irgendwelche anderen zu umfassen, die vielleicht auftauchen mögen. Ihre Anzahl nennen wir sie ,,g“, ist sicher endlich nicht wahr? Aber einfach zu wissen, daß g endlich ist, ist nicht dasselbe, wie zu wissen, wie groß g ist. Diese Information würde uns also nicht sagen, wann die letzte Goldberg-Variation aufgefunden werden wird.


  Schildkröte: Das ist sicher richtig.


  Achilles: Sagen Sie mir: Wann hat Bach diese berühmten Variationen komponiert?


  Schildkröte: Das geschah alles im Jahre 1742, als er Cantor in Leipzig war.


  Achilles: 1742? Hmm ... Diese Zahl erinnert mich an etwas.


  Schildkröte: Sollte sie auch tun, denn sie ist eine recht interessante Zahl, nämlich die Summe zweier ungerader Primzahlen: 1723 + 19.


  Achilles: Donnerwetter! Wie merkwürdig! Wie oft man wohl auf eine gerade Zahl mit dieser Eigenschaft stößt? Schauen wir einmal ...


  
    
      	
        6 = 3 + 3

      
    


    
      	
        8 = 3 + 5

      
    


    
      	
        10 = 3 + 7 = 5 + 5

      
    


    
      	
        12 = 5 + 7

      
    


    
      	
        14 = 3 + 11 = 7 + 7

      
    


    
      	
        16 = 3 + 13 = 5 + 11

      
    


    
      	
        18 = 5 + 13 = 7 + 11

      
    


    
      	
        20 = 3 + 17 = 7 + 13

      
    


    
      	
        22 = 3 + 19 = 5 + 17 = 11 + 11

      
    


    
      	
        24 = 5 + 19 = 7 + 17 = 11 + 13

      
    


    
      	
        26 = 3 + 23 = 7 + 19 = 13 + 13

      
    


    
      	
        28 = 5 + 23 = 11 + 17

      
    


    
      	
        30 = 7 + 23 = 11 + 19 = 13 + 17

      
    

  


  Merkwürdig! Nach meiner kleinen Tabelle scheint es sehr häufig der Fall zu sein. Doch kann ich noch keine einfache Regelmäßigkeit in der Tabelle entdecken.


  Schildkröte:Vielleicht ist gar keine Regelmäßigkeit festzustellen.


  Achilles: Aber ganz sicher gibt es das. Ich bin einfach nicht klug genug um sie gleich auf den ersten Blick zu erkennen.


  Schildkröte: Sie scheinen sehr überzeugt davon.


  Achilles: Ich habe keinerlei Zweifel ... Könnte es sein, daß sich ALLE geraden Zahlen (ausgenommen 4) als Summe zweier ungerader Primzahlen darsteilen lassen?


  Schildkröte: Hmm ... Diese Frage erinnert mich an etwas ... Ach, jetzt weiß ich warum. Sie sind nicht der erste, der solch eine Frage gestellt hat. Nun, tatsächlich stellte ein Amateur-Mathematiker 1742 eben diese Frage, in sein ...


  Achilles: Sagten Sie 1742? Entschuldigung, daß ich unterbreche, aber soeben stelle ich fest, daß 1742 eine recht interessante Zahl ist, nämlich die Differenz zweier ungerader Primzahlen: 1747 und 5.


  Schildkröte: Donnerwetter!? Wie merkwürdig! Wie oft man wohl auf eine gerade Zahl mit dieser Eigenschaft stößt?


  Achilles: Aber bitte lassen Sie sich nicht von ihrer Geschichte abhalten.


  Schildkröte: Ach ja. Nun, wie ich sagte: Im Jahr 1742 sandte ein Amateur-Mathematiker, dessen Namen mir im Augenblick entfallen ist, einen Brief an Euler, damals am Hof Friedrichs des Großen in Potsdam, und — nun, soll ich Ihnen die Geschichte erzählen!? Sie ist nicht ohne Reiz.


  Achilles: Wenn das der Fall ist, nur zu!


  Schildkröte: Schön. In diesem Brief legte der mathematische Dilettant dem großen Euler eine unbewiesene Vermutung vor: „Jede gerade Zahl läßt sich als Summe zweier ungerader Primzahlen darstellen.“ Wie hieß der Bursche doch nur?


  Achilles: Ich entsinne mich dunkel an die Geschichte — aus irgendeinem Buch über Zahlentheorie. Hieß der Mann nicht „Kupfergödel“?


  Schildkröte: Hm ... nein, das scheint mir zu lang.


  Achilles: Könnte es „Silberescher“ gewesen sein?


  Schildkröte: Nein, auch das ist es nicht. Der Name liegt mir auf der Zunge — äh — äh oh ja! „Goldbach“! „Goldbach“ hieß der Bursche.


  Achilles: Wußte ich doch, daß es etwas ähnliches war.


  Schildkröte: Ja, Ihre Vermutungen haben meinem Gedächtnis nachgeholfen. Merkwürdig, wie man manchmal in seinem Gedächtnis nach etwas fahnden muß, als wäre es ein Buch ohne Signatur in einer Bibliothek ... Doch zurück zum Jahr 1742.


  Achilles: Jawohl. Was ich Sie fragen wollte: Hat Euler jemals bewiesen, daß Goldbachs Vermutung zutrifft?


  Schildkröte: Kurioserweise hat er es überhaupt nicht der Mühe wert gehalten, daran zu arbeiten. Diese seine Geringschätzung haben aber nicht alle Mathematiker geteilt. Vielmehr interessierten sich viele dafür, und das Problem wurde als „Goldbachsche Vermutung“ bekannt.


  Achilles: Hat man jemals ihre Richtigkeit bewiesen?


  Schildkröte: Nein, das nicht. Es gab jedoch einige bemerkenswerte Beinahe-Treffer. Zum Beispiel bewies der russische Zahlentheoretiker Schnirelmann 1931, daß jede Zahl — ob gerade oder ungerade — als die Summe von nicht mehr als 300 000 Primzahlen darstellbar ist.


  Achilles: Was für ein seltsames Ergebnis! Was soll das?


  Schildkröte: Er verschiebt das Problem in den Bereich des Endlichen. Vor Schnirelmanns Beweis war es vorstellbar, daß man, wenn man immer größere gerade Zahlen nähme, zur Repräsentierung immer mehr Primzahlen benötigte. Eine gerade Zahl könnte zu ihrer Repräsentierung eine Billion Primzahlen benötigen! Nun wissen wir, daß dem nicht so ist. Eine Summe von 300000 (oder weniger) Primzahlen wird immer ausreichen.


  Achilles: Ich verstehe.


  Schildkröte: Dann, im Jahre 1937, brachte es ein schlauer Fuchs namens Winogradoff — auch er ein Russe — fertig, etwas nachzuweisen, das dem erwünschten Ergebnis viel näher kommt: daß nämlich jede hinlänglich große UNGERADE Zahl als Summe von nicht mehr als DREI ungeraden Primzahlen dargestellt werden kann Beispiel: 1937 = 641 + 643 + 653. Wir könnten sagen, daß eine ungerade Zahl, die sich als Summe von drei ungeraden Primzahlen darsteilen läßt, die „Winogradoff-Eigenschaft“ besitzt. So haben alle hinlänglich großen ungeraden Zahlen die Winogradoff-Eigenschaft.


  Achilles: Sehr schön. Aber was heißt „hinlänglich groß“.


  Schildkröte: Es bedeutet, daß eine endliche Anzahl von ungeraden Zahlen die Winogradoff-Eigenschaft vielleicht nicht besitzt, daß es aber eine Zahl gibt — nennen wir sie v, jenseits derer alle ungeraden Zahlen die Winogradoff-Eigenschaft besitzen. Winogradoff war aber nicht imstande zu sagen, wie groß v ist. So ist v gewissermaßen wie g, die endliche, aber unbekannte Anzahl der Goldberg-Variationen. Einfach zu wissen, daß v endlich ist, ist nicht dasselbe, wie zu wissen, wie groß v ist. Diese Information würde uns also nicht sagen, wann die letzte ungerade Zahl, die zu ihrer Repräsentierung mehr als drei Primzahlen benötigt, lokalisiert werden wird.


  Achilles: Aha. Und so kann jede hinlänglich große gerade Zahl 2N als Summe von VIER Primzahlen repräsentiert werden, indem man zuerst 2N-3 als Summe von drei Primzahlen repräsentiert und dann die Primzahl 3 addiert.


  Schildkröte: Genau. Ein anderer Satz, der der Sache sehr nahekommt, sagt: „Alle geraden Zahlen lassen sich als Summe einer Primzahl und einer Zahl, die das Produkt von höchstens zwei Primzahlen ist, repräsentieren.“


  Achilles: Diese Frage nach der Summe von zwei Primzahlen führt einen aber in seitsame Bereiche. Wohin man wohl geriete, wenn man sich die DIFFERENZEN zweier ungerader Primzahlen ansieht? Sicher wird es zum Verständnis dieser harten Nuß beitragen, wenn ich eine kleine Tabelle von geraden Zahlen und ihrer Darstellung als Differenzen zweier ungerader Primzahlen aufsteile, genauso wie ich das für Summen getan habe. Also ...


  
    
      	
        2 = 15 - 3,

      

      	
        7 - 5,

      

      	
        13 - 11,

      

      	
        19 - 17,

      

      	
        usw.

      
    


    
      	
        4 = 17 - 3,

      

      	
        11 - 7,

      

      	
        17 - 13,

      

      	
        23 - 19,

      

      	
        usw.

      
    


    
      	
        6 = 11 - 5,

      

      	
        13 - 7,

      

      	
        17 - 11,

      

      	
        19 - 13,

      

      	
        usw.

      
    


    
      	
        8 = 11 - 3,

      

      	
        13 - 5,

      

      	
        19 - 11,

      

      	
        31 - 23,

      

      	
        usw.

      
    


    
      	
        10 = 13 - 3,

      

      	
        17 - 7,

      

      	
        23 - 13,

      

      	
        29 - 19,

      

      	
        usw.

      
    


    
      	

      	
    

  


  Meine Güte! Da gibt es anscheinend ja unendliche Möglichkeiten, diese geraden Zahlen zu repräsentieren. Und doch kann ich noch keine einfache Regelmäßigkeit in der Tabelle entdecken.


  Schildkröte: Vielleicht ist gar keine Regelmäßigkeit festzustellen.


  Achilles: Ach, Sie mit Ihrem ständigen Gebrummel über das Chaos! Mir reicht's, vielen Dank!


  Schildkröte: Glauben Sie, daß sich JEDE gerade Zahl als Differenz zweier ungerader Primzahlen darsteilen läßt?


  Achilles: Nach meiner Tabelle zu schließen, ist die Antwort offensichtlich „ja“. Aber ich nehme an, sie könnte auch „nein“ lauten. Damit kommen wir nicht viel weiter, nicht wahr?


  Schildkröte: Mit allem gebührenden Respekt — ich würde sagen, daß man tiefere Einsichten in diese Frage erlangen könnte.


  Achilles: Wunderlich, wie ähnlich dieses Problem dem ursprünglichen Goldbachschen ist. Vielleicht sollte man es „Goldbach-Variation“ nennen.


  Schildkröte: In der Tat. Aber wissen Sie, es besteht ein recht auffälliger Unterschied zwischen der Goldbach-Vermutung und dieser Goldbach-Variation, über die ich Ihnen gerne etwas sagen würde. Nehmen wir an, daß jede gerade Zahl 2N die „Goldbach-Eigenschaft“ besitzt, wenn sie die SUMME zweier ungerader Primzahlen ist und die „Schildkröten-Eigenschaft“, wenn sie die DIFFERENZ zweier ungerader Primzahlen ist.


  Achilles: Ich meine, Sie hätten sie die „Achilles-Eigenschaft“ nennen sollen. Schließlich habe ich das Problem aufs Tapet gebracht.


  Schildkröte: Ich wollte gerade vorschlagen, daß wir von einer Zahl, die die Schildkröten-Eigenschaft NICHT besitzt, sagen sollten, sie habe die „Achilles-Eigenschaft“.


  Achilles: Nun gut ...


  Schildkröte: Denken wir einen Augenblick darüber nach, ob 1 Billion die Goldbach- oder die Schildkröten-Eigenschaft besitzt. Sie kann natürlich auch beide besitzen.


  Achilles: Ich kann darüber nachdenken, aber ich zweifle, ob ich Ihnen eine Antwort auf eine der beiden Fragen geben kann.


  Schildkröte: Nur nicht so schnell aufgeben! Nehmen Sie an, ich bäte Sie, entweder auf die eine oder die andere Frage zu antworten. Welche würden Sie wählen?


  Achilles: Ich würde eine Münze werfen. Ich sehe zwischen beiden keinen großen Unterschied.


  Schildkröte: Aha! Aber es besteht ein riesiger Unterschied. Wenn Sie die Goldbach-Eigenschaft wählen, wo es um SUMMEN von Primzahlen geht, dann sind Sie darauf beschränkt, Primzahlen zwischen 2 und 1 Billion zu verwenden. Stimmt's?


  Achilles: Natürlich.


  Schildkröte: Also wird Ihre Suche nach einer Repräsentierung von 1 Billion als die Summe zweier Primzahlen GARANTIERT EIN ENDE FINDEN.


  Achilles: Ach — ich sehe, worauf Sie hinauswollen. Wogegen, wenn ich daran arbeitete, 1 Billion als DIFFERENZ zweier Primzahlen zu repräsentieren, der Größe der verwendeten Primzahlen keine Grenze gesetzt wäre. Sie könnte so groß sein, daß ich eine Billion Jahre brauchte, um sie zu finden.


  Schildkröte: Oder sie würde vielleicht nicht einmal EXISTIEREN. So lautete schließlich die Frage: Existieren solche Primzahlen? Als wie groß sie sich erweisen könnten, wäre gar nicht so wichtig.


  Achilles: Sie haben recht. Wenn es sie nicht gäbe, dann würde der Suchprozeß ewig weitergehen und führte niemals zu einem Ja und niemals zu einem Nein. Und dennoch wäre die Antwort: „Nein“.


  Schildkröte: Wenn Sie also eine Zahl haben und prüfen, ob sie die Goldbach-Eigenschaft oder die Schildkröten-Eigenschaft besitzt, ist der Unterschied zwischen den beiden Tests der: Im ersten Fall wird die Suche GARANTIERT EIN ENDE FINDEN, im zweiten Fall ist sie POTENTIELL ENDLOS. Es gibt keinerlei Garantien irgendwelcher Art. Die Suche könnte immer fröhlich weitergehen, ohne daß man zu einer Antwort käme. Und doch könnte sie in gewissen anderen Fällen schon beim ersten Schritt stoppen.


  Achilles: Ich sehe schon: zwischen der Goldbach- und der Schildkröten-Eigenschaft besteht ein riesiger Unterschied.


  Schildkröte: Ja, die beiden ähnlichen Probleme haben mit diesen völlig verschiedenartigen Eigenschaften zu tun. Die Goldbach-Vermutung läuft darauf hinaus, daß alle geraden Zahlen die Goldbach-Eigenschaft besitzen; die Goldbach-Variation legt den Gedanken nahe, daß alle geraden Zahlen die Schildkröten-Eigenschaft haben. Beide Probleme sind ungelöst; interessant ist aber, daß sie, obschon sie sich sehr ähnlich sind, völlig verschiedene Eigenschaften der ganzen Zahlen ins Spiel bringen.


  Achilles: Ich verstehe, was Sie meinen. Die Goldbach-Eigenschaft ist eine nachprüfbare und erkennbare Eigenschaft jeder geraden Zahl, da ich ja weiß, welche Tests man für den Nachweis ihres Vorhandenseins durchführen muß — man muß bloß mit der Suche beginnen. Sie wird automatisch mit einem „Ja“ oder einem „Nein“ ein Ende finden. Die Schildkröten-Eigenschaft dagegen ist weniger greifbar, da eine Suche mit Holzhammermethoden vielleicht doch nie eine Antwort liefert.


  Schildkröte: Nun, vielleicht gibt es klügere Methoden, nach der Schildkröten-Eigenschaft zu suchen, und wenn man sie konsequent anwendet, würde sie immer zu einem Ende führen und eine Antwort ergeben.


  Achilles: Könnte die Suche nur dann enden, wenn die Antwort „ja“ lautete?


  Schildkröte: Nicht notwendigerweise. Es könnte möglich sein, zu beweisen, daß die Antwort, wann immer die Suche länger dauert als eine gewisse Zeitspanne, „nein“ lauten müßte. Es könnte sogar noch eine ANDERE Methode für die Suche nach den Primzahlen geben, gar nicht mit dem Holzhammer, die garantieren würde, daß man sie findet, falls sie existieren, oder daß man sagen kann, daß sie es nicht tun. In beiden Fällen könnte eine endliche Suche die Antwort „nein“ ergeben. Aber ich weiß nicht, ob so etwas bewiesen werden kann oder nicht. Unendliche Räume zu durchforschen ist immer eine gewagte Sache, wissen Sie.


  Achilles: So wie die Dinge stehen, ist also kein Test für die Schildkröten-Eigenschaft bekannt, der garantiert ein Ende fände — und doch KÖNNTE es so etwas geben.


  Schildkröte: Richtig. Ich nehme an, man könnte sich auf eine Suche nach einer solchen Suche einlassen; aber ich kann auch nicht garantieren, daß diese „Meta-Suche“ ein Ende fände.


  Achilles: Wissen Sie, es kommt mir sehr merkwürdig vor, daß, wenn eine gerade Zahl — zum Beispiel eine Billion — die Schildkröten-Eigenschaft nicht besitzt, das von einer unendlichen Anzahl einzelner Informationsbröckchen herrührt. Es ist spaßig, sich vorzustellen, daß man all diese Information in ein Bündel zusammenrollt, und, wie Sie so liebenswürdigerweise vorschlugen, die „Achilles-Eigenschaft“ von 1 Billion nennt. Es ist in Wirklichkeit eine Eigenschaft des Zahlensystems in seiner GESAMTHEIT, nicht einfach der Zahl 1 Billion.


  Schildkröte: Eine interessante Bemerkung, Achilles, aber ich bleibe dabei, daß es dennoch sehr sinnvoll ist, diese Tatsache der Zahl 1 Billion anzuheften. Ich möchte vorschlagen, daß wir zur Illustration die einfache Aussage „29 ist eine Primzahl“ betrachten. Nun meint diese Aussage in Wirklichkeit, daß 2 mal 2 nicht 29 ist, und 5 mal 6 ebenfalls nicht und so fort, nicht wahr?


  Achilles: Nun ja ...


  Schildkröte: Sie sind also ganz zufrieden damit, alle solche Fakten zu sammeln und sie gebündelt der Zahl 29 anzuheften, indem sie einfach sagen: „29 ist eine Primzahl“?


  Achilles: Ja ...


  Schildkröte: Und die Anzahl der betreffenden Fakten ist wirklich unendlich, nicht wahr? Schließlich sind Tatsachen wie „4444 x 3333 ist nicht 29“ alle ein Teil davon.


  Achilles: Genau genommen, wird das stimmen. Aber wir wissen ja beide, daß man 29 nicht durch Multiplikation zweier Zahlen, beide größer als 29, erhalten kann. So ist in Wirklichkeit die Aussage „29 ist eine Primzahl“ einfach die Zusammenfassung einer ENDLICHEN Anzahl die Multiplikation betreffender Fakten.


  Schildkröte: Wenn Sie wollen, können Sie es so ausdrücken. Aber denken Sie daran, die Tatsache, daß zwei Zahlen, die größer sind als 29, kein Produkt haben können, das gleich 29 ist, schließt die gesamte Struktur des Zahlensystems ein. Sie kommen nicht über die Tatsache hinweg, Achilles, daß Sie mit dem Ausspruch „29 ist eine Primzahl“ tatsächlich eine unendliche Anzahl von Dingen sagen.


  Achilles: Vielleicht, aber mir kommt es bloß wie eine einzige Tatsache vor.


  Schildkröte: Das rührt daher, daß eine Unendlichkeit von Tatsachen in ihrem Vorwissen enthalten ist; diese sind implizit in der Art und Weise, in der man sich die Dinge vorstellt, enthalten. Man sieht keine explizite Unendlichkeit, weil sie implizit in den Bildern, die man manipuliert, festgehalten ist.


  Achilles: Da haben Sie wohl recht. Es scheint noch immer komisch, eine Eigenschaft des gesamten Zahlensystems zu bündeln und dieses Bündel dann „Primität von 29“ zu nennen.


  Schildkröte: Komisch vielleicht — aber es ist auch eine sehr bequeme Methode, die Dinge zu betrachten. Aber kehren wir zurück zu Ihrer hypothetischen Idee. Wenn, wie Sie vorschlagen, die Zahl 1 Billion die Achilles-Eigenschaft besitzt, dann erhalten Sie, welche Primzahl Sie auch dazu addieren, keine andere Primzahl. Eine solche Situation könnte durch eine unendliche Anzahl separater mathematischer „Ereignisse“ zustande kommen. Entspringen nun diese „Ereignisse“ notwendigerweise derselben Ursache? Müssen sie eine gemeinsame Ursache haben? Wenn nämlich nicht, dann hat eine Art „unendlicher Zufall“ die Tatsache geschaffen, und nicht eine dem Ganzen zugrundeliegende Regelmäßigkeit.


  Achilles: „Unendlicher Zufall“? Was die natürlichen Zahlen betrifft, ist NICHTS dem Zufall überlassen — nichts geschieht ohne ein zugrundeliegendes Muster. Nehmen wir 7, statt 1 Billion. Ich kann leichter damit umgehen, weil die Zahl kleiner ist. 7 hat die Achilles-Eigenschaft!


  Schildkröte: Sind Sie sicher?


  Achilles: Ja. Und zwar darum, weil man 9 erhält, wenn man 2 dazuzählt, und 9 ist keine Primzahl. Und wenn man zu 7 eine beliebige andere Primzahl addiert, zählt man zwei ungerade Zahlen zusammen und erhält eine gerade — also wieder keine Primzahl. So ist die „Achillität“ von 7, um einen neuen Begriff zu prägen,. die Folge von genau ZWEI Ursachen — weit entfernt von irgendeinem „unendlichen Zufall“. Was meine Behauptung stützt, daß es nie einer unendlichen Anzahl von Gründen bedarf, um eine arithmetische Wahrheit zu begründen. GÄBE es eine arithmetische Tatsache, die auf einer unendlichen Kollektion nicht zusammenhängender Zufälle beruht, dann könnte man für diese Wahrheit nie einen endlichen Beweis erhalten. Und das ist lächerlich.


  Schildkröte: Das ist eine vernünftige Ansicht, und Sie sind damit in guter Geseilschaft. Indessen ...


  Achilles: Sollte es tatsächlich jemand geben, der diese Ansicht nicht teilte? Sie mieten glauben, daß es „unendliche Zufälle“ gibt, daß inmitten der vollständigsten, harmonischsten und schönsten aller Schöpfungen, des Systems der natürlichen Zahlen, das Chaos herrscht.


  Schildkröte: Vielleicht. Haben Sie sich aber jemals Gedanken darüber gemacht, daß Chaos dieser Art ein integrierender Bestandteil von Schönheit und Harmonie sein könnte?


  Achilles: Chaos Bestandteil der Vollkommenheit? Ordnung und Chaos ergeben zusammen eine wohlgefällige Einheit? Ketzerei!


  Schildkröte: Von Ihrem Lieblingskünstler M. C. Escher weiß man, daß er einen solchen ketzerischen Standpunkt in einem seiner Bilder andeutet ... Und wenn wir schon von Chaos sprechen, so interessiert es Sie vielleicht, etwas über zwei verschiedene Kategorien des Suchens zu erfahren, die beide garantiert ein Ende finden.


  Achilles: Gewiß!


  Schildkröte: Ein Beispiel für den ersten Typ der Suche — den nicht-chaotischen Typ ist der Test, den man für die Prüfung der Goldbach-Eigenschaft braucht. Man schaut sich einfach die Primzahlen an, die kleiner sind als 2N, und wenn gewisse Paare 2N ergeben, dann hat 2N die Goldbach-Eigenschaft, und sonst nicht. Ein solcher Test wird nicht nur garantiert ein Ende finden, sondern man kann auch voraussagen, WANN er ein Ende finden wird.


  Achilles: Es ist also ein VORAUSSAGBAR ENDLICHER Test. Wollen Sie mir sagen, daß die Prüfung auf irgendwelche zahlentheoretische Eigenschaften Tests ins Spiel bringt, die garantiert ein Ende finden, von denen man aber nicht im voraus wissen kann, wie lange sie dauern?


  Schildkröte: Wie prophetisch von Ihnen, Achilles! Und das Vorhandensein solcher Tests zeigt, daß im System der natürlichen Zahlen in einem gewissen Sinn Chaos innewohnt.


  Achilles: Nun, in diesem Fall würde ich sagen, daß man einfach nicht genug über den


  


  [image: Abb. 71.]


  Abb. 71. Ordnung und Chaos (I), von M. C. Escher (Lithographie, 1950).


  Test weiß. Wenn man noch ein wenig nachforschte, könnte man ausrechnen, wie lange es höchstens brauchen wird, bevor er ein Ende findet. Schließlich muß für Muster von ganzen Zahlen immer ein Grund vorhanden sein. Es kann sich nicht einfach um chaotische Muster handeln, die der Voraussage trotzen.


  Schildkröte: Ich kann Ihre intuitive Zuversicht verstehen, Achilles. Aber nicht immer ist sie berechtigt. Natürlich haben Sie in vielen Fällen vollkommen recht — daraus, daß jemand etwas nicht weiß, kann man nicht den Schluß ziehen, daß man es nicht wissen kann! Es gibt aber gewisse Eigenschaften der ganzen Zahlen, von denen bewiesen ist, daß für sie endliche Tests existieren, und von denen aber auch BEWIESEN werden kann, daß es keine Möglichkeit gibt, im voraus zu sagen, wie lange sie dauern.


  Achilles: Das kann ich kaum glauben. Es hört sich so an, als ob es dem Teufel selber gelungen sei, sich einzuschleichen und in Gottes schönem Reich der natürlichen Zahlen Verwirrung zu stiften.


  Schildkröte: Vielleicht ist es ein Trost für Sie, zu wissen, daß es keineswegs leicht oder natürlich ist, eine Eigenschaft zu definieren, für die es einen endlichen, aber nicht einen VORAUSSAGBAR endlichen Test gibt. Die meisten „natürlichen“ Eigenschaften der ganzen Zahlen lassen voraussagbar endliche Tests zu. Zum Beispiel, daß eine Zahl Prim, quadratisch, eine Zehnerpotenz ist usw.


  Achilles: Ja, ich begreife, daß diese Eigenschaften auf vollkommen unkomplizierte Weise getestet werden können. Können Sie mir eine Eigenschaft nennen, für die der einzig mögliche Test endlich, aber nicht voraussagbar ist?


  Schildkröte: In meinem gegenwärtigen schläfrigen Zustand ist das zu kompliziert. Dafür will ich Ihnen eine Eigenschaft zeigen, die sehr leicht zu definieren ist, und für die doch kein endlicher Test bekannt ist. Wohlgemerkt, ich will nicht sagen, daß man niemals einen finden wird, sondern nur, daß keiner bekannt ist. Sie beginnen mit einer Zahl. Würden Sie eine nennen?


  Achilles: Wie wär's mit 15?


  Schildkröte: Eine sehr gute Wahl. Nun beginnen wir mit Ihrer Zahl, und wenn sie UNGERADE ist, verdreifachen wir sie und addieren 1. Wenn sie GERADE ist, halbieren wir sie. Dann wiederholen wir den Prozeß. Nennen wir die Zahl, die auf diese Weise zu 1 wird, eine WUNDERSAME Zahl, und eine Zahl, die das nicht tut, eine UNWUNDERSAME Zahl.


  Achilles: Ist 15 wundersam oder unwundersam? Schauen wir einmal nach:


  
    
      	
        15 ist UNGERADE,

      

      	
        ich nehme also 3n + 1:

      

      	
        46

      
    


    
      	
        46 ist GERADE,UN

      

      	
        ich nehme also die Hälfte:

      

      	
        23

      
    


    
      	
        23 ist UNGERADE,

      

      	
        ich nehme also 3n + 1:

      

      	
        70

      
    


    
      	
        70 ist GERADE,UN

      

      	
        ich nehme also die Hälfte:

      

      	
        35

      
    


    
      	
        35 ist UNGERADE,

      

      	
        ich nehme also 3n + 1:

      

      	
        106

      
    


    
      	
        106 ist GERADE,UN

      

      	
        ich nehme also die Hälfte:

      

      	
        53

      
    


    
      	
        53 ist UNGERADE,

      

      	
        ich nehme also 3n + 1:

      

      	
        160

      
    


    
      	
        160 ist GERADE,UN

      

      	
        ich nehme also die Hälfte:

      

      	
        80

      
    


    
      	
        80 ist GERADE,UN

      

      	
        ich nehme also die Hälfte:

      

      	
        40

      
    


    
      	
        40 ist GERADE,UN

      

      	
        ich nehme also die Hälfte:

      

      	
        20

      
    


    
      	
        20 ist GERADE,UN

      

      	
        ich nehme also die Hälfte:

      

      	
        10

      
    


    
      	
        10 ist GERADE,UN

      

      	
        ich nehme also die Hälfte:

      

      	
        5

      
    


    
      	
        5 ist UNGERADE,

      

      	
        ich nehme also 3n + 1:

      

      	
        16

      
    


    
      	
        16 ist GERADE,UN

      

      	
        ich nehme also die Hälfte:

      

      	
        8

      
    


    
      	
        8 ist GERADE,UN

      

      	
        ich nehme also die Hälfte:

      

      	
        4

      
    


    
      	
        4 ist GERADE,UN

      

      	
        ich nehme also die Hälfte:

      

      	
        2

      
    


    
      	
        2 ist GERADE,UN

      

      	
        ich nehme also die Hälfte:

      

      	
        1

      
    

  


  Mensch, das ist aber ein gewaltiger Umweg von 15 nach 1! Aber endlich habe ich's geschafft. Das zeigt, daß 15 die Eigenschaft hat, wundersam zu sein. Mich wundert, welche Zahlen wohl UNWUNDERSAM sein mögen ...


  Schildkröte: Haben Sie bemerkt, wie die Zahlen in diesem einfach definierten Prozeß auf und ab schwangen?


  Achilles: Ja, ich war besonders überrascht, als ich mich nach dreizehn Operationen bei 16 befand, nur 1 mehr als die Ausgangszahl. In einem gewissen Sinne war ich fast zum Ausgangspunkt zurückgekehrt — aber in einem anderen Sinne war ich weit entfernt von ihm. Ich fand es auch recht seltsam, daß ich bis zu 160 hinauf mußte, um die Frage zu beantworten. Warum wohl?


  Schildkröte: Ja, es gibt einen unendlichen „Himmel“, in den man hinaufschweben kann, und es ist schwierig, im voraus zu wissen, wie hoch man in den Himmel schweben wird. Es ist sogar ganz einleuchtend, daß Sie immer weiter in den Himmel schweben und nie zurückkehren.


  Achilles: Tatsächlich? Das ist wohl denkbar, aber was für ein wunderlicher Zufall dazu nötig wäre. Man müßte einfach eine ungerade Zahl nach der anderen erhalten, gemischt mit einigen geraden Zahlen. Ich bezweifle, daß das jemals geschieht, aber sicher wäre ich auch nicht.


  Schildkröte: Warum versuchen Sie's nicht mit 27? Wohlgemerkt, ich verspreche nichts. Aber versuchen Sie es mal zum Zeitvertreib. Und ich würde Ihnen raten, ein ziemlich großes Blatt Papier mitzubringen.


  Achilles: Hmm ... hört sich interessant an. Wissen Sie, ich habe noch immer ein komisches Gefühl, Wundersamkeit (oder Unwundersamkeit) mit der Anfangszahl in Verbindung zu bringen, während es doch offensichtlich eine Eigenschaft des gesamten Zahlensystems ist.


  Schildkröte: Ich sehe schon, was Sie meinen, und doch ist es gar nicht so sehr verschieden von Sätzen wie „29 ist eine Primzahl“ oder „Gold ist wertvoll“. Beide Aussagen schreiben einem einzigen Begriff eine Eigenschaft zu, die er nur kraft seiner Einbettung in einen besonderen Kontext besitzt.


  Achilles: Sie haben wohl recht. Dieses „Wundersamkeits“-Problem ist wegen der Art und Weise, wie die Zahlen oszillieren, bald anwachsen, bald schrumpfen, wundersam tückisch. Das Muster SOLLTE regelmäßig sein, aber oberflächlich betrachtet, scheint es ganz chaotisch zu sein. Deshalb kann ich mir gut vorstellen, warum bis heute niemand einen Test für die Eigenschaft der Wundersamkeit gefunden hat, der garantiert ein Ende findet.


  Schildkröte: A propos endende und nicht endende Prozesse und solche, die dazwischen liegen — das erinnert mich an einen Freund von mir, einen Autor, der an einem Buch arbeitet.


  Achilles: Das ist aber spannend. Wie heißt es denn?


  Schildkröte: Kupfer, Silber, Gold: eine Unzerstörbare Metallegierung. Ist das nicht interessant?


  Achilles: Offen gestanden verwirrt mich der Titel etwas. Was haben schließlich Kupfer, Silber und Gold miteinander zu tun?


  Schildkröte: Mir scheint das klar.


  Achilles: Wenn der Titel sagen wir Giraffen, Silber, Gold oder Kupfer, Elefanten, Gold wäre — das könnte ich begreifen.


  Schildkröte: Vielleicht ziehen Sie Kupfer, Silber, Büffel vor.


  Achilles: Ganz gewiß! Aber der ursprüngliche Titel taugt nichts. Niemand wird ihn verstehen.


  Schildkröte: Ich werde meinen Freund fragen. Er wird gerne einen attraktiveren Titel haben wollen (und sein Verleger auch).


  Achilles: Das freut mich. Aber wie kamen Sie denn von unserer Diskussion auf dieses Buch?


  Schildkröte: Ach so, ja. Nun, dieses Buch wird einen Dialog enthalten, der den Leser auf eine falsche Fährte lenken soll, indem er ihn veranlaßt, das Ende zu SUCHEN.


  Achilles: Ein komisches Vorhaben. Wie geht denn das vor sich?


  Schildkröte: Sie haben sicher schon bemerkt, daß gewisse Autoren sich viel Mühe machen, ein paar Seiten vor Ende des Buches eine große Spannung aufzubauen - aber der Leser, der das Buch in Händen hält, kann FÜHLEN, daß die Geschichte bald enden wird. Er besitzt also eine gewisse Zusatzinformation, die in gewisser Weise als Vorwarnung dient. Die Spannung ist durch die Stofflichkeit des Buches eine bißchen verdorben. So wäre es viel besser, wenn zum Beispiel am Ende der Romane eine Menge „Wattierung“ wäre.


  Achilles: Wattierung?


  Schildkröte: Ja. Damit meine ich viele zusätzliche Druckseiten, die nicht zur eigentlichen Geschichte gehören, die aber dazu dienen, die genaue Stelle, an der das Buch zu Ende geht, vor einem flüchtigen Blick oder dem Befühlen des Buches zu verbergen.


  Achilles: Ach so. Dann könnte also das wirkliche Ende einer Geschichte fünfzig oder hundert Seiten vor dem stofflichen Ende des Buches liegen?


  Schildkröte: Ja, das würde ein Überraschungsmoment liefern, weil der Leser nicht im voraus wüßte, wieviel Seiten Wattierung und wieviel Erzählung sind.


  Achilles: Wenn das alle täten, könnte es ganz wirksam sein. Dabei ergibt sich aber ein Problem: Nehmen wir an, daß die Wattierung sehr offensichtlich wäre — also etwa eine Anzahl von leeren Seiten oder solche voll von „X's“ oder irgendwelchen beliebigen Buchstaben. Dann wäre sie so gut wie nicht vorhanden.


  Schildkröte: Zugegeben. Man müßte es so machen, daß sie einer normalen Druckseite ähnlich wären.


  Achilles: Aber ein noch so flüchtiger Blick auf eine normale Seite der einen Geschichte wird oft genügen, um sie von einer anderen Geschichte zu unterscheiden. Die Wattierung müßte man also der wirklichen Geschichte sehr ähnlich machen.


  Schildkröte: Ganz richtig. Wie ich es mir immer vorgestellt habe: Man führt die Geschichte zu Ende, und dann schließt man etwas daran an, das wie eine Fortsetzung aussieht, in Wirklichkeit aber nur Wattierung und ohne die geringste Beziehung zum eigentlichen Thema ist. Die Wattierung ist sozusagen ein „Ende nach dem Ende“. Sie kann von außen eingebrachte literarische Ideen enthalten, die mit dem Originalthema nur noch wenig zu tun haben.


  Achilles: Pfiffig. Aber dann ist doch das Problem das, daß man nicht sagen kann, wann das wirkliche Ende kommt. Es wird einfach mit der Wattierung verschmelzen.


  Schildkröte: Zu diesem Schluß sind mein Freund, der Autor, und ich ebenfalls gekommen. Schade — ich fand die Vorsteilung recht attraktiv.


  Achilles: Halt! Ich habe einen Vorschlag. Der Übergang von der eigentlichen Geschichte zum Wattierungsmaterial könnte so gestaltet werden, daß ein intelligenter Leser durch eine hinlänglich sorgfältige Prüfung entdecken kann, wo das eine aufhört und das andere beginnt. vielleicht braucht er dazu ziemlich viel Zeit. Vielleicht gibt es keine Methode vorauszusagen, wie lange ... Der Verleger aber könnte eine Garantie geben, daß eine hinlänglich sorgfältige Suche nach dem wirklichen Ende immer ein Ende finden wird, wenn er auch nicht sagen kann, wie lange es dauert, bis der Test ein Ende findet.


  Schildkröte: Sehr schön — aber was heißt „hinlänglich sorgfältig“?


  Achilles: Es bedeutet, daß der Leser nach einer kleinen, aber verräterischen Besonderheit im Text Ausschau halten muß, die an einem gewissen Punkt auftritt. Das wäre das Zeichen für das Ende. Und er muß genügend einfallsreich sein, sich viele derartige Besonderheiten einfallen zu lassen und ihnen nachzugehen, bis er die richtige findet.


  Schildkröte: Wie zum Beispiel eine plötzliche Verschiebung in der Buchstabenfolge oder Wortlänge? Oder ein plötzlicher Ausbruch grammatikalischer Fehler?


  Achilles: Möglicherweise. Oder eine verborgene Botschaft könnte dem hinlänglich sorgfältigen Leser das wirkliche Ende anzeigen. Wer weiß? Man könnte sogar von außen eingebrachte Gestalten oder Begebenheiten hinzufügen, die gar zum Geist der vorausgegangen Erzählung im Widerspruch stehen. Ein naiver Leser würde das Ganze schlucken, aber ein geschulter Leser könnte die Grenzlinie genau feststellen.


  Schildkröte: Das ist ein sehr origineller Einfall, Achilles. Ich gebe ihn an meinen Freund weiter, und vielleicht kann er ihn in seinen Dialog einbauen.


  Achilles: Das wäre mir eine große Ehre.


  Schildkröte: Ich fürchte, ich bin ein bißchen durcheinander, Achilles. Ich sollte mich verabschieden, solange ich noch imstande bin, den Heimweg zu finden.


  Achilles: Es ist sehr schmeichelhaft für mich, daß Sie so lange aufgeblieben sind, und zu solch ungewöhnlicher Stunde, nur meinetwegen. Ich versichere Ihnen, Ihre zahlentheoretische Unterhaltung war genau das richtige Mittel gegen mein übliches Hin- und Herwälzen im Bett. Und wer weiß — vielleicht kann ich heute Nacht sogar schlafen. Als ein Zeichen meiner Dankbarkeit, Herr S., würde ich Ihnen gerne ein besonderes Geschenk machen.


  Schildkröte: Ach, lassen Sie das doch Achilles!


  Achilles: Es ist mir ein Vergnügen, Herr S. Gehen Sie zu der Kommode dort, auf ihr werden Sie eine orientalische Dose finden.


  (Herr Schildkröte geht zu Achilles' Kommode)


  Schildkröte: Sie meinen doch nicht diese aus purem Gold gefertigte orientalische Dose?


  Achilles: Jawohl, das ist sie. Bitte nehmen Sie sie mit meinen besten Komplimenten entgegen, Herr S.


  Schildkröte: Vielen herzlichen Dank, Achilles. ... Hm — warum sind denn all diese Namen von Mathematikern in den Deckel eingraviert? Was für eine seltsame Liste!


  
    
      	
        De M o r g a n

      
    


    
      	
        A b e l

      
    


    
      	
        B o o l e

      
    


    
      	
        B r o u w e r

      
    


    
      	
        S i e r p i ń i s k i

      
    


    
      	
        W e i e r s t r a s s

      
    

  


  Achilles: Das soll wohl eine vollständige Liste aller großen Mathematiker sein. Was ich aber nicht herausfinden konnte, das ist, warum die Buchstaben in der Diagonalen so viel fetter sind.


  Schildkröte: Unten steht: „Ziehe 1 von der Diagonale ab, um Bach in Leipzig zu finden!“


  Achilles: Ich habe es schon gesehen, aber ich werde nicht schlau draus. Was würden Sie zu einem Schluck vortrefflichen Whisky sagen? Zufällig habe ich noch etwas drüben in meinem Contor.


  Schildkröte: Nein danke, ich bin zu müde. Ich mache mich gleich auf den Heimweg. (Er öffnet die Dose, ohne sich etwas dabei zu denken.) Halt — Augenblick, Achilles. Da sind ja hundert Louisdor drin.


  Achilles: Es würde mich außerordentlich freuen, wenn Sie sie annähmen, Herr S.


  Schildkröte: Aber — aber -


  Achilles: Keine Widerrede! Die Dose, das Gold — es gehört Ihnen. Und Dank für einen Abend, der seinesglichen sucht.


  Schildkröte: Was ist den in Sie gefahren, Achilles? Nun, Dank für Ihre Großzügigkeit, und ich denke, Sie dürften schöne Träume über die Goldbach-Vermutung und ihre Variation haben. Gute Nacht!


  (Und er nimmt die mit hundert Louisdor gefüllte orientalische Dose aus purem Gold und geht zur Tür. Als er hinausgehen will, ertönt ein lautes Klopfen.)


  Wer könnte zu dieser nachtschlafenden Zeit klopfen, Achilles?


  Achilles: Ich habe nicht die blasseste Ahnung. Kommt mir verdächtig vor. Verstecken Sie sich hinter der Kommode für den Fall, das die Sache faul ist.


  Schildkröte: Gute Idee! (Versteckt sich hinter der Kommode.)


  Achilles: Wer ist da?


  Stimmen: Aufmachen! Polizei!


  Achilles: Nur herein, die Tür ist offen.


  (Zwei stämmige Polizisten kommen herein, jeder mit einer glänzenden Plakette.)


  Polizist: Ich heiß' Kupfa. Das da ist Kollege Silva. (Zeigt auf seine Plakette.) Goldig, nicht? Wohnt hier ein gewisser Achilles?


  Achilles: Das bin ich!


  Polizist: Nun, Achilles, wir haben Grund zur Annahme, daß sich hier eine goldene orientalische Dose befindet, die mit hundert Louisdor gefüllt ist. Die hat heute nachmittag jemand im Museum mitgehen lassen.


  Achilles: Um Himmels willen!


  Polizist: Wenn sie hier ist, Achilles, wären Sie der einzig mögliche Tatverdächtige, und ich müßte Sie, so leid es mir täte, in Gewahrsam nehmen. Nun — hier habe ich einen Hausdurchsuchungsbefehl ...


  Achilles: Ach, meine Herrn, ich bin so froh, daß Sie gekommen sind. Den ganzen Abend hat mich Herr Schildkröte mit Gold, Bach und Variationen derselben tyrannisiert. Nun sind Sie endlich gekommen, um mich zu befreien. Bitte, meine Herren, schauen Sie hinter der Kommode nach, dort werden Sie den Schuldigen finden.


  (Die Polizisten schauen hinter der Kommode nach und erblicken Herrn Schildkröte, der zitternd hervorkommt, die goldene orientalische Dose in Händen.)


  Polizist: Da haben wir sie! Also ist Herr Schildkröte der Missetäter. Auf IHN wäre ich nie gekommen. Aber jetzt haben wir ihn in flagranti erwischt!


  Achilles: Führen Sie den Sünder hinaus, meine Herren. Gottseidank, hoffentlich höre ich nie wieder etwas von ihm und seinen Gold-Bach-Variationen.


  KAPITEL XIII


  BlooP und FlooP und GlooP


  Selbsterkenntnis und Chaos


  BLOOP, FLOOP UND GLOOP sind nicht etwa Trolle, sprechende Enten oder die Geräusche eines sinkenden Schiffs. Es handelt sich vielmehr um drei Computersprachen, jede mit ihrer eigenen, besonderen Aufgabe. Erfunden wurden diese Sprachen eigens für dieses Kapitel. Sie werden uns nützlich sein, wenn wir gewisse neue Bedeutungen des Worts „rekursiv“ erklären, insbesondere die Begriffe der primitiven Rekursivität und der allgemeinen Rekursivität. Sie werden uns sehr zustatten kommen, wenn wir den Mechanismus der Selbstbezüglichkeit in TNT erklären werden.


  Wir machen anscheinend einen ziemlich abrupten Sprung vom Gehirn und vom Geist zu den technischen Eigenheiten der Mathematik und der Computerwissenschaft. Ist der Übergang auch in gewisser Weise abrupt, so hat das doch seinen Sinn. Wir haben soeben gesehen, wie eine gewisse Art von Selbsterkenntnis für das Bewußtsein ausschlaggebend ist. Nunmehr werden wir die „Selbsterkenntnis“ in mehr formalem Rahmen, wie etwa TNT näher betrachten. Die Kluft zwischen TNT und unserem Geist ist groß; aber einige der vorgebrachten Gedanken werden sehr einleuchtend sein und können vielleicht in metaphorischer Weise auf unsere Vorstellungen über das Bewußtsein rückübertragen werden.


  Eine der erstaunlichen Tatsachen über die Selbsterkenntnis von TNT ist die, daß sie in enger Verbindung mit der Frage nach Ordnung und Chaos bei den natürlichen Zahlen steht. Wir werden insbesondere feststellen, daß ein geordnetes System, hinlänglich komplex um sich selbst zu spiegeln, nicht vollständig geordnet sein kann — es muß einige seltsame chaotische Züge enthalten. Den Lesern, die etwas von Achilles in sich haben, wird das schwer zu schaffen machen. Indessen gibt es eine „magische“ Entschädigung: in der Unordnung herrscht eine Art Ordnung, die jetzt ein Forschungsgebiet für sich ist, „Theorie der rekursiven Funktionen“ genannt. Leider können wir hier nicht viel mehr tun, als die Faszination anzudeuten, die davon ausgeht.


  Repräsentierbarkeit und Kühlschränke


  Wendungen wie „hinlänglich komplex“, „hinlänglich stark“ und dergleichen sind bisher recht häufig aufgetaucht — was bedeuten sie genau? Kehren wir zu dem Kampf zwischen Carl Krebs und Theo Schildkröte zurück, und fragen wir uns: was für Eigenschaften muß ein Ding haben, um ein Plattenspieler zu sein? Herr Krebs könnte behaupten, sein Kühlschrank sei ein „vollkommener“ Plattenspieler. Um das zu beweisen, würde er eine beliebige Platte auf den Kühlschrank legen und sagen: „Sehen Sie er spielt sie.“ Wenn er dieser Zen-ähnlichen Handlung begegnen wollte, müßte Herr Schildkröte antworten: „Nein, Ihr Kühlschrank ist zu ,low-fidelity`, als daß man ihn als Grammophon bezeichnen könnte; er kann überhaupt keine Töne wiedergeben (geschweige denn Töne, die ihn zerstörten).“ Herr Schildkröte kann nur dann eine Schallplatte mit dem Namen „Ich kann nicht auf dem Plattenspieler X gespielt werden“ herstellen, wenn der Plattenspieler tatsächlich ein Plattenspieler ist. Die von Herrn Schildkröte angewandte Methode ist ziemlich hinterhältig, da sie die Stärke und nicht die Schwäche des Systems betont, und deshalb benötigt sie einen Plattenspieler von „hinlänglicher High Fidelity“.


  Dasselbe gilt für formale Versionen der Zahlentheorie. Der Grund, warum TNT eine Formalisierung von N ist, ist der, daß sich die Symbole in TNT richtig verhalten: das heißt, seine SÄTZE sind nicht stumm wie ein Kühlschrank — sie sprechen tatsächlich Wahrheiten von N aus. Dasselbe tun natürlich auch die SÄTZE des pg-Systems. Zählt auch dieses als eine „Formalisierung des Zahlensystems“, oder gleicht es eher einem Kühlschrank? Nun, es ist besser als ein Kühlschrank, aber noch immer ziemlich schwach. Das pg-System enthält nicht genügend Kernwahrheiten von N, um als „Zahlentheorie“ gelten zu können.


  Was sind nun diese Kernwahrheiten von N? Es sind die primitiv-rekursiven Wahrheiten, das heißt, sie haben nur mit voraussagbar endlichen Berechnungen zu tun. Diese Kernwahrheiten leisten das Gleiche für N, was die ersten vier euklidischen Axiome für die Geometrie leisten: sie gestatten uns, gewisse Kandidaten noch vor Spielbeginn hinauszuwerfen, weil sie nicht „hinlänglich stark“ genug sind. Von nun an wird die Darstellbarkeit aller primitiv-rekursiven Wahrheiten das Kriterium dafür bilden, ob wir ein System „hinlänglich stark“ nennen.


  Gantōs Axt in der Metamathematik


  Die Bedeutung dieses Begriffs zeigt die folgende entscheidende Tatsache: Verfügt man über eine hinlänglich starke Formalisierung der Zahlentheorie, dann ist Gödels Methode anwendbar, und folglich ist das System unvollständig. Wenn andererseits das System nicht hinlänglich stark ist (d. h. nicht alle primitiv-rekursiven Wahrheiten SÄTZE sind), dann ist das System eben dieses Mangels wegen unvollständig. Hier haben wir eine metamathematische Neufassung von „Gantōs Axt“: Was immer das System tut — Gödels Axt schlägt ihm den Kopf ab. Man achte auch darauf, wie genau das dem Kampf zwischen High- und Low-Fidelity im Contrakrostipunktus analog ist.


  Es zeigt sich, daß viel schwächere Systeme durch Gödels Methode verwundbar sind; das Kriterium, daß alle primitiv-rekursiven Wahrheiten als SÄTZE repräsentiert werden müssen, ist viel zu einschränkend. Das ist ein bißchen wie der Dieb, der nur „hinlänglich reiche“ Leute berauben will, und dessen Kriterium ist, daß das Opfer mindestens eine Million Mark in bar bei sich trage. Im Fall von TNT sind wir glücklicherweise in der Lage, als Diebe zu handeln, weil die Million in Bargeld da ist — was bedeutet, daß TNT tatsächlich alle primitiv-rekursiven Wahrheiten als SÄTZE enthält.


  Bevor wir uns nun in eine detaillierte Diskussion primitiv-rekursiver Funktionen und Prädikate stürzen, möchte ich zur besseren Begründung einen Zusammenhang zwischen dem Thema dieses Kapitels und den früheren Kapiteln herstellen.


  Ordnung durch Wahl des richtigen Filters


  Wir haben schon sehr früh erkannt, daß formale Systeme schwierige und ungebärdige Biester sind, weil sie Verlängerungs- und Verkürzungsregeln besitzen, die möglicherweise zu einer endlosen Suche unter den Ketten führen. Die Entdeckung der Gödelisierung zeigte, daß jede Suche nach einer Kette mit einer besonderen typographischen Eigenschaft einen arithmetischen „Vetter“ besitzt: eine isomorphe Suche nach einer Zahl mit einer entsprechenden arithmetischen Eigenschaft. Infolgedessen bedingt die Suche nach Entscheidungsverfahren für formale Systeme die Lösung des Geheimnisses von Suchaktionen, deren Länge sich nicht voraussagen läßt: Chaos herrscht unter den ganzen Zahlen! Nun habe ich in der Aria mit verschiedenen Veränderungen vielleicht zuviel Gewicht auf die Manifestationen des Chaos in Problemen gelegt, die ganze Zahlen betreffen. Tatsächlich hat man schon wildere Beispiele des Chaos als das des Problems der „Wundersamkeit“ gezähmt und dabei herausgefunden, daß es eigentlich ganz sanfte Biester waren. Dem starken Glauben des Achilles an die Gesetzmäßigkeit und Voraussagbarkeit von Zahlen wäre also mit nicht geringem Respekt zu begegnen zumal er der Ansicht fast aller Mathematiker bis in die dreißiger Jahre entspricht. Um zu zeigen, warum „Ordnung contra Chaos“ eine so subtile und wichtige Frage ist, und um sie mit Fragen über die Lokalisierung und Enthüllung von Bedeutung zu verknüpfen, möchte ich eine schöne und einprägsame Stelle aus Are Quanta Real? zitieren, einem galileischen Dialog von dem verstorbenen J. M. Jauch:


  SALVIATI: Nehmen wir an, daß ich Ihnen zwei Zahlenfolgen vorlege, z. B.


  7 8 5 3 9 8 1 6 3 3 9 7 4 4 8 3 0 9 6 1 5 6 6 0 8 4 ...


  und


  1, -1/3, +1/5, -1/7, +1/9, -1/11, +1/13, -1/15, ...


  Wenn ich Sie, Simplicio, fragte, was die nächste Zahl der ersten Folge sei, was würden Sie sagen?


  SIMPLICIO: Ich wüßte es Ihnen nicht zu sagen. Das wird wohl eine Zufallsfolge ohne Gesetzmäßigkeit sein.


  SALVIATI: Und die zweite Folge?


  SIMPLICIO: Das ist leicht. Der nächste Term muß 1/17 lauten.


  SALVIATI: Richtig. Was aber würden Sie sagen, wenn ich Ihnen sagte, daß die erste Folge ebenfalls nach einem Gesetz aufgebaut wurde und daß dieses Gesetz sogar mit dem identisch ist, das Sie soeben in der zweiten Folge entdeckt haben?


  SIMPLICIO: Das kommt mir doch recht unwahrscheinlich vor.


  SALVIATI: Es ist aber tatsächlich so, da die erste Folge einfach der Anfang des Dezimalbruchs der Summe der zweiten ist. Sein Wert ist π/4.


  SIMPLICIO: Sie stecken voll von solchen mathematischen Tricks, aber ich sehe nicht ein, was das mit Abstraktion und Wirklichkeit zu tun hat.


  SALVIATI: Die Beziehung zur Abstraktion ist leicht einzusehen. Die erste Folge sieht aus, als sei sie zufallsbestimmt, wenn man nicht durch einen Abstraktionsprozeß eine Art Filter entwickelt hat, der hinter der scheinbaren Zufälligkeit eine einfache Struktur erkennen läßt.


  Genau auf diese Weise werden die Naturgesetze entdeckt. Die Natur beschert uns eine Unzahl von Erscheinungen, die uns aber zufallsbestimmt und chaotisch vorkommen, bis wir einige bezeichnende Ereignisse herausgreifen, von ihren besonderen irrelevanten Umständen absehen und sie so idealisieren. Erst dann können wir die wahre Struktur in ihrem vollen Glanz darstellen.


  SAGREDO: Das ist eine wunderbare Idee. Sie legt die Überlegung nahe, daß wir beim Versuch, die Natur zu verstehen, die Phänomene betrachten sollen, als seien sie Botschaften, die es zu entziffern gilt. Nur daß jede Botschaft rein zufällig zu sein scheint, bis wir einen Code erstellen, nach dem sie entziffert werden kann. Dieser Code nimmt die Form einer Abstraktion an, das heißt, wir entschließen uns, gewisse Dinge als irrelevant außer acht zu lassen, und das heißt, daß wir den Inhalt der Botschaft frei wählen. Die irrelevanten Signale bilden das „Hintergrundsrauschen“, das die Genauigkeit unserer Botschaft einschränkt. Da der Code aber nicht absolut ist, können in demselben Rohmaterial von Daten verschiedene Botschaften verborgen sein, so daß die Veränderung des Codes eine Botschaft von gleich tiefer Bedeutung aus etwas herausholt, das vorher nur ein Rauschen war, und umgekehrt: in einem neuen Code kann eine frühere Botschaft sinnleer sein.


  Ein Code setzt also eine freie Wahl unter verschiedenen, sich ergänzenden Aspekten voraus, von denen jeder den gleichen Anspruch auf Wirklichkeit erhebt, wenn ich dieses zweifelhafte Wort gebrauchen darf.


  Einige dieser Aspekte sind uns vielleicht völlig unbekannt, aber sie können sich einem anderen Beobachter mit einem anderen Abstraktionssystem enthüllen.


  Sagen Sie mir aber, Salviati, wie können wir dann immer noch behaupten, daß wir draußen, in der objektiven, wirklichen Welt, etwas entdecken können. Bedeutet das nicht, daß wir die Dinge bloß nach unseren Bildern erschaffen, und daß die Wirklichkeit nur in uns ist?


  SALVIATI: Ich glaube nicht, daß das notwendigerweise so sein muß, aber es ist eine Frage, die gründliche Reflexion erfordert. 1


  Jauch hat es hier mit Botschaften zu tun, die nicht von einem „vernunftbegabten Wesen“ stammen, sondern von der Natur selbst. Die Fragen, die wir in Kapitel VI über die Beziehung der Bedeutung zur Botschaft stellten, ließen sich genausogut über Botschaften von der Natur selbst stellen. Ist die Natur chaotisch? Ist sie strukturiert? Und welche Rolle spielt Intelligenz beim Bestimmen der Antwort auf diese Frage?


  Um uns nun wieder von der Philosophie zu entfernen, können wir das Problem der tiefliegenden Gesetzmäßigkeit einer scheinbar zufälligen Folge betrachten. Könnte die Funktion Q(n) in Kapitel V ebenfalls eine einfache, nicht-rekursive Erklärung haben? Kann jedes Problem wie ein Obstgarten in einem solchen Blickwinkel gesehen werden, daß sich sein Geheimnis enthüllt? Oder gibt es in der Zahlentheorie Probleme, die ein Geheimnis bleiben, unter welchem Gesichtswinkel man sie auch betrachte?


  Nach diesem Prolog meine ich, daß es nunmehr Zeit ist, die genaue Bedeutung des Ausdrucks „voraussagbar lange Suche“ zu definieren. Das wird vermittels der „BlooP“-Sprache erfolgen.


  Erste Schritte in der BlooP-Sprache


  Unser Thema wird die Suche nach natürlichen Zahlen mit verschiedenen Eigenschaften sein. Um über die Länge eines Suchprozesses sprechen zu können, müssen wir zuerst einige Anfangsschritte definieren, aus denen sich alle Suchprozesse zusammensetzen, so daß die Länge sich in einer Anzahl von Schritten messen läßt. Einige Schritte, die wir als grundlegend bezeichnen können, sind:


  Addition zweier beliebiger natürlicher Zahlen,


  Multiplikation zweier beliebiger natürlicher Zahlen,


  Feststellung, ob zwei Zahlen gleich sind,


  Bestimmung der größeren (oder kleineren) zweier Zahlen.


  Schleifen und Obergrenzen


  Wenn wir versuchen, einen Test für, sagen wir „Primität“, basierend auf solchen Schritten, zu formulieren, werden wir bald merken, daß wir eine Kontrollstruktur einschließen müssen, d. h. eine Beschreibung der Reihenfolge, in der die Dinge zu tun sind, wann wir zurückgehen und etwas von neuem versuchen, wann wir eine Anzahl von Schritten überspringen, wann wir anhalten sollen usw.


  Es ist für jeden Algorithmus — das ist eine spezifische Beschreibung, wie eine Aufgabe auszuführen ist — typisch, daß er eine Mischung von 1) spezifisch durchzuführenden Operationen und 2) Kontrollbefehlen enthält. Bei der Entwicklung unserer Sprache, um voraussagbar lange Rechnungen auszudrücken, werden wir deshalb gleich zu Anfang Kontrollstrukturen einbeziehen müssen. Tatsächlich ist das Merkmal von BlooP die beschränkte Anzahl von Kontrollstrukturen. Es erlaubt nicht, zu irgendeinem Schritt zu springen oder Gruppen von Schritten unbeschränkt oft zu wiederholen. In BlooP ist im wesentlichen die einzige Kontrollstruktur die begrenzte Schleife („bounded loop“): eine Gruppe von Befehlen, die immer wieder bis zu einer im voraus definierten Maximalanzahl, die man Obergrenze der Schleife nennt, ausgeführt werden kann. Wenn die Obergrenze 300 wäre, dann könnte die Schleife 0,7- oder 300mal ausgeführt werden, nicht aber 301mal .


  Nun brauchen die genauen Werte aller Obergrenzen in einem Programm vom Programmierer nicht numerisch eingegeben zu werden — vielleicht kennt man sie gar nicht im voraus. Dafür kann jede Obergrenze rechnerisch bestimmt werden, bevor man in die Schleife eintritt. Will man z. B. den Wert von 23n berechnen, brauchte man zwei Schleifen. Zuerst berechnet man 3n, was n Multiplikationen erfordert. Darauf nimmt man 2 hoch diese Zahl, was 3n Multiplikationen erfordert. So ist also die Obergrenze für die zweite Schleife das Ergebnis der Berechnung der ersten Schleife.


  Im BlooP-Programm würde man das so ausdrücken:


  PROZEDURDEFINITION „ZWEI-HOCH-DREI-HOCH“ [N]:


  BLOCK 0: ANFANG


  ZELLE (0) [image: arr_l.png] 1;


  SCHLEIFE N MAL:


  BLOCK 1: ANFANG


  ZELLE (0) [image: arr_l.png] 3 x ZELLE (0)


  BLOCK 1: ENDE


  ZELLE (1) [image: arr_l.png] 1;


  SCHLEIFE ZELLE (0) MAL:


  BLOCK 2: ANFANG


  ZELLE (1) [image: arr_l.png] 2 x ZELLE (1);


  BLOCK 2: ENDE


  OUTPUT [image: arr_l.png] 1 ZELLE (1);


  BLOCK 0: ENDE.


  BlooP-Konventionen


  Nun gehört ein wenig Erfahrung dazu, sich einen in einer Computersprache abgefaßten Algorithmus anzusehen und sich ein Bild davon zu machen, was er bewirkt. Indessen hoffe ich, daß dieser Algorithmus einfach genug ist, um ohne viel Nachprüfung verständlich zu sein. Es wird eine Prozedur definiert, die einen Input-Parameter besitzt, N; der Output ist dann der gesuchte Wert.


  Diese Definition der Prozedur besitzt eine sogenannte Block-Struktur, und das bedeutet, daß gewisse Teile als Einheiten oder Blöcke zu betrachten sind. Alle Befehle in einem Block werden als Einheit ausgeführt. Jeder Block hat eine Nummer (der äußerste ist BLOCK 0) und wird abgegrenzt durch ANFANG und ENDE. In unserem Beispiel enthalten BLOCK 1 und BLOCK 2 je einen Befehl — aber wir werden in Kürze längere Blöcke zu Gesicht bekommen. Ein SCHLEIFE-Befehl bedeutet immer, daß der unmittelbar darunterstehende Block wiederholt auszuführen ist. Wie aus dem Obigen ersichtlich, können Blöcke verschachtelt sein.


  Die Strategie des vorstehenden Algorithmus haben wir schon früher beschrieben. Man beginnt damit, daß man eine Hilfsvariable, genannt ZELLE (0) nimmt. Man setzt sie zu Beginn gleich 1, und dann multipliziert man sie in einer Schleife wiederholt mit 3, bis man das genau Nmal getan hat. Als nächstes führt man das Analoge für ZELLE (1) aus, setzt sie gleich 1, multipliziert genau ZELLE (0) mal mit 2, und hört auf. Schließlich nimmt man ZELLE (1) als Wert von OUTPUT. Dies ist der Wert, der an die Außenwelt geht — das einzige äußerlich sichtbare Verhalten der Prozedur.


  Hier wäre noch etwas zur Notation zu sagen. Zunächst einmal bedeutet der nach links weisende Pfeil „[image: arr_l.png]“:


  Berechne den Ausdruck rechts vom Pfeil, dann nimm das Ergebnis

  und setze diesen Wert für ZELLE (oder OUTPUT) links vom Pfeil ein.


  So ist die Bedeutung eines Befehls wie etwa ZELLE (1) [image: arr_l.png] 3 × ZELLE (1) einfach, den in ZELLE (1) gespeicherten Wert im Speicher zu verdreifachen. Man kann sich jede ZELLE als separates Wort im Gedächtnis von irgendeinem Computer vorstellen. Der einzige Unterschied zwischen einer ZELLE und einem Wort ist eigentlich bloß der, daß das letztere nur ganze Zahlen bis zu einer endlichen Grenze enthalten kann, während eine ZELLE eine beliebige Zahl, so groß sie auch sein mag, enthalten kann.


  Jede Prozedur in BlooP ergibt, wenn sie aufgerufen wird, einen Wert — nämlich den Wert der Variablen namens OUTPUT. Zu Beginn der Durchführung einer Prozedur wird als „default option“ angenommen, daß OUTPUT den Wert 0 hat. Auf diese Weise hat OUTPUTimmer einen wohldefinierten Wert, auch wenn die Prozedur OUTPUT nie verändert.


  WENN-Befehle und Verästelungen


  Betrachten wir nun eine weitere Prozedur, die uns einige andere Eigenschaften von BlooP zeigt, welche ihm größere Allgemeinheit verleihen. Wenn man nur weiß, wie man addieren kann, wie kann man dann herausfinden, was der Wert von M-N ist? Der Trick besteht darin, daß man verschiedene Zahlen zu N addiert, bis man eine findet, die M ergibt. Was aber geschieht, wenn M kleiner als N ist? Was, wenn wir versuchen, 5 von 2 zu subtrahieren? Im Bereich der natürlichen Zahlen gibt es hierauf keine Antwort. Wir hätten aber doch gerne, daß unsere BlooP-Prozedur uns trotzdem eine Antwort gibt — sagen wir 0. Hier ist also eine BlooP-Prozedur, mit der sich subtrahieren läßt:


  PROZEDURDEFINITION „MINUS“ [M, N]:


  BLOCK 0: ANFANG


  WENN M < N, DANN:


  BEENDE BLOCK 0;


  SCHLEIFE HÖCHSTENS M + 1 MAL:


  BLOCK 1: ANFANG


  WENN OUTPUT + N = M, DANN:


  BRECHE AB SCHLEIFE 1;


  OUTPUT [image: arr_l.png] OUTPUT + 1;


  BLOCK 1: ENDE;


  BLOCK 0: ENDE.


  Hier machen wir von der impliziten Eigenschaft Gebrauch, daß OUTPUT mit 0 beginnt. Wenn M kleiner ist als N, dann ist die Subtraktion unmöglich, und wir springen sofort zum unteren Ende von BLOCK 0, und die Antwort lautet 0. Das ist die Bedeutung der Zeile BEENDE BLOCK 0. Ist aber M nicht kleiner als N, dann gehen wir über den BEENDE-Befehl hinweg und führen den nächsten Befehl aus (hier ein SCHLEIFE Befehl). In BlooP funktionieren WENN-Befehle immer so.


  Also betreten wir SCHLEIFE 1, die so heißt, weil der Block, den sie uns zu wiederholen anweist, BLOCK 1 ist. Wir versuchen, 0 zu N zu addieren, dann 1, 2 usw., bis wir eine Zahl finden, die M ergibt. An diesem Punkt BRECHEN wir die Schleife AB, in der wir uns befinden, das heißt, wir springen zu demjenigen Befehl, der unmittelbar auf das ENDE folgt, welches das untere Ende des Blocks der Schleife markiert. In diesem Fall bringt uns der Sprung unmittelbar unter BLOCK 1: ENDE, was heißt, zum letzten Befehl des Algorithmus, und damit ist die Sache erledigt. OUTPUT enthält nunmehr die richtige Antwort.


  Man beachte, daß es zwei verschiedene Befehle für den Sprung nach unten gibt: BEENDE und BRECHE AB. Der erste gilt für Blöcke, der zweite für Schleifen. BEENDE BLOCK n bedeutet, daß man zur letzten Zeile von BLOCK n zu springen hat, während BRECHE AB SCHLEIFE n bedeutet, daß man unter die letzte Zeile von BLOCK n zu springen hat. Diese Unterscheidung ist nur dann von Belang, wenn man sich in einer Schleife befindet und in ihr weitermachen will, aber nunmehr den Block verlassen will. Dann kann man BEENDE sagen, und das Richtige wird geschehen.


  Man beachte auch, daß das Wort HÖCHSTENS jetzt der oberen Grenze der Schleife vorausgeht — eine Warnung, daß eine Schleife abgebrochen werden kann, bevor die obere Grenze erreicht ist.


  Automatische Ballung


  Schließlich haben wir noch zwei Eigenschaften von BlooP zu erklären. Beide sind sehr wichtig. Die erste ist die, daß wenn eine Prozedur definiert worden ist, sie in späteren Prozedurdefinitionen aufgerufen werden kann. Das wirkt sich so aus, daß wenn eine Operation in einer Prozedur definiert worden ist, sie einfach als ein Grundschritt aufgefaßt wird. Eine Eigenschaft von BlooP ist also die automatische Ballung. Man könnte das damit vergleichen, wie ein guter Eiskunstläufer sich neue Bewegungen aneignet — nicht indem er sie als lange Folgen primärer Muskeltätigkeit definiert, sondern aufgrund früher erlernter Bewegungen, die ihrerseits als Kombination früher erlernter Bewegungen gelernt wurden usw., und die Verschachtelung, die Geballtheit, kann durch viele Schichten hindurchgehen, bis man auf die primäre Muskeltätigkeit stößt. Und so wächst das Repertoire von BlooP-Programmen geradeso wie die Künste eines Eiskunstläufers durch Schleifen an.


  BlooP-Tests


  Die andere Eigenschaft von BlooP ist die, daß gewisse Prozeduren JA oder NEIN als Output haben können — anstelle von Zahlenwerten. Solche Prozeduren sind Tests und nicht Funktionen. Um diesen Unterschied zu markieren, muß der Name eines Tests mit einem Fragezeichen enden. Außerdem ist in einem Test die „default option“ für OUTPUT natürlich nicht 0, sondern NEIN.


  Sehen wir uns ein Beispiel für diese letzten beiden BlooP-Eigenschaften in einem Algorithmus an, der die Primzahl-Eigenschaft testet.


  PROZEDURDEFINITION „PRIM?“ [N]:


  BLOCK 0: ANFANG


  WENN N = 0, DANN:


  BEENDE BLOCK 0;


  ZELLE (0) [image: arr_l.png] 2;


  SCHLEIFE HÖCHSTENS MINUS [N,2] MAL:


  BLOCK 1: ANFANG


  WENN REST [N, ZELLE(0)] = 0, DANN:


  BEENDE BLOCK 0;


  ZELLE (0) [image: arr_l.png] ZELLE (0) + 1;


  BLOCK 1: ENDE;


  OUTPUT [image: arr_l.png] JA;


  BLOCK 0: ENDE.


  Man beachte, daß ich zwei Prozeduren innerhalb dieses Algorithmus aufgerufen habe: MINUS und REST. (Vom letzteren kann man annehmen, daß es schon früher definiert worden ist, und der Leser kann die Definition selbst herausfinden.) Dieser Test für die Primzahl-Eigenschaft geht nun so vor sich, daß man die potentiellen Faktoren von N nacheinander ausprobiert. Man beginnt mit 2 und macht bis zum Maximum von N - 1 weiter. Falls einer von ihnen genau in N aufgeht (d. h. den Rest 0 ergibt), springen wir zum unteren Ende, und da OUTPUT in diesem Stadium noch immer seinen „Default“-Wert besitzt, ist die Antwort NEIN. Nur wenn N keinen Teiler besitzt, wird es SCHLEIFE 1 zur Gänze überleben, dann werden wir ohne Schwierigkeiten zur Aussage OUTPUT [image: arr_l.png] JA geraten. Sie wird ausgeführt, dann ist die Prozedur zu Ende.


  BlooP-Programme enthalten Ketten von Prozeduren


  Wir haben gesehen, wie man Prozeduren in BlooP definiert; doch ist eine Prozedurdefinition nur ein Teil eines Programms. Eine Programm besteht aus einer Kette von Prozedurdefinitionen (von denen jede nur bereits früher definierte Prozeduren aufruft), worauf wahlweise eine oder mehrere der definierten Prozeduren folgen. Ein Beispiel für ein volles BlooP-Programm wäre die Definition der Prozedur ZWEI-HOCH-DREI-HOCH, gefolgt vom Aufruf


  ZWEI-HOCH-DREI-HOCH [2]


  und das ergäbe als Antwort 512.


  Hat man nur eine Kette von Prozedurdefinitionen, geschieht überhaupt nichts. Sie warten alle darauf, mit speziellen numerischen Werten aufgerufen zu werden, um sich in Bewegung zu setzen. Es ist wie ein Fleischwolf, der auf Fleisch wartet, das er zerhacken kann, oder vielmehr eine Kette von Fleischwölfen, die alle miteinander verbunden sind, so daß jeder von den vorhergehenden gespeist wird. Im Falle von Fleischwölfen ist das Bild vielleicht nicht so appetitlich, aber im Fall der BlooP-Programme ist eine solche Konstruktion einigermaßen wichtig, und wir wollen sie ein „aufrufloses Programm“ nennen. Diesen Begriff illustriert Abb. 72.


  


  [image: Abb. 72.]


  Abb. 72. Die Struktur eines aufruflosen BlooP-Programms. Damit dieses Programm in sich geschlossen ist, kann jede Prozedurdefinition nur solche über sich aufrufen.


  Nun ist BlooP unsere Sprache für die Definition voraussagbar endender Berechnungen. Der übliche Name für BlooP-berechenbare Funktionen ist primitiv-rekursive Funktion, und der übliche Name für Eigenschaften, die durch BlooP entdeckt werden können, ist primitiv-rekursive Prädikate. So ist also die Funktion 23n eine primitiv-rekursive Funktion, und die Aussage „n ist eine Primzahl“ ist ein primitiv-rekursives Prädikat.


  Es ist intuitiv klar, daß die Goldbach-Eigenschaft primitiv-rekursiv ist, und um das ganz klar zu machen, folgt hier eine Prozedurdefinition in BlooP, die zeigt, wie man ihr Vorhandensein oder nicht-Vorhandensein testen kann.


  PROZEDURDEFINITION „GOLDBACH?“ [N]:


  BLOCK 0: ANFANG


  ZELLE (0) [image: arr_l.png] 2;


  SCHLEIFE HÖCHSTENS N MAL:


  BLOCK 1: ANFANG


  WENN {PRIM? [ZELLE (0)]


  UND PRIM? [MINUS [N, ZELLE (0)]]},


  DANN:


  BLOCK 2: ANFANG


  OUTPUT = JA;


  BEENDE BLOCK 0;


  BLOCK 2: ENDE


  ZELLE (0) [image: arr_l.png] ZELLE (0) + 1;


  BLOCK 1: ENDE;


  BLOCK 0: ENDE.


  Wie immer nehmen wir NEIN an, bis JA bewiesen ist, und wir suchen nach Zahlenpaaren, die addiert N ergeben. Sind beide Primzahlen, dann beenden wir den äußersten Block; sonst gehen wir einfach zurück und versuchen es noch einmal, bis alle Möglichkeiten erschöpft sind.


  (Warnung: Die Tatsache, daß die Goldbach-Eigenschaft primitiv-rekursiv ist, macht die Frage „Haben alle Zahlen die Goldbach-Eigenschaft?“ nicht einfach — bei weitem nicht!)


  Vorschläge für Übungen


  Können Sie eine ähnliche BlooP-Prozedur schreiben, die das Vorhandensein oder Nicht-Vorhandensein der Schildkröten-Eigenschaft (oder der Achilles-Eigenschaft) testet? Wenn ja, tun Sie es. Wenn nein, dann rührt das daher, daß Sie über Obergrenzen nicht Bescheid wissen — oder könnte es möglicherweise daher kommen, daß es ein grundsätzliches Hindernis gibt, welches der Formulierung eines solchen Algorithmus in BlooP im Wege steht? Und wie steht es mit derselben Frage im Hinblick auf die Eigenschaft der im Dialog definierten „Wundersamkeit“?


  Nachstehend führe ich einige Funktionen und Eigenschaften auf, und Sie sollten sich die Zeit nehmen, festzustellen, ob Sie glauben, daß sie primitiv-rekursiv (BlooP-programmierbar) sind oder nicht. Das bedeutet, daß Sie sorgfältig erwägen müssen, welche Arten von Operationen in den nötigen Berechnungen involviert sind, und ob für alle Schleifen Obergrenzen angegeben werden können.


  FAKULTÄT [N] = N! (N Fakultät)


  
    
      	
        (z. B.

      

      	
        FAKULTÄT [4] = 24)

      
    

  


  REST [M, N] = der Rest bei der Division von M durch N


  
    
      	
        (z. B.

      

      	
        REST [24, 7] = 3)

      
    

  


  PI-ZIFFER [N] = die N-te Ziffer von π nach dem Komma


  
    
      	
        (z. B.

      

      	
        PI-ZIFFER [1] = 1,

      
    


    
      	

      	
        PI-ZIFFER [2] = 4,

      
    


    
      	

      	
        PI-ZIFFER [1000000] = 1)

      
    

  


  FIBO [N] = die N-te Fibonaccizahl


  
    
      	
        (z. B.

      

      	
        FIBO [9] = 34)

      
    

  


  PRIM-JENSEITS [N] = die niedrigste Primzahl größer als N


  
    
      	
        (z. B.

      

      	
        PRIM-JENSEITS [33] = 37)

      
    

  


  PERFEKT [N] = die N-te „perfekte“ Zahl (eine Zahl wie z. B. 28, deren Teiler, wenn addiert, die Zahl selber ergeben: 28 = 1 + 2 + 4 + 7 + 14)


  
    
      	
        (z. B.

      

      	
        PERFEKT [2] = 28)

      
    

  


  PRIM? [N] = JA wenn N prim, sonst NEIN.


  PERFEKT? [N] = JA wenn N perfekt, sonst NEIN.


  TRIVIAL? [A, B, C, N] = JA wenn AN + BN = CN richtig ist, sonst NEIN.


  
    
      	
        (z. B.

      

      	
        TRIVIAL? [3, 4, 5, 2] = JA,

      
    


    
      	

      	
        TRIVIAL? [3, 4, 5, 3] = NEIN)

      
    

  


  PIERRE? [A, B, C] = JA wenn AN + BN = CN eine Lösung für N größer als 1 hat, sonst NEIN.


  
    
      	
        (z. B.

      

      	
        PIERRE? [3, 4, 5] = JA,

      
    


    
      	

      	
        PIERRE? [1, 2, 3] = NEIN)

      
    

  


  FERMAT? [N] = JA wenn AN + BN = CN durch positive Werte von A, B, C erfüllt werden kann, sonst NEIN.


  
    
      	
        (z. B.

      

      	
        FERMAT? [2] = JA)

      
    

  


  SCHILDKRÖTENPAAR? [M, N] = JA wenn sowohl M wie auch M + N prim sind, sonst NEIN.


  
    
      	
        (z. B.

      

      	
        SCHILDKRÖTENPAAR? [5, 1742] = JA,

      
    


    
      	

      	
        SCHILDKRÖTENPAAR? [5, 100] = NEIN)

      
    

  


  SCHILDKRÖTE? [N] = JA wenn N die Differenz zweier Primzahlen ist, sonst NEIN.


  
    
      	
        (z. B.

      

      	
        SCHILDKRÖTE? [1742] = JA,

      
    


    
      	

      	
        SCHILDKRÖTE? [7] = NEIN)

      
    

  


  MIU-WOHLGEFORMT? [N] = JA wenn N, verstanden als Kette im MIU-System, wohlgeformt ist, sonst NEIN.


  
    
      	
        (z. B.

      

      	
        MIU-WOHLGEFORMT? [310] = JA,

      
    


    
      	

      	
        MIU-WOHLGEFORMT? [415] = NEIN)

      
    

  


  MIU-BEWEISPAAR? [M, N] = JA wenn M, verstanden als eine Folge von Ketten im MIU-System eine Ableitung von N ist, ebenfalls verstanden als eine Kette im MIU- System, sonst NEIN.


  
    
      	
        (z. B.

      

      	
        MIU-BEWEISPAAR? [3131131111301, 301] = JA,

      
    


    
      	

      	
        MIU-BEWEISPAAR? [311130, 30] = NEIN)

      
    

  


  MIU-SATZ? [N] = JA wenn N, verstanden als eine Kette im MIU-System, ein SATZ ist, sonst NEIN.


  
    
      	
        (z. B.

      

      	
        MIU-SATZ? [311] = JA,

      
    


    
      	

      	
        MIU-SATZ? [30] = NEIN,

      
    


    
      	

      	
        MIU-SATZ? [701] = NEIN)

      
    

  


  TNT-SATZ? [N] = JA wenn N, verstanden als eine TNT-Kette, ein SATZ ist.


  
    
      	
        (z. B.

      

      	
        TNT-SATZ? [666111666] = JA,

      
    


    
      	

      	
        TNT-SATZ? [123666111666] = NEIN,

      
    


    
      	

      	
        TNT-SATZ? [7014] = NEIN)

      
    

  


  FALSCH? [N] = JA wenn N, verstanden als TNT-Kette, eine falsche Aussage der Zahlentheorie ist, sonst NEIN.


  
    
      	
        (z. B.

      

      	
        FALSCH? [666111666] = NEIN,

      
    


    
      	

      	
        FALSCH? [223666111666] = JA,

      
    


    
      	

      	
        FALSCH? [7014] = NEIN)

      
    

  


  Die letzten sieben Beispiele sind besonders wichtig für unsere bevorstehenden meta-mathematischen Untersuchungen; sie verdienen also besondere Aufmerksamkeit.


  Ausdrückbar und repräsentierbar


  Bevor wir nun zu interessanten Fragen über BlooP und zu seinem Verwandten FlooP kommen, kehren wir zu der Frage zurück, warum wir BlooP überhaupt eingeführt haben, und stellen eine Verbindung zu TNT her. Ich habe bereits früher gesagt, daß die kritische Masse für die Anwendung der Gödelschen Methode dann erreicht ist, wenn alle primitiv-rekursiven Begriffe in diesem System repräsentierbar sind. Was heißt das genau? Zunächst müssen wir zwischen dem Begriff der Repräsentierbarkeit und dem der Ausdrückbarkeit unterscheiden. Ein Prädikat ausdrücken ist einfach eine Übersetzung aus dem Deutschen in einen strikten Formalismus. Ob es sich um SÄTZE handelt, hat damit nichts zu tun. Die Repräsentierung eines Prädikats dagegen ist ein weit stärkerer Begriff. Er bedeutet, daß


  
    
      	
        1)

      

      	
        alle Fälle, in denen die Prädikate wahr sind, SÄTZE sind;

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        alle Fälle, in denen sie falsch sind, Nicht-SÄTZE sind.

      
    

  


  Mit „Fall“ meine ich die Kette, die erzeugt wird, wenn man alle freien Variablen durch Zahlzeichen ersetzt. Zum Beispiel ist das Prädikat m + n = k im pg-System repräsentiert, weil jeder wahre Fall des Prädikats ein SATZ ist, und jeder falsche ein Nicht-SATZ. So läßt sich jede einzelne Addition, ob wahr oder falsch, in eine entscheidbare Kette des pg-Systems übersetzen. Indessen ist das pg-System unfähig, irgendwelche andere Eigenschaften natürlicher Zahlen auszudrücken, geschweige denn zu repräsentieren. Deshalb wäre es in einem Wettstreit zwischen Systemen, die für die Zahlentheorie in Frage kommen, ein sehr schwacher Kandidat.


  Nun hat TNT den Vorzug, daß sich in ihm praktisch jedes zahlentheoretische Prädikat ausdrücken läßt; zum Beispiel läßt sich leicht eine TNT-Kette niederschreiben, die das Prädikat „b hat die Schildkröten-Eigenschaft“ ausdrückt. Was also die Kraft, etwas auszudrücken, angeht, so ist TNT alles, was wir benötigen.


  Indessen ist die Frage: „Welche Eigenschaften sind in TNT repräsentiert?“ genau die Frage: „Was leistet TNT als Axiomensystem?“ Sind alle möglichen Prädikate in TNT repräsentiert? Wenn ja, dann kann TNT jede zahlentheoretische Frage beantworten; es ist vollständig.


  Primitiv-rekursive Prädikate sind in TNT repräsentiert


  Obgleich sich Vollständigkeit als Schimäre entpuppen wird, ist TNT zumindest im Hinblick auf primitiv-rekursive Prädikate vollständig. In anderen Worten: jede Aussage der Zahlentheorie, deren Wahrheit oder Unwahrheit von einem Computer in einer voraussagbaren Zeitspanne entschieden werden kann, ist auch innerhalb von TNT entscheidbar. Oder, als abschließende Neuformulierung des gleichen Sachverhalts:


  Wenn ein BlooP-Test für eine Eigenschaft der natürlichen Zahlen niedergeschrieben werden kann, dann ist diese Eigenschaft in TNT repräsentiert.


  Gibt es Funktionen, die nicht primitiv-rekursiv sind?


  Nun sind die Eigenschaften, die durch BlooP-Tests entdeckt werden können, äußerst vielfältiger Natur, z. B. ob eine Zahl prim oder perfekt ist, die Goldbach-Eigenschaft besitzt, eine Potenz von 2 ist usw. Die Frage, ob jede Eigenschaft der Zahlen mit einem passenden BlooP-Programm aufgefunden werden kann, wäre keineswegs abwegig. Daß wir im gegenwärtigen Augenblick keine Methode besitzen, um zu testen, ob eine Zahl wundersam ist oder nicht, braucht uns nicht allzusehr zu beunruhigen, denn das könnte einfach bedeuten, daß wir zu wenig über Wundersamkeit wissen, und wenn wir noch tiefer graben, könnten wir eine Universalformel für die Obergrenze der betreffenden Schleife entdecken. Dann könnte man sofort einen BlooP-Test niederschreiben. Ähnliches ließe sich auch über die Schildkröten-Eigenschaft sagen.


  In Wirklichkeit lautet die Frage also: „Können immer obere Grenzen für die Länge der Rechenoperation angegeben werden, oder wohnt dem System der natürlichen Zahlen eine Art Verwirrung inne, die es mitunter unmöglich macht, vorauszusagen, wie lang die Rechenoperation werden wird?“ Bemerkenswerterweise ist das letztere der Fall, und wir werden gleich sehen, warum. Es ist von der Art, was Pythagoras, der als erster bewiesen hat, daß die Quadratwurzel von 2 irrational ist, in den Wahnsinn getrieben hätte. In unserem Beweis machen wir von der berühmten, von Georg Cantor, dem Begründer der Mengenlehre, erfundenen Diagonalmethode Gebrauch.


  Der Pool B, Indexzahlen und Blaue Programme


  Wir beginnen damit, daß wir einen kuriosen Begriff einführen: den Vorrat aller möglichen BlooP-Programme. Natürlich ist dieser Vorrat — „Pool B“ genannt — unendlich. Wir wollen einen Teilvorrat von Pool B, den wir durch drei sukzessive Filteroperationen erhalten, betrachten. Der erste Filter wird für uns nur aufruflose Programme zurückhalten. Von diesem Teilvorrat eliminieren wir alle Tests und lassen nur Funktionen übrig. (Übrigens entscheidet bei aufruflosen Programmen die letzte Prozedur in der Kette, ob das Programm als Ganzes als Test oder als Programm aufzufassen ist.) Der dritte Filter hält nur Funktionen zurück, die genau einen Input-Parameter besitzen. (Auch das bezieht sich auf die abschließende Prozedur in der Kette.) Was bleibt übrig?


  Ein vollständiger Vorrat aller aufruflosen BlooP-Programme, die Funktionen von genau einem Input-Parameter berechnen.


  Nennen wir diese speziellen BlooP-Programme Blaue Programme.


  Wir würden nun gerne jedem Blauen Programm eine eindeutige Indexzahl zuordnen. Wie geht das vor sich? Der leichteste Weg — welchen wir einschlagen werden — ist der, sie nach ihrer Länge zu ordnen: das kürzestmögliche Blaue Programm wäre Nr. 1, das zweitkürzeste Nr. 2 usw. Natürlich wird es viele Programme gleicher Länge geben. In solchen Fällen halten wir uns an die alphabetische Ordnung. ,,Alphabetische Ordnung“ ist hier in einem erweiterten Sinn zu verstehen; das „Alphabet“ umfaßt alle die speziellen Schriftzeichen von BlooP etwa in folgender willkürlicher Anordnung:
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  Und am Ende kommt die demütige Leerstelle! Zusammen 56 Zeichen. Der Bequemlichkeit halber können wir alle Blauen Programme der Länge 1 in Band 1 unterbringen, Programme mit 2 Zeichen in Band 2 usw. Es braucht nicht betont werden, daß die ersten Bände völlig leer sein werden, während spätere Bände viele, viele Eintragungen haben werden (aber jeder Band nur eine endliche Anzahl). Das allererste Blaue Programm wäre:


  PROZEDURDEFINITION „A“ [B]:


  BLOCK 0: ANFANG


  BLOCK 0: ENDE


  Dieser eher alberne Fleischwolf gibt den Wert 0, was immer auch der Input sein möge. Er steht in Band 58, da er 58 Zeichen hat (wobei auch die nötigen Zwischenräume einschließlich derer, die aufeinanderfolgende Zeilen trennen, gezählt werden).


  Bald nach Band 58 werden die Bände äußerst dick, weil es so viele Millionen von Möglichkeiten gibt, Symbole zur Erzeugung von Blauen Programmen zu kombinieren. Das macht aber nichts, wir werden diesen unendlichen Katalog nicht ausdrucken. Uns interessiert lediglich, daß er im abstrakten Bereich wohldefiniert ist, und daß deshalb jedes Blaue BlooP-Programm eine einzige und definitive Indexzahl besitzt. Das ist die entscheidende Überlegung.


  Bezeichnen wir die von dem k-ten Blauen Programm errechnete Funktion wie folgt:


  Blauprogramm {Nr. k} [N]


  Hier ist k die Indexzahl des Programms, und N ist der einzige Input-Parameter. Zum Beispiel könnte Blaues Programm Nr. 12 einen doppelt so großen Wert als Output ergeben:


  Blauprogramm {Nr. 12} [N] = 2 × N


  Die Bedeutung der obigen Gleichung ist die, daß das auf der linken Seite genannte Programm den gleichen Wert ergibt, den auch ein Mensch aus dem gewöhnlichen algebraischen Ausdruck rechts errechnen würde. Ein weiteres Beispiel: vielleicht errechnet das 5000. Blaue Programm die dritte Potenz des Input-Parameters:


  Blauprogramm {Nr. 5000} [N] = N3


  Die Diagonalmethode


  Nun gut — und jetzt wenden wir den „Dreh“ an: Cantors Diagonalmethode. Wir werden diesen Katalog von Blauen Programmen nehmen und ihn zur Definition einer neuen Funktion mit einer Variablen — Blaudiag [N] — benutzen, von der sich herausstellen wird, daß sie sich nirgends auf der Liste befindet (weshalb ihr Name hier kursiv gesetzt wurde). Und doch wird Blaudiag offensichtlich eine wohldefinierte, errechenbare Funktion einer Variablen sein, und so müssen wir zum Schluß kommen, daß es Funktionen gibt, die einfach in BlooP nicht programmierbar sind.


  Hier die Definition von Blaudiag [N]:


  Gleichung 1) ... Blaudiag [N] = 1 + Blauprogramm {Nr. N} [N]


  Die anzuwendende Strategie lautet: Speise jeden Fleischwolf mit seiner eigenen Indexzahl; dann addiere 1 zum Output. Zur Illustration berechnen wir Blaudiag [12]. Wir haben gesehen, daß Blauprogramm {Nr. 12} die Funktion 2N ist; deshalb muß Blaudiag [12] den Wert 1 + 2 × 12 oder 25 besitzen. Gleichermaßen hätte Blaudiag [5000] den Wert 125000000001, da das 1 mehr ist als die dritte Potenz von 5000. In ähnlicher Weise läßt sich Blaudiag für jedes gewünschte Argument finden.


  Das merkwürdige an Blaudiag [N] ist, daß es im Katalog der Blauen Programme nicht repräsentiert ist. Das kann es gar nicht, und zwar deshalb, weil es, um ein Blaues Programm zu sein, eine Indexzahl haben müßte — nehmen wir an, es wäre Blaues Programm Nr. X. Diese Annahme wird durch die folgende Formel ausgedrückt:


  Gleichung 2) ... Blaudiag [N] = Blauprogramm {Nr. X} [N]


  Zwischen den Gleichungen 1) und 2) besteht ein Widerspruch. Er wird erkennbar in dem Augenblick, in dem wir versuchen, den Wert von Blaudiag [X] zu berechnen, denn das können wir tun, indem wir in beiden Gleichungen N den Wert von X annehmen lassen. Wenn wir die Gleichung 1 substituieren, erhalten wir


  Blaudiag [X] = 1 + Blauprogramm {Nr. X} [X]


  Wenn wir aber statt dessen in Gleichung 2 substituieren, erhalten wir


  Blaudiag [X] = Blauprogramm {Nr. X} [X]


  Nun kann Blaudiag [X] nicht gleich einer Zahl und zugleich der Nachfolger dieser Zahl sein. Das aber behaupten diese beiden Gleichungen. Wir müssen also zurückgehen und einige Annahmen ausmerzen, auf denen der Widerspruch beruht. Der einzige mögliche Kandidat zur Ausmerzung ist die in Gleichung 2 ausgedrückte Annahme: daß die Funktion Blaudiag [N] als ein BlooP-Programm codiert werden kann. Und das ist der Beweis, daß Blaudiag außerhalb des Bereichs der primitiv-rekursiven Funktionen liegt. Damit haben wir unser Ziel erreicht, die von Achilles gehegte, aber naive Vorstellung zu zerstören, daß jede zahlentheoretische Funktion in einer voraussagbaren Anzahl von Schritten berechenbar sein muß.


  Hier geht es höchst subtil zu. Man könnte zum Beispiel folgendes bedenken: Die Anzahl der Schritte zur Errechnung von Blaudiag [N] ist für jeden speziellen Wert von N voraussagbar, aber die verschiedenen Methoden zur Voraussage können nicht alle in einem allgemeinen Rezept für die Voraussage der Länge der Berechnungen von Blaudiag [N] zusammengefaßt werden. Das ist eine „unendliche Verschwörung“, verwandt mit der Vorstellung vom „unendlichen Zufall“ von Herrn Schildkröte und auch mit der ω-Unvollständigkeit. Wir werden diese Zusammenhänge aber nicht im einzelnen verfolgen.


  Cantors ursprüngliches Diagonal-Argument


  Warum nennt man das ein Diagonal-Argument? Der Ausdruck stammt von Cantors ursprünglichem Diagonalargument, auf das viele andere (wie auch das unsrige) nach und nach aufgebaut wurden. Die Erklärung von Cantors ursprünglichem Argument bringt uns etwas von unserem Weg ab, aber die Mühe lohnt sich. Auch Cantor beschäftigte sich mit dem Nachweis, daß ein bestimmter Posten nicht in einer bestimmten Liste vorkommt. Was er im besonderen zeigen wollte, war: Wenn man ein „Adreßbuch“ der reellen Zahlen anlegt, werden einige unvermeidlich ausgelassen — so daß die Vorstellung eines vollständigen Adreßbuchs der reellen Zahlen ein Widerspruch in sich ist.


  Man muß sich darüber klar sein, daß das nicht nur für Adreßbücher von endlichem Umfang, sondern auch für solche von unendlichem gilt. Das ist ein viel tiefer schürfendes Ergebnis als die Aussage: „Die Anzahl der reellen Zahlen ist unendlich, deshalb können sie selbstverständlich in einem endlichen Adreßbuch nicht aufgeführt werden.“ Das Wesentliche an Cantors Resultat ist, daß es (mindestens) zwei verschiedene Typen der Unendlichkeit gibt: die Unendlichkeit der einen Art beschreibt, wieviel Eintragungen sich in einem unendlichen Adreßbuch oder in einer unendlichen Tabelle finden lassen, und die andere beschreibt, wie viele reelle Zahlen es gibt (d. h. wie viele Punkte es auf einer Geraden oder einem Segment einer Geraden gibt) — und diese letztere ist die „größere“ in dem Sinn, daß sich die reellen Zahlen nicht in eine Tabelle hineinpressen lassen, deren Länge durch die erstere Form der Unendlichkeit beschrieben werden kann. Sehen wir also, wie Cantors Argument den Begriff der Diagonale im eigentlichen Sinn des Worts benutzt.


  Betrachten wir lediglich die reellen Zahlen zwischen 0 und 1. Nehmen wir an, daß eine unendliche Liste erstellt werden könnte, in der jede positive ganze Zahl N einer reellen Zahlen r (N) zwischen 0 und 1 zugeordnet werden könnte und in der jede reelle Zahl zwischen 0 und 1 irgendwo vorkommt. Da reelle Zahlen durch unendliche Dezimalzahlen wiedergegeben werden können, können wir uns vorstellen, daß der Anfang der Tabelle so aussähe:


  r(1): 0, 1 4 1 5 9 2 6 5 3 . . . . . . .


  r(2): 0, 3 3 3 3 3 3 3 3 3 . . . . . . .


  r(3): 0, 7 1 8 2 8 1 8 2 8 . . . . . . .


  r(4): 0, 4 1 4 2 1 3 5 6 2 . . . . . . .


  r(5): 0, 5 0 0 0 0 0 0 0 0 . . . . . . .


  Die Ziffern, die die Diagonale bilden, sind halbfett wiedergegeben: 1, 3, 8, 2, 0, ... Nun werden diese Diagonalziffern dazu verwendet, eine besondere reelle Zahl d zu bilden, die zwischen 0 und 1 liegt, aber, wie wir sehen werden, nicht auf der Liste steht. Um d zu bilden, nimmt man die Ziffern auf der Diagonale eine nach der anderen und verwandelt jede in eine andere Ziffer. Wenn man vor diese Ziffernfolge eine 0 und ein Komma setzt, hat man d. Es gibt natürlich viele Methoden, um eine Ziffer in eine andere zu verwandeln, und demgemäß viele verschiedene Werte von d. Nehmen wir zum Beispiel an, daß wir 1 von den Diagonalziffern abziehen (mit der Abmachung, daß 1 von 0 subtrahiert 9 ergibt). Dann ist unsere Zahl d:


  0, 0 2 7 1 9 . . .


  Nun ist wegen der Art ihrer Konstruktion


  die erste Ziffer von d nicht die gleiche wie


  die erste Ziffer von r (1),


  die zweite Ziffer von d nicht die gleiche wie


  die zweite Ziffer von r(2),


  die dritte Ziffer von d nicht die gleiche wie


  die dritte Ziffer von r(3),


  ... usw.


  Somit


  ist d verschieden von r(1),


  ist d verschieden von r(2),


  ist d verschieden von r(3),


  ... usw.


  In anderen Worten: d steht nicht auf der Liste!


  Was beweist das Diagonalargument?


  Nun kommt der entscheidende Unterschied zwischen Cantors Beweis und dem unseren — er liegt in der Frage, zu welcher Annahme wir zurückkehren wollen, um sie aufzuheben. In Cantors Argument war die auf nicht sehr sicheren Füßen stehende Annahme die, daß sich eine solche Tabelle herstellen lasse. Deshalb ist der Schluß, den die Konstruktion von d erlaubt, daß schließlich doch keine erschöpfende Tabelle von reellen Zahlen erstellt werden kann — was darauf hinausläuft, daß die Menge der ganzen Zahlen ganz einfach nicht groß genug ist, um die Menge der reellen Zahlen indizieren zu können. Andererseits wissen wir, daß das Adreßbuch von Blauen BlooP-Programmen niedergeschrieben werden kann — die Menge der ganzen Zahlen ist groß genug, um Blaue BlooP-Programme mit Indexzahlen zu versehen. Wir müssen noch einmal zurückgehen und einen weniger leicht aufrechtzuerhaltenden Gedanken, den wir verwendet haben, zurücknehmen. Und zwar ist es der, daß Blaudiag [N] durch ein Programm in BlooP berechenbar sei. Das ist ein subtiler Unterschied in der Anwendung der Diagonalmethode.
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  Abb. 73. Georg Cantor.


  Das wird vielleicht klarer, wenn wir sie auf die angebliche „Liste Aller Großen Mathematiker“ anwenden — ein etwas konkreteres Beispiel. Die Diagonale selbst ist „Dboups“. Führen wir die gewünschte Diagonalsubtraktion durch, erhalten wir „Cantor“. Nun sind zwei Schlüsse möglich: wer unerschütterlich an die Vollständigkeit der Liste glaubt, muß schließen, daß Cantor kein großer Mathematiker ist, da sein Name von allen Namen aller großen Mathematiker verschieden ist. Wer aber unerschütterlich glaubt, daß Cantor ein großer Mathematiker ist, muß zum Schluß gelangen, daß die Liste aller großen Mathematiker unvollständig ist, denn Cantors Name figuriert nicht auf ihr. (Wehe denen, die unerschütterlich beides glauben!) Der erste Fall entspricht unserem Beweis, daß Blaudiag [N] nicht primitiv-rekursiv ist; der zweite entspricht Cantors Beweis, daß die Liste der reellen Zahlen unvollständig ist.


  Cantor verwendet in seinem Beweis eine Diagonale im wörtlichen Sinn. Andere „Diagonal“-Beweise fußen auf einem allgemeineren Begriff, der vom geometrischen Wortsinn abstrahiert. Das Wesentliche der Diagonalmethode liegt darin, daß man eine Ziffer auf zwei verschiedene Arten verwendet oder, wie man auch sagen könnte, eine ganze Zahl auf zwei verschiedenen Ebenen verwendet — was einen befähigt, eine Eintragung zu konstruieren, die außerhalb einer festgelegten Liste liegt. Die Zahl dient einmal als vertikaler Index und ein anderes Mal als horizontaler. In Cantors Konstruktion ist das sehr deutlich zu erkennen. Was die Funktion Blaudiag [N] betrifft, so verlangt sie, daß man eine ganze Zahl auf zwei verschiedenen Ebenen verwendet erstens als eine Blaues-Programm-Indexziffer und zweitens als Input-Parameter.


  Die hinterhältige Wiederholbarkeit des Diagonalarguments


  Auf den ersten Blick scheint Cantors Argument nicht ganz überzeugend. Gibt es keine Möglichkeit, es zu umgehen? Vielleicht könnte man eine umfassendere Liste erhalten, wenn man die diagonal konstruierte Zahl d einbezöge. Bei näherer Prüfung wird man aber erkennen, daß es nichts hilft, die Zahl d dazuzunehmen, denn sobald man ihr einen bestimmten Ort in der Tabelle zuweist, läßt sich die Diagonalmethode auf die neue Tabelle anwenden, und eine neue, im Adreßbuch nicht vorhandene Zahl d' läßt sich konstruieren, die nicht in der neuen Tabelle steht. Wie oft man auch die Konstruktion einer Zahl vermittels der Diagonalmethode wiederholt und jene dann hinzufügt, um eine „vollständigere“ Tabelle zu erhalten, man hängt doch immer an dem nicht zu vermeidenden Haken von Cantors Methode. Man könnte sogar versuchen, eine Tabelle von reellen Zahlen aufzubauen, um Cantors Diagonalmethode zu überlisten, indem man den ganzen Kram und Krempel, so wie er ist, einschließlich seiner trügerischen Wiederholbarkeit, irgendwie berücksichtigen könnte. Es ist eine interessante Übung. Wenn Sie sie aber in Angriff nehmen, werden Sie sehen, daß Sie sich drehen und wenden können wie Sie wollen, um den Cantor-„Haken“ zu vermeiden — Sie werden doch immer an ihm hängen. Man könnte sagen, daß jede angebliche „Tabelle aller reellen Zahlen“ sich in der eigenen Falle fängt.


  Die Wiederholbarkeit von Cantors Methode ähnelt der der diabolischen Schildkröten-Methode, um Herrn Krebs' Grammophone eines nach dem anderen zu zerschmettern, während sie mehr und mehr „hi-fi“ und — so hoffte zumindest Herr Krebs „vollkommen“ wurden. Diese Methode verlangt, daß man für jedes Grammophon eine besondere Melodie konstruiert, die das Grammophon nicht wiedergeben kann. Es ist kein Zufall, daß Cantors Trick und der von Herrn Schildkröte diese merkwürdige Wiederholbarkeit gemeinsam haben; man hätte den Contrakrostipunktus sehr wohl auch „Cantorkrostipunktus“ nennen können. Außerdem sind, wie Herr Schildkröte dem unschuldigen Achilles andeutet, die Geschehnisse im Contrakrostipunktus eine Paraphrase der Konstruktion, die Gödel beim Beweis seines Unvollständigkeitssatzes verwendet; daraus folgt, daß die Gödel-Konstruktion ebenfalls einer Diagonalkonstruktion sehr ähnlich ist. Das wird in den beiden folgenden Kapiteln klar werden.


  Von BlooP zu FIooP


  Wir haben nunmehr die Klasse der primitiv-rekursiven Funktionen und der primitiv-rekursiven Eigenschaften natürlicher Zahlen mit Hilfe von Programmen in der BlooPSprache definiert. Auch haben wir gezeigt, daß BlooP nicht alle Funktionen der natürlichen Zahlen, die wir in Worten definieren können, einfängt. Wir konstruierten vermittels Cantors Diagonalmethode sogar eine „unBlooPbare“ Funktion: Blaudiag [N]. Was hat BlooP, daß es Blaudiag nicht repräsentieren kann? Wie könnte man BlooP verbessern, so daß Blaudiag repräsentierbar wird?


  Die Eigenschaft, die BlooP definierte, war die Begrenztheit seiner Schleifen. Und wenn wir nun diese Bedingung für Schleifen fallen lassen und eine zweite Sprache namens „FlooP“ („F“ für „frei“) ersinnen? FlooP wird mit BlooP identisch sein — mit einer Ausnahme: Wir können sowohl Schleifen ohne Obergrenze wie solche mit einer Grenze haben (wenn auch der einzige Grund, warum man eine solche Obergrenze bei der Niederschrift einer Schleifen-Aussage In FlooP erwähnte, die Eleganz wäre). Diese neuen Schleifen werden wir MU-SCHLEIFEN nennen. Damit folgen wir der Konvention der mathematischen Logik, in der „freie“ Suchaktionen (d. h. solche ohne Grenzen) im allgemeinen durch ein Symbol angezeigt werden, das man „µ-Operator“ (mu-Operator) nennt. Schleifen-Aussagen in FlooP können also folgendermaßen aussehen:
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        BLOCK n: ANFANG
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        BLOCK n: ENDE.

      
    

  


  Diese Eigenschaft wird uns gestatten, Tests in FlooP für Eigenschaften wie Wundersamkeit oder Schildkröten-Eigenschaft niederzuschreiben — Tests, die wir in BlooP wegen der potentiellen Offenheit bei der nötigen Suchaktion nicht zu programmieren wußten. Ich überlasse es dem interessierten Leser, einen FlooP-Test für Wundersamkeit abzufassen, der das Folgende leistet:


  
    
      	
        1)

      

      	
        Wenn sein Input, N, wundersam ist, dann stoppt das Programm und gibt die Antwort JA.

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        Wenn N nicht wundersam ist, aber einen geschlossenen Zyklus erzeugt, der nicht 1 4-2-1-4-2-1-... ist, stoppt das Programm und gibt die Antwort NEIN.

      
    


    
      	
        3)

      

      	
        Wenn N nicht wundersam ist und eine „endlos reduplizierte Progression“ erzeugt, stoppt das Programm nie. Das ist FlooPs Art zu antworten, ohne zu antworten. FlooPs Nicht-Antwort hat eine merkwürdige Ähnlichkeit mit Jōshūs Nicht-Antwort „MU“.

      
    

  


  Die Ironie von Fall 3 ist die, daß OUTPUT immer den Wert NEIN hat, aber immer unerreichbar bleibt, da das Programm ja immer weiterläuft. Diese lästige dritte Möglichkeit ist der Preis, den wir für das Recht zahlen müssen, freie Schleifen niederzuschreiben. In allen FlooP-Programmen, die die MU-SCHLEIFEN Option enthalten, wird eine theoretische Alternative immer die der Nicht-Beendbarkeit sein. Natürlich gibt es viele FlooP-Programme, die tatsächlich für alle möglichen Input-Werte ein Ende finden. Wie ich bereits erwähnt habe, vermuten z. B. die meisten, die Wundersamkeit erforscht haben, daß ein FlooP-Programm wie das oben vorgeschlagene immer ein Ende finden wird, und überdies in jedem Fall mit der Antwort JA.


  FlooP-Programme mit und ohne Ende


  Es wäre wohl äußerst wünschenswert, die FlooP-Prozeduren in zwei Klassen einzuteilen: endende und nicht-endende. Eine endende Prozedur kommt trotz der „MU-heit“ ihrer Schleifen schließlich zu einem Halt, was immer der Input sein mag. Eine nichtendende Prozedur geht immer weiter, für mindestens eine Wahl des Inputs. Wenn wir durch eine komplizierte Prüfung bestimmen können, zu welcher Klasse ein FlooP-Programm gehört, hätte das erstaunliche Folgen, wie wir bald sehen werden. Ich brauche nicht zu sagen, daß die Operation der Überprüfung der Klasse selbst eine endende Operation sein muß — sonst wäre nichts gewonnen!


  Turings Tricks


  Es könnte uns einfallen, diese Inspektion einer BlooP-Prozedur zu übertragen. BlooP-Prozeduren jedoch können nur mit Zahlen, nicht aber mit Programmen gespeist werden. Das können wir aber umgehen ... indem wir Programme in Zahlen codieren! Dieser schlaue Trick ist einfach eine Gödelisierung in einer anderen ihrer vielfältigen Erscheinungsweisen. Geben wir den 56 Zeichen des FlooP-Alphabets die „Codons“ 901, 902, ... 956, so erhält jedes FlooP-Programm eine sehr lange Gödel-Nummer. Zum Beispiel erhielte die kürzeste BlooP-Funktion (die auch ein endendes FlooP-Programm ist)


  PROZEDURDEFINITION „A“ [B]:


  BLOCK 0: ANFANG


  BLOCK 0: ENDE


  die nachstehend teilweise abgedruckte Gödel-Nummer:


  
    
      	
        916,

      

      	
        918,

      

      	
        915,

      

      	
        926,

      

      	
        905,

      

      	
        904,

      

      	
        921,

      

      	
        918,

      

      	
        .....

      

      	
        905,

      

      	
        914,

      

      	
        904,

      

      	
        905,

      

      	
        955

      
    


    
      	
        P

      

      	
        R

      

      	
        O

      

      	
        Z

      

      	
        E

      

      	
        D

      

      	
        U

      

      	
        R

      

      	
        .....

      

      	
        E

      

      	
        N

      

      	
        D

      

      	
        E

      

      	
        .

      
    

  


  Nun ist unser Plan der, einen BlooP-Test namens ENDEND? zu schreiben, der JA sagt, wenn seine Input-Zahl ein endendes FlooP-Programm codiert, und wenn nicht, NEIN. So könnten wir die Aufgabe einer Maschine übertragen und, wenn wir Glück haben, die Endenden von den Nicht-Endenden unterscheiden. Indessen zeigt ein von Alan Turing vorgebrachtes geistreiches Argument, daß kein BlooP-Programm diese Unterscheidung unfehlbar treffen kann. Im Grunde ist der Trick fast der gleiche wie der von Gödel, und deshalb eng mit Cantors Diagonaltrick verwandt. Wir werden ihn hier nicht vorführen; es genügt, wenn wir sagen, daß der Grundgedanke der ist, dem Endend?-Tester seine eigene Gödel-Nummer einzugeben. Das ist gar nicht so einfach, denn es entspricht dem Versuch, einen ganzen Satz innerhalb seiner selbst zu zitieren. Man muß das Zitat zitieren usw.; das führt anscheinend zu einem unendlichen Regreß. Turing jedoch fand einen Trick, um einem Programm seine eigene Gödel-Nummer einzuspeisen. Eine Lösung desselben Problems in einem anderen Zusammenhang werden wir im nächsten Kapitel geben. Im vorliegenden Kapitel werden wir einen anderen Weg zum gleichen Ziel einschlagen, nämlich zu dem Beweis, daß ein Endend?-Tester unmöglich ist. Lesern, die eine elegante und einfache Darstellung von Turings Ansatz wünschen, empfehle ich den Artikel von Hoare und Allison, „Incomputability“, in: Computing Surveys Nr. 4, September 1972.


  Ein Endend?-Tester wäre Zauberei


  Bevor wir diese Vorstellung demolieren, wollen wir darlegen, warum ein Endend?-Tester eine so bemerkenswerte Angelegenheit wäre. In einem gewissen Sinn wäre das, als besäße man eine magische Wünschelrute, die alle zahlentheoretischen Probleme mit einer einzigen FluuT wegschwemmen könnte. Nehmen wir zum Beispiel an, wir wollten wissen, ob die Goldbach-Variation eine wahre Vermutung ist oder nicht. Das heißt: haben alle Zahlen die Schildkröten-Eigenschaft? Wir würden damit beginnen, einen FlooP-Test namens SCHILDKRÖTE? niederzuschreiben, der prüft, ob sein Input die Schildkröten-Eigenschaft aufweist. Nun verwandelt sich der Mangel dieser Prozedur — nämlich daß sie nicht zu Ende geht, wenn die Schildkröten-Eigenschaft fehlt hier in eine Tugend! Denn jetzt lassen wir den Endend?-Tester mit der Prozedur SCHILDKRÖTE? laufen. Wenn dabei JA herauskommt, so bedeutet das, daß SCHILDKRÖTE? für alle Input-Werte abbricht — in anderen Worten, alle Zahlen haben die Schildkröten-Eigenschaft. Wenn NEIN herauskommt, dann wissen wir, daß es eine Zahl gibt, die die Achilles-Eigenschaft besitzt. Eine gewisse Ironie liegt darin, daß wir vom Programm SCHILDKRÖTE? keinen Gebrauch machen — wir inspizieren es nur.


  Die Vorstellung, ein zahlentheoretisches Problem zu lösen, indem man es in eine Zahl codiert und dann einen Endend?-Tester über das Programm schwingt, ist nicht ganz unähnlich der Idee, einen Kōan auf seine Echtheit zu prüfen, indem man ihn in einen gefalteten Faden codiert und dann einen Test für Buddha-Natur statt dessen auf dem Faden ausführt. Wie Achilles vorschlug, liegt vielleicht die gewünschte Information in der einen Repräsentation „näher an der Oberfläche“ als in einer anderen.


  Pool F, Indexzahlen und Grüne Programme


  Nun, genug der Tagträume! Wie können wir beweisen, daß der Endend?-Tester unmöglich ist? Den Ausgangspunkt unserer Beweisführung wird der Versuch bilden, das Diagonalverfahren auf FlooP anzuwenden — genau wie wir es für BlooP taten. Wir werden sehen, daß zwischen den beiden Fällen subtile, aber wichtige Unterschiede bestehen.


  Wie im Fall von BlooP wollen wir uns den Vorrat aller FlooP-Programme vorstellen. Wir werden ihn den „Pool F“ nennen. Dann führen wir dieselben Filteroperationen durch, so daß wir schließlich erhalten:


  Einen vollständigen Vorrat aller aufruflosen FlooP-Programme, die Funktionen mit genau einem Input-Parameter berechnen.


  Nennen wir diese speziellen FlooP-Programme Grüne Programme (da sie immer weiterfahren können).


  Wie wir nun alle Blauen Programme mit einer Indexzahl versahen, so können wir es auch mit den Grünen Programmen tun, indem wir sie in einem Katalog anordnen, bei dem jeder Band alle Grünen Programme einer festen Länge in alphabetischer Reihenfolge enthält.


  Bis zu diesem Punkt bringt der Übergang von BlooP zu FlooP keine Komplikationen mit sich. Nun wollen wir aber sehen, ob sich auch der letzte Teil übertragen läßt, nämlich der Diagonaltrick. Was geschieht beim Versuch, eine Diagonalfunktion zu definieren?


  Gründiag [N] = 1 + Grünprogramm {Nr. N} [N]


  Plötzlich taucht ein Hindernis auf: diese Funktion Gründiag [N] hat vielleicht nicht für alle Input-Werte N einen wohldefinierten Output-Wert. Das rührt einfach daher, daß wir die nicht-endenden Programme im F-Vorrat nicht ausgesiebt haben, und deshalb haben wir keine Garantie, daß wir Gründiag [N] für alle Werte von N berechnen können. Manchmal können wir uns auf Berechnungen einlassen, die nie ein Ende finden. Und in solchen Fällen läßt sich die Diagonalmethode nicht anwenden, denn das hängt davon ab, ob die Diagonalfunktion für alle möglichen Inputs einen Wert besitzt.


  Der Endend?-Tester gibt uns Rote Programme


  Um dem abzuhelfen, müßten wir uns eines Endend?-Testers bedienen, wenn es einen gäbe. Führen wir also mit Bedacht die auf wackligen Füßen stehende Annahme ein, daß es einen gibt, und verwenden wir ihn als unseren vierten Filter. Wir folgen der Liste der Grünen Programme und merzen, einen nach dem anderen, alle Nicht-Endenden aus, so daß uns schließlich übrigbleibt:


  Ein vollständiger Vorrat aller aufruflosen FlooP-Programme, die Funktionen mit genau einem Input-Parameter berechnen und die bei allen Input-Werten ein Ende finden.


  Nennen wir diese speziellen FlooP-Programme Rote Programme (da sie alle stoppen müssen). Jetzt läßt sich das Diagonal-Argument anwenden. Wir definieren:


  Rotdiag [N] = 1 + Rotprogramm {Nr. N} [N]


  und genau wie bei Blaudiag kommen wir zu dem Schluß, daß Rotdiag [N] eine wohldefinierte, berechenbare Funktion einer Variablen ist, die nicht im Katalog der Roten Programme steht und sich sogar in der leistungsfähigen Sprache FlooP nicht berechnen läßt. Vielleicht ist es an der Zeit, zu GlooP überzugehen?


  GlooP ...


  Ja — aber was ist GlooP? Wenn FlooP ein entfesseltes BlooP ist, dann muß GlooP ein entfesseltes FlooP sein. Wie kann man aber die Fesseln zweimal ablegen? Wie eine Sprache herstellen, deren Kraft die von FlooP übersteigt? Mit Rotdiag haben wir eine Funktion gefunden, deren Wert wir Menschen berechnen können — die Methode, wie das zu geschehen hat, wurde explizit in deutscher Sprache beschrieben —, die aber anscheinend in der Sprache FlooP nicht programmiert werden kann. Dies ist ein ernstzunehmendes Dilemma, weil noch nie jemand eine leistungsfähigere Computersprache als FlooP entdeckt hat.


  Man hat sorgfältige Untersuchungen über die Leistungsfähigkeit von Computersprachen durchgeführt. Wir brauchen das nicht selbst zu tun, wir notieren lediglich, daß es eine riesige Klasse von Computersprachen gibt, von denen sich beweisen läßt, daß sie genau die gleiche Aussagekraft haben wie FlooP, und zwar in diesem Sinn: Jede Berechnung, die in irgendeiner dieser Sprachen programmiert werden kann, kann in allen programmiert werden. Das kuriose dabei ist, daß fast jeder vernünftige Versuch, eine Computersprache zu entwerfen, damit endet, daß man ein Mitglied dieser Klasse erzeugt, was bedeutet: eine Sprache von gleicher Leistungsfähigkeit wie FlooP. Es braucht einige Mühe, eine einigermaßen interessante Computersprache zu erfinden, die schwächer ist als die dieser Klasse. Ein Beispiel einer schwächeren Sprache ist natürlich BlooP, aber es ist eher die Ausnahme als die Regel. Entscheidend ist, daß es verschiedene ganz und gar natürliche Methoden gibt, um algorithmische Sprachen zu erfinden, und verschiedene Menschen, die verschiedene Wege einschlagen, kommen üblicherweise zur Erzeugung gleichwertiger Sprachen, wobei der einzige Unterschied im Stil liegt, nicht in der Leistungsfähigkeit.


  ... ist ein Mythos


  Tatsächlich ist der Glaube weit verbreitet, daß es zur Beschreibung von Berechnungen keine leistungsfähigere Sprache gebe als Sprachen, die gleichwertig mit FlooP sind. Diese Hypothese sprachen unabhängig voneinander zwei Forscher in den dreißiger Jahren aus: Alan Turing, auf den wir später zurückkommen werden, und Alonzo Church, einer der hervorragendsten Logiker unseres Jahrhunderts. Man nennt sie die Church-Turing-These. Wenn wir die CT-These akzeptieren, dann müssen wir schließen, daß „GlooP“ ein Mythos ist — in FlooP gibt es keine Einschränkungen, die es zu beseitigen gälte, keine Methode zur Steigerung der Leistungsfähigkeit durch „Entfesselung“, wie wir das mit BlooP taten.


  Das versetzt uns in die unangenehme Lage, behaupten zu müssen, daß ein Mensch Rotdiag [N] für jeden Wert von N berechnen kann, daß es aber keine Methode zur Programmierung eines Computers gibt. Denn wenn es überhaupt gemacht werden könnte, könnte es in FlooP getan werden — und auf Grund seiner Konstruktion kann es nicht in FlooP getan werden. So eigenartig ist diese Schlußfolgerung, daß sie uns veranlassen sollte, die Stützen, auf denen sie ruht, sehr sorgfältig zu prüfen. Und eine davon war, wie der Leser sich erinnern wird, unsere wacklige Annahme, daß es ein Entscheidungsverfahren gibt, das endende und nicht-endende FlooP-Programme zu unterscheiden vermag. Bereits die Vorstellung eines solchen Entscheidungsverfahrens schien verdächtig, als wir sahen, daß ihre Existenz es gestatten wird, alle Probleme der Zahlentheorie auf einheitliche Weise zu lösen. Nun haben wir doppelten Grund zu glauben, daß jeder Endend?-Test ein Mythos ist — daß es keine Methode gibt, FlooP-Programme in eine Zentrifuge zu werfen und die Endenden von den Nicht-Endenden zu trennen.


  Ein Skeptiker könnte behaupten, daß wir weit davon entfernt sind, einen strikten Beweis dafür gegeben zu haben, daß es keinen Endend?-Test gibt. Das ist ein gültiger Einwand; indessen zeigt Turings Ansatz noch zwingender, daß in einer Sprache der FlooP-Klasse kein Computerprogramm abgefaßt werden kann, das einen Endend?-Test bei allen FlooP-Programmen durchführen kann.


  Die Church-Turing-These


  Kommen wir noch einmal auf die Church-Turing-These zurück. Über sie und über Variationen von ihr werden wir in Kapitel XVII sehr ausführlich sprechen; im Augenblick wird es genügen, sie in einigen Versionen vorzuführen und eine Diskussion ihrer Vorteile und Ihrer Bedeutung bis dann zu verschieben. Hier also drei miteinander verwandte Arten, die CT-These zu formulieren:


  
    
      	
        1)

      

      	
        Was Menschen berechnen können, können Maschinen berechnen.

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        Was Maschinen berechnen können, kann mit FlooP berechnet werden.

      
    


    
      	
        3)

      

      	
        Was Menschen berechnen können, kann mit FlooP berechnet werden (d. h. allgemein oder partiell rekursiv).

      
    

  


  Terminologie: allgemein und partiell rekursiv


  Wir haben in diesem Kapitel eine ziemlich breit angelegte Übersicht über gewisse zahlentheoretische Begriffe und ihre Beziehungen zur Theorie berechenbarer Funktionen gegeben. Das ist ein weites und reiches Feld, eine anziehende Mischung zwischen Computerwissenschaft und moderner Mathematik. Wir sollten dieses Kapitel nicht beschließen, ohne die Standard-Terminologie für die Begriffe, mit denen wir uns beschäftigen, einzuführen.


  Wie bereits erwähnt, ist „BlooP-berechenbar“ gleichbedeutend mit „primitiv-rekursiv“. Nun können FlooP-berechenbare Funktionen in zwei Arten unterteilt werden: 1) diejenigen, die durch endende FlooP-Programme berechnet werden können: man nennt sie allgemein-rekursiv, und 2) diejenigen, die nur durch nicht-endende FlooP-Programme berechnet werden können: man nennt sie partiell rekursiv. (Das gleiche gilt für Prädikate.) Man sagt häufig „rekursiv“, wenn man „allgemein-rekursiv“ meint.


  Die Leistungsfähigkeit von TNT


  Interessant ist, daß TNT so leistungsfähig ist, daß in ihm nicht nur alle primitiv-rekursiven Prädikate repräsentiert sind, sondern darüber hinaus alle allgemein-rekursiven Prädikate. Wir werden diese beiden Tatsachen nicht beweisen, da diese Beweise angesichts unseres Ziels, zu zeigen, daß TNT unvollständig ist, überflüssig sind. Wenn TNT nicht primitiv- oder allgemein-rekursive Prädikate repräsentieren könnte, dann wäre es auf uninteressante Weise unvollständig — wir könnten also genauso annehmen, daß es das kann, und dann zeigen, daß es auf interessante Weise unvollständig ist.


  Die „Air“ in G


  Herr Schildkröte und Achilles haben soeben die Führung durch eine Müsli-Fabrik beendet.


  Achilles: Sie haben nichts dagegen, wenn wir von etwas anderem sprechen, nicht wahr?


  Schildkröte: Bitte schön.


  Achilles: Also gut. Es betrifft einen obszönen Telefonanruf, den ich vor ein paar Tagen erhielt.


  Schildkröte: Klingt interessant.


  Achilles: Ja. Nun — das Problem lag darin, daß der Anrufer unzusammenhängend redete, jedenfalls soweit ich ihn verstand. Er schrie etwas in den Apparat und legte dann auf — oder vielmehr, wie ich mich jetzt erinnere, er schrie etwas, wiederholte es, und legte dann auf.


  'Schildkröte: Haben Sie verstanden, was er schrie?


  Achilles: Nun, der ganze Anruf verlief wie folgt:


  Ich: Hallo?


  Anrufer (wild schreiend): Ergibt eine Unwahrheit, wenn sein Zitat vorausgeht! Ergibt eine Unwahrheit, wenn sein Zitat vorausgeht!


  (Klick.)


  Schildkröte: Höchst ungewöhnlich, bei einem obszönen Anruf so etwas zu sagen.


  Achilles: Genau so kam es mir auch vor.


  Schildkröte: Vielleicht lag doch irgendein Sinn in dieser anscheinenden Verrücktheit.


  Achilles: Vielleicht.


  (Sie betreten einen geräumigen, von drei hübschen dreistöckigen Steinhäusern eingerahmten Innenhof. In der Mitte steht eine Palme, auf der einen Seite ein Turm. In der Nähe des Turms befindet sich eine Treppe, auf der ein Knabe sitzt, der mit einer aus einem Fenster schauenden jungen Frau spricht.)


  Schildkröte: Wohin führen Sie mich, Achilles?


  Achilles: Ich würde Ihnen gerne die schöne Aussicht von der Turmspitze zeigen.


  Schildkröte: Oh, wie nett.


  (Sie nähern sich dem Jungen, der sie neugierig beobachtet und dann etwas zu der Frau sagt — beide kichern. Anstatt die Treppe mit dem Jungen hinaufzugehen, wenden sich Achilles und Herr S. nach links und hasten ein paar Stufen hinunter, die zu einer kleinen hölzernen Tür führen.)


  Achilles: Wir können einfach hier 'reingehen. Folgen Sie mir.


  (Achilles öffnet die Tür. Sie treten ein und machen sich daran, die steile Wendeltreppe im Inneren des Turms emporzusteigen.)


  


  [image: Abb. 74.]


  Abb. 74. Oben und Unten, von M. C. Escher (Lithographie, 1947).


  Schildkröte (etwas keuchend): Für diese Art sportlicher Betätigung bin ich nicht ganz in Form, Achilles. Wie weit geht's noch?


  Achilles: Noch ein paar Absätze — aber ich habe eine Idee. Anstatt auf dieser Seite der Treppe hinaufzugehen — warum gehen Sie nicht auf der unteren Seite?


  Schildkröte: Wie soll ich denn das tun?


  Achilles: Halten Sie sich einfach ganz fest, und klettern Sie unten herum, es ist genügend Platz für Sie. Sie werden sehen, daß die Stufen von unten wie von oben brauchbar sind.


  Schildkröte (bewegt sich vorsichtig): Ist es so richtig?


  Achilles: Sie haben's kapiert.


  Schildkröte (mit etwas gedämpfter Stimme): Dieses kleine Manöver hat mich aber verwirrt! Soll ich jetzt nach oben oder nach unten gehen?


  Achilles: Gehen Sie in der gleichen Richtung wie vorher weiter. Auf Ihrer Seite der Treppe bedeutet das HINUNTER, auf der meinen HINAUF.


  Schildkröte: Sie wollen mir doch nicht etwa sagen, daß ich auf die Spitze des Turms gelangen kann, indem ich hinuntersteige, oder?


  Achilles: Ich weiß nicht, aber es funktioniert ...


  (Und so beginnen sie, sich synchron spiralförmig zu bewegen, wobei sich Achilles immer auf der einen, Theo S. immer auf der anderen bewegt. Bald erreichen sie das Ende der Treppe.)


  Nun machen Sie ihr Manöver wieder rückgängig, Herr Schildkröte. Hier — ich helfe Ihnen.


  (Er streckt seinen Arm aus und zieht Herrn Schildkröte wieder auf die andere Seite der Treppe hinauf.)


  Schildkröte: Danke, so 'rum ging es ein bißchen leichter.


  (Sie betreten das Dach und schauen auf die Stadt hinunter.)


  Schildkröte: Welch schöne Aussicht, Achilles! Es freut mich, daß Sie mich hier herauf — oder vielmehr HERUNTER gebracht haben.


  Achilles: Ich dachte schon, daß Ihnen das gefallen würde.


  Schildkröte: Ich habe über den obszönen Telefonanruf nachgedacht. Ich glaube, ich verstehe ihn jetzt ein bißchen besser.


  Achilles: Tatsächlich? Würden Sie mir etwas darüber sagen?


  Schildkröte: Mit Vergnügen. Haben Sie vielleicht auch wie ich das Gefühl, daß die Wendung „Wenn sein Zitat vorausgeht“ eine leicht fesselnde Qualität an sich hat?


  Achilles: Leicht, ja — äußerst leicht.


  Schildkröte: Können Sie sich etwas vorstellen, dem sein eigenes Zitat vorausgeht?


  Achilles: Nun, ich könnte mir ein Bild des Vorsitzenden Mao denken, wie er einen Bankettsaal betritt, in dem bereits eine riesige Fahne mit einigen seiner eigenen Sprüche darauf hängt. Das also wäre der Vorsitzende Mao, dem seine eigenen Zitate vorausgegangen sind.


  Schildkröte: Ein äußerst phantasievolles Beispiel. Aber nehmen wir an, wir beschränken das Wort „vorausgehen“ auf die Vorstellung von Vorausgehen in einem gedruckten Text, und nicht auf den zeremoniellen Eintritt in eine Banketthalle.


  Achilles: Gut. Aber was genau verstehen Sie hier unter „Zitat“?


  Schildkröte: Wenn man über ein Wort oder einen Satz spricht, pflegt man es oder ihn in Anführungszeichen zu zitieren. Zum Beispiel kann ich sagen:


  Das Wort „Philosoph“ hat fünf Buchstaben.


  Hier zitiere ich „Philosoph“ in Anführungszeichen, um zu zeigen, daß ich von dem Wort „Philosoph“ spreche und nicht von einem Philosophen aus Fleisch und Blut. Man nennt das den Unterschied zwischen GEBRAUCH und ERWÄHNUNG.


  Achilles: Hm?


  Schildkröte: Lassen Sie mich erklären. Nehmen wir an, ich sagte zu Ihnen:


  Philosophen scheffeln das Geld nur so.


  Hier GEBRAUCHE ich das Wort, um in der Vorstellung ein Bild von einem Weisen mit zwinkernden Augen und prallem Geldbeutel heraufzubeschwören. Wenn ich aber dieses oder ein anderes Wort in Anführungszeichen setze, nehme ich seinen Sinn und seine Assoziationen heraus, und übrig bleiben nur ein paar Striche auf dem Papier, oder einige Töne. Das nennt man ERWÄHNUNG. Außer seinen typographischen Aspekten ist an diesem Wort nichts wichtig — jegliche Bedeutung, die es haben könnte, wird ignoriert.


  Achilles: Das erinnert mich an eine Geige, die als Fliegenklatsche gebraucht wird. Oder sollte ich sagen „erwähnt“? Nichts an der Geige zählt außer ihrer Stabilität — jegliche Bedeutung oder Funktion, die sie haben könnte, wird ignoriert. Übrigens fällt mir gerade ein: die Fliege, vermute ich, wird auf die gleiche Art behandelt.


  Schildkröte: Das sind verständliche, wenn auch etwas unorthodoxe Erweiterungen der Unterscheidung zwischen Gebrauch und Erwähnung. Jetzt aber will ich Sie bitten, sich etwas auszudenken, dem sein eigenes Zitat vorausgeht.


  Achilles: In Ordnung. Wäre das richtig:


  „KNORKE“ KNORKE


  Schildkröte: Gut. Versuchen Sie was anderes.


  Achilles: In Ordnung.


  „,PLOP‘ IST NICHT DER TITEL EINES BUCHS, SOVIEL ICH WEISS“

  ,PLOP‘ IST NICHT DER TITEL EINES BUCHS, SOVIEL ICH WEISS.


  Schildkröte: Das kann jetzt in ein recht interessantes Beispiel umgewandelt werden, indem man einfach das ,Plop` fallen läßt.


  Achilles: Tatsächlich? Lassen Sie mich sehen, was Sie meinen. Es wird daraus:


  „IST NICHT DER TITEL EINES BUCHS, SOVIEL ICH WEISS“

  IST NICHT DER TITEL EINES BUCHS, SOVIEL ICH WEISS.


  Schildkröte: Sehen Sie, Sie haben einen Satz gebildet.


  Achilles: Tatsächlich! Es ist ein Satz über den Ausdruck „ist nicht der Titel eines Buchs, soviel ich weiß“ und obendrein ein ganz närrischer.


  Schildkröte: Warum närrisch?


  Achilles: Weil er so nichtssagend ist. Hier ein weiteres Beispiel:


  „SIND HALT JUNGS“ SIND HALT JUNGS


  Nun, was soll denn das bedeuten? Ehrlich, was für ein närrisches Spiel!


  Schildkröte: Nicht in meinen Augen. Ich sehe das als ganz ernst an. Tatsächlich ist die Operation, einem Ausdruck sein eigenes Zitat vorausgehen zu lassen, von so großer Wichtigkeit, daß ich ihr einen Nahmen geben möchte.


  Achilles: Einen Namen? Mit welchem Namen wollen Sie diese närrische Operation denn beehren?


  Schildkröte: Ich glaube, ich nenne „das Quinieren eines Satzes“ das Quinieren eines Satzes.


  Achilles: Quinieren? Was ist denn das für ein Wort?


  Schildkröte: Ein Wort mit neun Buchstaben, wenn ich mich nicht täusche.


  Achilles: Worauf ich hinauswollte: Warum nahmen Sie gerade diese neun Buchstaben in gerade dieser Reihenfolge?


  Schildkröte: Oh, jetzt verstehe ich, was Sie meinten, als Sie fragten: „Was für ein Wort ist das?“ Die Antwort lautet, daß ein Philosoph namens „Willard van Orman Quine“ diese Operation erfand, also benenne ich Sie ihm zu Ehren. Ich kann jedoch in meiner Erklärung nicht weiter gehen; warum sich sein Name aus gerade diesen besonderen Buchstaben zusammensetzt, geschweige denn, warum sie in dieser besonderen Reihenfolge auftreten, ist eine Frage, auf die ich keine Antwort zur Hand habe. Ich bin aber gerne bereit ...


  Achilles: Bitte machen Sie sich keine Mühe. Ich wollte wirklich nicht alles über den Namen Quine wissen. Auf jeden Fall habe ich jetzt begriffen, wie man einen Ausdruck quiniert. Es ist ganz amüsant. Hier ein quinierter Satz:


  „IST EIN SATZFRAGMENT“ IST EIN SATZFRAGMENT.


  Es ist, närrisch, aber Spaß macht es mir trotzdem. Man nimmt ein Satzfragment, quiniert es und ruck-zuck hat man einen Satz gebildet! In diesem Fall einen wahren Satz.


  Schildkröte: Und wenn man nun den Ausdruck „ist ein König ohne Subjekt“ quinierte?


  Achilles: Ein König ohne Subjekt wäre -


  Schildkröte: — eine Anomalität, natürlich. Bleiben wir bei der Sache. Könige kommen später dran, erstmal zur Quinie -


  Achilles: Soll ich also den Ausdruck quinieren, ja? Nun gut:


  „IST EIN KÖNIG OHNE SUBJEKT“ IST EIN KÖNIG OHNE SUBJEKT.


  Es scheint mir, daß es sinnvoller wäre, wenn ich statt König „Satz“ sagte. Nun gut, geben Sie mir noch ein Beispiel!


  Schildkröte: Nun gut, noch ein letztes. Versuchen Sie das: „ERGIBT, WENN QUINIERT, DAS LIEBESLIED EINER SCHILDKRÖTE.“


  Achilles: Das sollte leicht sein ... Ich würde sagen, daß die Quinierung ergibt:


  „ERGIBT, WENN QUINIERT, DAS LIEBESLIED EINER SCHILDKRÖTE.“

  ERGIBT, WENN QUINIERT, DAS LIEBESLIED EINER SCHILDKRÖTE..


  Hm. Irgendwas ist ein bißchen sonderbar hier. Aha, jetzt sehe ich es! Der Satz spricht über sich selbst! Sehen Sie das?


  Schildkröte: Wie meinen Sie das? Sätze können nicht sprechen!


  Achilles: Nein, aber Sie BEZIEHEN sich auf Dinge — und dieser Satz bezieht sich unmittelbar — unzweideutig — unmißverständlich auf genau den Satz, der er ist. Man braucht sich bloß daran erinnern, worum es beim Quinieren geht.


  Schildkröte: Ich sehe nicht, daß er etwas über sich selbst sagt. Wo sagt er denn „mich“ oder„dieser Satz“ oder etwas ähnliches?


  Achilles: Sie sind absichtlich schwer von Begriff. Die Schönheit liegt doch gerade darin: Er spricht über sich selbst, ohne das in aller Öffentlichkeit verkünden zu müssen.


  Schildkröte: Ich bin ja so einfältig. Könnten Sie mir das alles nicht deutlich erklären?


  Achilles: Oh, so ein Ungläubiger Theo ... Nehmen wir an, ich bilde einen Satz — ich nenne ihn „Satz P“ — mit einer Lücke darin.


  Schildkröte: Zum Beispiel ...?


  Achilles: Zum Beispiel:


  „_____________“, ERGIBT, WENN QUINIERT, DAS LIEBESLIED EINER SCHILDKRÖTE.


  Nun hängt der Gegenstand von Satz P davon ab, wie man die Lücke ausfüllt. Hat man sich aber einmal entschieden, wie man das tun will, dann steht der Gegenstand fest: Es ist der Ausdruck, den man erhält, wenn man die Lücke QUINIERT. Nennen wir das „Satz 0“, da er durch Quinierung gewonnen wurde.


  Schildkröte: Das leuchtet ein. Wenn der in die Lücke einzufügende Ausdruck lautete: „Steht auf alten Senftöpfen, um sie frisch zu halten“, dann müßte Satz Q lauten:


  „STEHT AUF ALTEN SENFTÖPFEN, UM SIE FRISCH ZU HALTEN“

  STEHT AUF ALTEN SENFTÖPFEN, UM SIE FRISCH ZU HALTEN.


  Achilles: Richtig. Satz P behauptet (ob das allerdings wahr ist oder nicht, weiß ich nicht), daß Satz Q das Liebeslied einer Schildkröte ist. Auf jeden Fall spricht hier Satz P nicht über sich selbst, sondern vielmehr über Satz Q. Sind wir uns darin einig?


  Schildkröte: Meinetwegen, seien wir uns darin einig — und was für ein schönes Lied das übrigens ist.


  Achilles: Ich möchte jetzt aber eine andere Wahl für die Ausfüllung der Lücke treffen, nämlich


  „ERGIBT, WENN QUINIERT, DAS LIEBESLIED EINER SCHILDKRÖTE.“


  Schildkröte: Oh Gott, Sie geraten hier in gewisse Schwierigkeiten. Hoffentlich ist das alles nicht zu hoch für meinen bescheidenen Geist.


  Achilles: Keine Angst, Sie werden's sicherlich kapieren. Dank dieser Wahl wird nun Satz Q ...


  „ERGIBT, WENN QUINIERT, DAS LIEBESLIED EINER SCHILDKRÖTE”


  ERGIBT, WENN QUINIERT, DAS LIEBESLIED EINER SCHILDKRÖTE..


  Schildkröte: Oh, Sie listiger alter Krieger, Sie, jetzt kapier' ich's. Jetzt ist Satz Q genau der gleiche wie Satz P.


  Achilles: Und da Satz Q immer das Thema von Satz P ist, ergibt sich eine Schleife, und so weist P jetzt auf sich selbst zurück. Sie sehen aber, daß diese Selbstbezüglichkeit eine Art Zufall ist. Im allgemeinen sind die Sätze Q und P einander vollkommen unähnlich; aber wenn Sie die richtige Wahl für die Lücke in Satz P treffen, führt das Quinieren diesen magischen Trick für Sie aus.


  Schildkröte: Oh, wie klug. Daß ich nicht von selbst darauf gekommen bin. Nun sagen Sie mir: Ist der folgende Satz selbstbezüglich?


  „IST AUS FÜNF WÖRTERN ZUSAMMENGESETZT“

  IST AUS FÜNF WÖRTERN ZUSAMMENGESETZT.


  Achilles: Hmm ..., ich weiß nicht so recht. Der Satz, den Sie soeben vorlegten, ist eigentlich nicht über sich selbst, sondern vielmehr über den Ausdruck „Ist aus fünf Wörtern zusammengesetzt“, wenn auch natürlich dieser Ausdruck TEIL des Satzes ist.


  Schildkröte: So bezieht sich also der Satz zu einem gewissen Teil auf sich selbst — also?


  Achilles: Nun, wäre das nicht auch Selbstbezüglichkeit?


  Schildkröte: In meinen Augen ist das noch lange nicht wirkliche Selbstbezüglichkeit. Aber sorgen Sie sich nicht allzusehr um diese verzwickte Angelegenheit. Sie werden später noch genügend Zeit dafür haben.


  Achilles: Werd' ich das?


  Schildkröte: Ja, Sie werden. Aber warum versuchen Sie hier und jetzt nicht, den Satz „Ergibt eine Unwahrheit, wenn sein Zitat vorausgeht“ zu quinieren?


  Achilles: Ich sehe, worauf Sie hinauswollen — diesen alten obszönen Telefonanruf. Wenn man ihn quiniert, erhält man:


  „ERGIBT EINE UNWAHRHEIT, WENN SEIN ZITAT VORAUSGEHT“


  ERGIBT EINE UNWAHRHEIT, WENN SEIN ZITAT VORAUSGEHT.


  Das ist es also, was der Anrufer sagte! Ich konnte bloß nicht merken, wo die Anführungszeichen waren, als er sprach. Das ist mit Sicherheit eine obszöne Bemerkung! Man müßte Leute wegen solcher Äußerungen ins Gefängnis stecken!


  Schildkröte: Warum denn um Himmels willen?


  Achilles: Ich habe einfach ein sehr unangenehmes Gefühl dabei. Ich kann mir im Gegensatz zu den früheren Beispielen nicht darüber klar werden, ob es sich um eine wahre oder um eine unwahre Aussage handelt, und je mehr ich darüber nachdenke, desto weniger kann ich es entwirren. Alles dreht sich in meinem Kopf. Was für ein verrückter Geist mag so etwas erfinden, um unschuldige Leute mitten in der Nacht damit zu quälen?


  Schildkröte: Ich frage mich ... Nun gut, sollen wir jetzt hinuntergehen?


  Achilles: Wir brauchen gar nicht hinunterzugehen — wir befinden uns bereits im Erdgeschoß. Gehen wir wieder hinein — Sie werden sehen. (Sie betreten den Turm und gelangen zu einer kleinen hölzernen Tür.) Wir können gleich hier hinausgehen. Folgen Sie mir!


  Schildkröte: Sind Sie sicher? Ich will nicht drei Stockwerke hinunterfallen und meinen Panzer zerbrechen.


  Achilles: Glauben Sie, ich halte Sie zum Narren?


  (Und er öffnet die Tür. Vor ihnen sitzt ganz offensichtlich derselbe Knabe, der sich mit derselben jungen Frau unterhält. Achilles und Herr S. gehen anscheinend dieselben Stufen hinauf, die sie heruntergegangen waren, um den Turm zu betreten, und befinden sich anscheinend im selben Innenhof, den sie zuerst betraten.)


  Ich danke Ihnen, Theo, für die luzide Erklärung des obszönen Anrufs.


  Schildkröte: Ich danke Ihnen, Achilles, für den angenehmen Spaziergang. Hoffentlich sehen wir uns bald wieder.


  KAPITEL XIV


  Über formal unentscheidbare

  Sätze von TNT und verwandtenSystemen 1


  Die zwei Ideen der „Auster“


  DER TITEL DIESES KAPITELS ist eine Paraphrase des Titels von Gödels berühmter Abhandlung aus dem Jahr 1931, wobei „Principia Mathematica“ durch „TNT“ ersetzt wurde. Gödels Arbeit war streng wissenschaftlicher Art und konzentrierte sich darauf, seinen Beweis wasserdicht und lückenlos zu machen. Dieses Kapitel aber wird intuitiv sein; ich möchte die zwei Schlüsselideen betonen, die den Kern des Beweises ausmachen. Die erste ist die weitreichende Entdeckung, daß es TNT-Ketten gibt, die sich so interpretieren lassen, daß sie etwas über andere TNT-Aussagen behaupten, kurz, daß TNT, als Sprache, der „Introspektion“ oder der Selbstprüfung fähig ist. Das ist ein Ergebnis der Gödelisierung. Die zweite Schlüsselidee ist die, daß die Fähigkeit zur Selbstprüfung vollständig in einer einzigen Kette konzentriert werden kann, so daß der einzige Brennpunkt des Interesses der Kette sie selbst ist. Dieser „Brennpunkttrick“ geht im wesentlichen auf Cantors Diagonalmethode zurück.


  Will man Gödels Beweis in seiner ganzen Tiefe verstehen, so muß man sich meiner Meinung nach darüber im klaren sein, daß er im wesentlichen aus der Verschmelzung dieser beiden Hauptideen besteht. Beides sind Meisterstücke, sie zusammenzufügen war ein Geniestreich. Müßte ich indessen entscheiden, welche der beiden Schlüsselideen die tiefschürfendere ist, so würde ich ohne Zögern die erste wählen, also die der Gödelisierung, denn diese Idee hängt mit all den Vorstellungen von dem zusammen, was Bedeutung und Bezüglichkeit in symbolmanipulierenden Systemen sind. Das ist eine Idee, die weit über die Grenzen der mathematischen Logik hinausführt, während Cantors Trick, so reich seine mathematischen Folgen sind, wenn überhaupt, wenig Beziehungen zu Dingen des wirklichen Lebens aufweist.


  Die erste Idee: Beweispaare


  Schreiten wir also ohne weitere Umstände zu der Erklärung des Beweises selbst. In Kapitel IX haben wir bereits eine recht sorgfältige Darstellung davon gegeben, worum es sich bei Gödels Isomorphie handelt. Wir werden nun einen mathematischen Begriff beschreiben, der es uns gestattet, Aussagen wie „die Kette 0=0 ist ein SATZ von TNT“ in eine zahlentheoretische Aussage zu übersetzen. Dazu brauchen wir den Begriff der Beweispaare. Ein Beweispaar ist ein Paar von natürlichen Zahlen, die auf eine besondere Weise miteinander verbunden sind, also:


  Zwei natürliche Zahlen, m und n, bilden ein TNT-Beweispaar, dann und nur dann, wenn m die Gödel-Nummer einer TNT-Ableitung ist, deren unterste Zeile die Kette mit der Gödel-Nummer n ist.


  Einen entsprechenden Begriff gibt es im Hinblick auf das MIU-System, und es ist aus Gründen der Anschaulichkeit leichter, diesen Fall zuerst zu betrachten. Lassen wir also für den Augenblick die TNT-Beweispaare auf sich beruhen und betrachten wir MIU-Beweispaare. Ihre Definition läuft der obigen parallel:


  Zwei natürliche Zahlen, m und n, bilden ein MIU-Beweispaar, dann und nur dann, wenn m die Gödel-Nummer einer Ableitung des MIU-Systems ist, deren unterste Zeile die Kette mit der Gödel-Nummer n ist.


  Betrachten wir ein paar Beispiele von MIU-Beweispaaren. Setzen wir zuerst m = 3131131111301, n = 301. Diese Werte von m und n bilden in der Tat ein MIU-Beweispaar, da m die Gödel-Nummer der folgenden MIU-Ableitung ist:


  
    
      	
        MI

      
    


    
      	
        MII

      
    


    
      	
        MIIII

      
    


    
      	
        MUI

      
    

  


  deren letzte Zeile MUI mit der Gödel-Nummer 301 ist, und das gleich n. Im Gegensatz dazu setzen wir m = 31311311130, und n = 30. Warum bilden diese zwei Werte kein MIU-Beweispaar? Um die Antwort zu erhalten, schreiben wir die angebliche Ableitung, die m codiert:


  
    
      	
        MI

      
    


    
      	
        MII

      
    


    
      	
        MIII

      
    


    
      	
        MU

      
    

  


  In dieser angeblichen Ableitung ist ein ungültiger Schritt! Der von der zweiten zur dritten Zeile: von MII zu MIII. Es gibt im MIU-System keine Folgerungsregel, die einen solchen typographischen Schritt gestattet. Entsprechend, und das ist von außerordentlicher Wichtigkeit, gibt es keine arithmetische Folgerungsregel, die von 311 zu 3111 führt. Betrachtet unter dem Gesichtspunkt unserer Ausführungen in Kapitel IX ist das vielleicht eine triviale Beobachtung. Aber sie ist das Kernstück der Gödel-Isomorphie. Was wir in einem beliebigen formalen System tun, findet seine Entsprechung in arithmetischen Manipulationen.


  Auf jeden Fall bilden die Werte m = 31311311130, n = 30 mit Sicherheit kein MIU-Beweispaar. Diese Tatsache als solche bedeutet nicht, daß 30 keine MIU-Zahl ist. Es könnte einen anderen Wert für m geben, der mit 30 ein MIU-Beweispaar bildet. (In Wirklichkeit wissen wir aus früherem folgerichtigem Denken, daß MU kein MIU-SATZ ist und daß deshalb überhaupt keine Zahl mit 30 ein MIU-Beweispaar bilden kann.)


  Und wie steht es nun mit TNT-Beweispaaren? Hier zwei parallele Beispiele — das eine einfach ein angebliches TNT-Beweispaar, das andere ein wirkliches TNT-Beweispaar. Können Sie feststellen, welches welches ist? (Hier tritt übrigens das „611"-Codon auf. Seine Aufgabe ist es, die Gödel-Nummern von aufeinanderfolgenden Zeilen in einer TNT-Ableitung zu trennen. In diesem Sinn dient „611“ als Trennungszeichen. Im MIU-System genügt die „3“ am Anfang aller Zeilen — es bedarf keiner gesonderten Interpunktion.)


  
    
      	
        1)

      

      	
        m = 626,262,636,223,123,262,111,666,611,223,123,666,111,666

      
    


    
      	

      	
        n = 123,666,111,666

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        m = 626,262,636,223,123,262,111,666,611,223,333,262,636,123,262,111,666

      
    


    
      	

      	
        n = 223,333,262,636,123,262,111,666

      
    

  


  Es ist ganz einfach festzustellen, welches die richtige ist, indem man einfach wieder in die alte Notation übersetzt und nachprüft,


  
    
      	
        1)

      

      	
        ob die angebliche Ableitung, in m codiert, tatsächlich eine zulässige Ableitung ist;

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        wenn ja, ob die letzte Zeile der Ableitung mit der Kette übereinstimmt, die von n codiert ist.

      
    

  


  Schritt 2 ist trivial , und auch Schritt 1 ist im folgenden Sinn unkompliziert: Es kommen keine Suchaktionen mit offenem Ende in Betracht, auch keine verborgenen endlosen Schleifen. Man erinnere sich der obigen Beispiele, im MIU-System, und ersetze im Geiste die Regeln für TNT durch die von MIU und die Axiome von TNT durch die des MIU-Systems. In beiden Fällen ist der Algorithmus derselbe. Ich will ihn deutlich machen:


  Man gehe die Zeilen der Ableitung eine nach der anderen hinunter.


  Man markiere diejenigen, die Axiome sind.


  Bei jeder Zeile, die kein Axiom ist, prüfen wir, ob sie auf Grund einer Schlußregel in der angeblichen Ableitung aus früheren Zeilen folgt.


  Wenn alle Nicht-Axiome gemäß der Schlußregeln aus früheren Zeilen folgen, dann hat man eine zulässige Ableitung; sonst ist sie unrichtig.


  In jedem Stadium gibt es eine klare Anzahl von zu erledigenden Aufgaben, und ihre Anzahl läßt sich ganz leicht im voraus bestimmen.


  Die Eigenschaft „Beweispaar“ ist primitiv rekursiv ...


  Warum ich die Tatsache betone, daß diese Schleifen begrenzt sind, hat seinen Grund darin — wie der Leser vielleicht schon gemerkt hat —, daß ich die Behauptung aufstellen will:


  GRUNDTATSACHE 1: Die Eigenschaft, ein Beweispaar zu sein, ist eine primitiv-rekursive zahlentheoretische Eigenschaft und kann deshalb vermittels eines BlooP-Programms getestet werden.


  Hier ist ein wichtiger Unterschied festzuhalten gegenüber der anderen, verwandten zahlentheoretischen Eigenschaft, der einer SATZ-Zahl. Wenn man behauptet, daß n eine SATZ-Zahl ist, behauptet man auch, daß es irgendeinen Wert von m gibt, der ein Beweispaar mit n bildet. (übrigens gelten diese Bemerkungen gleichermaßen für das TNT- wie für das MIU-System; es ist vielleicht nützlich, sich beide vor Augen zu halten, wobei das MIU-System als Prototyp dient.) Um zu prüfen, ob n eine SATZ-Zahl ist, muß man sich auf die Suche nach allen seinen potentiellen Beweispaar-„Partnern“ m machen. Und hier kann man in eine Jagd ohne Ende geraten. Niemand kann sagen, wie weit man suchen muß, um eine Zahl zu finden, die mit m als zweitem Element ein Beweispaar mit n bildet. Das ist das ganze Problem, wenn man im gleichen System Verlängerungs- und Verkürzungsregeln hat: sie sind bis zu einem gewissen Grad nicht voraussagbar.


  An diesem Punkt kann das Beispiel der Goldbach-Variationen nützlich sein. Zu testen, ob ein Zahlenpaar (m, n) ein Schildkrötenpaar bildet, ist trivial, das heißt sowohl m wie n + m sollten prim sein. Der Test ist leicht, weil die Eigenschaft, eine Primzahl zu sein, primitiv-rekursiv ist: es gibt dafür einen voraussagbaren endlichen Test. Wollen wir jedoch wissen, ob n die Schildkröten-Eigenschaft hat, dann fragen wir: „Gibt es irgendeine Zahl m, die ein Schildkrötenpaar mit n als zweitem Element bildet?“ — und das führt uns wieder hinaus in das wilde, MU-schleifige Unbekannte.


  ... und deshalb in TNT repräsentiert


  Der Schlüsselbegriff an diesem Punkt ist also die oben gegebene Grundtatsache 1, denn aus ihr können wir folgern:


  GRUNDTATSACHE 2: Die Eigenschaft, Beweispaare zu bilden, läßt sich mit BlooP testen, und sie ist deshalb in TNT durch eine Formel repräsentiert, die zwei freie Variablen besitzt.


  Auch hier geben wir uns keine besondere Mühe, um zu bestimmen, auf welches System diese Beweispaare sich beziehen; im Grunde ist es unwichtig, da beide Grundtatsachen in jedem formalen System Gültigkeit besitzen. Das liegt in der Natur formaler Systeme: es ist immer möglich, auf voraussagbar endliche Art und Weise zu bestimmen, ob eine gegebene Zeilenfolge einen Beweis bildet oder nicht. Und das läßt sich auf die entsprechenden arithmetischen Begriffe übertragen.


  Die Leistungsfähigkeit von Beweispaaren


  Um der Anschaulichkeit willen nehmen wir an, daß wir es mit dem MIU-System zu tun haben. Der Leser wird sich an die Kette erinnern, die wir „MUMON“ nannten und deren Interpretation auf einer gewissen Stufe die Aussage war: „MU ist ein SATZ des MIU-Systems.“ Wir können zeigen, wie MUMON in TNT ausgedrückt würde, also vermittels der Formel, die die Aussage des MIU-Beweispaars repräsentiert. Kürzen wir diese Formel, deren Existenz unsere Grundtatsache 2 gewährleistet, so ab:


  MIU-Beweispaar{a,a'}


  Da es sich um eine Eigenschaft von zwei Zahlen handelt, ist sie durch eine Formel mit zwei freien Variablen darstellbar. (Anmerkung: In diesem Kapitel werden wir durchwegs von „strengem“ TNT Gebrauch machen — man unterscheide also sorgfältig zwischen den Variablen a, a', a'' usw.)


  Um zu behaupten: „MU ist ein SATZ des MIU-Systems“, müßten wir die isomorphe Aussage machen: „30 ist eine SATZ-Zahl des MIU-Systems“, und sie dann in die TNT-Notation übersetzen. Mit Hilfe unserer Abkürzung ist das einfach (man erinnere sich an die Tatsache — Kapitel VIII —, daß wir, um die Substitution jedes a' durch ein Zahlzeichen anzugeben, wir dieses Zahlzeichen niederschreiben, und darauf „/a'“ folgen lassen):


  ∃a:MIU-Beweispaar{a,SSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSSS0/a'}


  Man zähle die „S“; es sind dreißig. Man beachte, daß das kein offener Satz von TNT ist, weil eine freie Variable quantifiziert und die andere durch ein Zahlzeichen ersetzt wurde. Übrigens ist hier etwas ganz Schlaues passiert. Grundtatsache 2 verschafft uns die Möglichkeit, von Beweispaaren zu sprechen; wir haben uns klargemacht, wie man außerdem über SATZ-Zahlen sprechen kann: Man fügt einfach vorn einen Existenzquantor an. Eine eher wörtliche Übersetzung dieser Kette wäre: „Es gibt eine Zahl a, die ein MIU-Beweispaar mit 30 als zweitem Element bildet.“


  Angenommen, wir wollten etwas Paralleles im Hinblick auf TNT tun — sagen wir, die Aussage „0=0 ist ein SATZ von TNT“ ausdrücken. Wir können die Formel, deren Existenz uns Grundtatsache 2 garantiert, auf analoge Weise abkürzen (wieder mit zwei freien Variablen):


  TNT-BEWEISPAAR{a,a'}


  (Die Interpretation dieser abgekürzten TNT-Formel ist „Natürliche Zahlen a und a' bilden ein TNT-Beweispaar“.) Der nächste Schritt ist der, daß wir unsere Aussage in die Zahlentheorie übersetzen, wobei wir dem obigen MUMON-Modell folgen. Aus der Aussage wird: „Es gibt eine Zahl a, die mit 666,111,666 als zweitem Element ein Beweispaar bildet.“ Die TNT-Formel, die das ausdrückt, lautet:


  
    
      	
        ∃a:TNT-BEWEISPAAR{a,SSSSS...SSSSS0/a'}

      
    


    
      	
        ∃a:TNT-BEWEISPAAR{a[image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ]

      
    


    
      	
        ∃a:TNT-BEWEISPAAR{a,SSviele, viele S!

      
    


    
      	
        ∃a:TNT-BEWEISPAAR{a(nämlich 666,111,666)

      
    

  


  — eine geschlossene Aussage in TNT. (Nennen wir sie aus Gründen, die gleich klar werden, „JŌSHŪ“.) Man sieht also, daß es eine Methode gibt, nicht nur über die primitiv-rekursiven Begriffe von TNT-Beweispaaren zu sprechen, sondern auch über den verwandten, doch kniffligeren Begriff der TNT-SATZ-Zahlen.


  Zur Prüfung unseres Verständnisses dieser Ideen möge der Leser herausfinden, wie die folgenden Aussagen von Meta-TNT in TNT zu übersetzen wären:


  
    
      	
        1)

      

      	
        0=0 ist kein SATZ von TNT.

      
    


    
      	
        2)

      

      	
         ~0=0 ist ein SATZ von TNT.

      
    


    
      	
        3)

      

      	
        ~0=0 ist kein SATZ von TNT.

      
    

  


  Wie unterscheiden sich die Lösungen von den obigen Beispielen und voneinander? Hier noch ein paar Übersetzungsübungen:


  
    
      	
        4)

      

      	
        JŌSHŪ ist ein SATZ von TNT. (Man nenne die TNT-Kette, die das ausdrückt „META-JŌSHŪ“.)

      
    


    
      	
        5)

      

      	
        META-JŌSHŪ ist ein SATZ von TNT. (Man nenne die TNT-Kette, die das ausdrückt „META-META-JŌSHŪ“.)

      
    


    
      	
        6)

      

      	
        META-META-JŌSHŪ ist ein SATZ von TNT.

      
    


    
      	
        7)

      

      	
        META-META-META-JŌSHŪ ist ein SATZ von TNT.

      
    

  


  (usw., usw.)


  Beispiel 5 zeigt, daß Aussagen von Meta-Meta-TNT in die TNT-Notation übersetzt werden können! Beispiel 6 leistet dasselbe für Meta-Meta-Meta-TNT usw.


  Wichtig ist es, sich an den Unterschied zu erinnern, der zwischen dem Ausdrücken einer Eigenschaft und der Repräsentierung einer solchen besteht. Die Eigenschaft, eine TNT-SATZ-Zahl zu sein, wird zum Beispiel ausgedrückt durch die Formel


  ∃a:TNT-BEWEISPAAR{a,a'}


  Übersetzung: „a' ist eine TNT-SATZ-Zahl.“ Wir haben aber keine Garantie, daß diese Formel den Begriff repräsentiert, weil wir keine Garantie haben, daß diese Eigenschaft primitiv-rekursiv ist — wir hegen sogar den mehr als leisen Verdacht, daß sie es nicht ist. (Dieser Verdacht ist wohlbegründet. Die Eigenschaft, eine TNT-SATZ-Zahl zu sein, ist nicht primitiv-rekursiv, und keine TNT-Formel kann die Eigenschaft repräsentieren!)


  Im Gegensatz dazu ist die Eigenschaft, ein Beweispaar zu sein, kraft seiner primitiven Rekursivität durch die bereits angegebene Formel sowohl ausdrückbar als repräsentierbar.


  Substitution führt zu der zweiten Idee


  Die vorhergehende Diskussion brachte uns bis zu dem Punkt, an dem wir sahen, wie TNT „introspektiv“ prüfen kann, ob ein SATZ ein TNT-SATZ ist. Das ist das Wesentliche des ersten Teils des Beweises. Wir wollen nunmehr zum zweiten Hauptgedanken des Beweises vorstoßen, indem wir einen Begriff entwickeln, der es uns erlaubt, diese Introspektion in eine einzige Formel zu konzentrieren. Dazu müssen wir uns auch ansehen, was mit der Gödel-Nummer einer Formel geschieht, wenn man ihre Struktur auf einfache Weise modifiziert. Wir werden dann eine spezifische Modifikation betrachten, nämlich die


  Ersetzung aller freien Variablen durch ein spezielles Zahlzeichen.


  Nachstehend gebe ich ein paar Beispiele dieser Operation in der Kolonne links, und in der Kolonne rechts zeigen wir die entsprechenden Veränderungen in den Gödel-Nummern.


  
    
      	
        Formel

      

      	

      	
        Gödel-Nummer

      
    


    
      	
        a=a

      

      	

      	
        262,111,262

      
    


    
      	
        Wir ersetzen nun alle

      

      	

      	
        │

      
    


    
      	
        freien Variablen durch

      

      	

      	
        │

      
    


    
      	
        das Zahlzeichen für 2:

      

      	

      	
        ▼

      
    


    
      	
        SS0=SS0

      

      	

      	
        123,123,666,111,123,123,666

      
    


    
      	

      	
        *****

      

      	
        

      
    


    
      	
        ~∃a:∃a':a"=(SSa·SSa')

      

      	

      	
        223,333,262,636,333,262,163,636,

      
    


    
      	
        

      

      	

      	
        262,163,163,111,362,123,123,262,

      
    


    
      	
        

      

      	

      	
        236,123,123,262,163,323

      
    


    
      	
        Wir ersetzen nun alle

      

      	

      	
        │

      
    


    
      	
        freien Variablen durch

      

      	

      	
        │

      
    


    
      	
        das Zahlzeichen für 4:

      

      	

      	
        ▼

      
    


    
      	
        ~∃a:∃a':SSSS0=(SSa·SSa')

      

      	

      	
        223,333,262,636,333,262,163,636,

      
    


    
      	
        

      

      	

      	
        123,123,123,123,666,111,362,123,

      
    


    
      	
        

      

      	

      	
        123,262,236,123,123,262,163,323

      
    

  


  In der Kolonne rechts vollzieht sich ein isomorpher arithmetischer Prozeß, bei dem eine gigantische Zahl in eine noch gigantischere verwandelt wird. Die Funktion, die aus der alten Zahl eine neue macht, wäre arithmetisch gar nicht so schwierig zu beschreiben — in Begriffen wie Addition, Multiplikation, Zehnerpotenzen usw. Aber das brauchen wir gar nicht zu tun. Wesentlich ist, daß zwischen 1) der ursprünglichen Gödel-Nummer, 2) der Zahl, deren Zahlzeichen eingesetzt wird, und 3) der sich daraus ergebenden Gödel-Nummer eine primitiv-rekursive Beziehung herrscht. Das heißt, man könnte einen BlooP-Test aufstellen, der, wenn man ihm als Input drei natürliche Zahlen eingibt, JA sagt, wenn sie auf diese Weise miteinander verknüpft sind, und wenn nicht, NEIN. Der Leser möge seine Fähigkeit prüfen, einen solchen Test durchzuführen, und sich gleichzeitig davon überzeugen, daß sich in dem Verfahren keine versteckten offenen Schleifen befinden, indem er die folgenden zwei Dreiergruppen prüft:


  
    
      	
        1)

      

      	
        362,262,112,262,163,323,111,123,123,123,123,666;

      
    


    
      	

      	
        2;

      
    


    
      	

      	
        362,123,123,666,112,123,123,666,323,111,123,123,123,123,666.

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        223,362,262,236,262,323,111,262,163;

      
    


    
      	

      	
        1;

      
    


    
      	

      	
        223,362,123,666,236,123,666,323,111,262,163.

      
    

  


  Wie üblich ist eines dieser Beispiele richtig, das andere nicht. Wir werden nun diese Beziehung zwischen drei Zahlen als Substitution bezeichnen. Da sie primitiv-rekursiv ist, wird sie durch eine TNT-Formel mit drei freien Variablen repräsentiert werden. Kürzen wir diese TNT-Formel mit der folgenden Notation ab:


  SUB {a,a',a''}


  Weil diese Formel die Beziehung der Substitution repräsentiert, muß die nachstehende Formel ein TNT-SATZ sein


  
    
      	
        SUB {SSSSS.....SSSSS0/a,SS0/a',SSSSSS.....SSSS0/a''}

      
    


    
      	
        SUB {[image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ] 0/a,SS0/a',[image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ]

      
    


    
      	
        SUB {S262 111 262 S123 123 660 111 123 123 666 S

      
    

  


  (Dies beruht auf dem ersten Beispiel für die Substitutionsbeziehung in den obigen Parallel-Kolonnen.) Und wiederum: weil die SUB-Formel die Substitutionsbeziehung repräsentiert, ist die nachstehende Formel mit Sicherheit kein TNT-SATZ:


  SUB {SSS0/a,SS0/a',S0/a"}


  Arithmoquinieren


  Wir haben den entscheidenden Punkt erreicht, an dem wir alle auseinandergenommenen Einzelteile zu einem sinnvollen Ganzen zusammensetzen können. Wir wollen den Mechanismus der TNT-BEWEISPAARE und SUB-Formeln irgendwie zur Konstruktion einer einzigen TNT-Formel gebrauchen, deren Interpretation lautet: „Eben diese TNT-Kette ist kein TNT-SATZ.“ Wie gehen wir vor? Sogar an diesem Punkt, wenn die ganze nötige Maschinerie bereit liegt, ist die Antwort nicht einfach zu finden.


  Eine merkwürdige und vielleicht frivol erscheinende Idee wäre die, die Gödel-Nummer der Formel selbst zu substituieren. Dies entspricht ganz der anderen und vielleicht ebenso frivol erscheinenden Idee des „Quinieren“ in Die „Air“ in G. Dort erwies das Quinieren sich als eine seltsame neue Methode zur Herstellung eines selbstbezüglichen Satzes. Selbstbezüglichkeit à la Quine schleicht sich von hinten an uns heran, bevor man sie zum ersten Mal erblickt; hat man aber einmal das Prinzip verstanden, fühlt man, daß es ganz schön und einfach ist. Die arithmetische Spielart des Quinieren — nennen wir sie Arithmoquinieren — wird uns gestatten, eine TNT-Formel herzustellen, die „über sich selbst“ redet.


  Betrachten wir ein Beispiel von Arithmoquinieren. Wir brauchen eine Formel mit mindestens einer freien Variablen. Die folgende Formel genügt:


  a=S0


  Die Gödelzahl dieser Formel ist 262,111,123,666, und wir fügen diese Zahl in die Formel selbst ein, oder vielmehr: wir fügen ihr Zahlzeichen ein. Das Ergebnis sieht so aus:


  
    
      	
        SSSSS.....SSSSS0=S0

      
    


    
      	
        [image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ]

      
    


    
      	
        262 111 123 666 S.

      
    

  


  Diese neue Formel behauptet eine alberne Unwahrheit — nämlich daß 262 111 123 666 gleich 1 ist. Hätten wir mit der Kette ~a=S0 begonnen und dann arithmoquiniert, hätten wir eine wahre Aussage erhalten — wie der Leser selber sehen wird.


  Wenn man arithmoquiniert, führt man natürlich einen Spezialfall der früher definierten Substitutions-Operation aus. Wollten wir über Arithmoquinierung innerhalb von TNT sprechen, würden wir die Formel


  SUB {a'',a'',a'}


  verwenden, wobei die ersten zwei Variablen die gleichen sind. Das kommt daher, daß wir eine einzige Zahl auf zwei verschiedene Arten verwenden (man erinnert sich an Cantors Diagonalmethode). Die Zahl a'' ist sowohl 1) die ursprüngliche Gödel-Nummer, wie auch 2) die eingefügte Zahl. Für die obige Formel erfinden wir eine Abkürzung:


  ARITHMOQUINE {a'',a'}


  Was die obige Formel auf deutsch aussagt ist folgendes:


  a' ist die Gödel-Nummer, die man erhält, wenn man die Formel mit der

  Gödel-Nummer a'' arithmoquiniert.


  Dieser Satz ist jedoch lang und unschön. Führen wir also einen zusammenfassenden, konzisen und eleganten Ausdruck ein. Wir werden sagen:


  a' ist die Arithmoquinierung von a''


  — was dasselbe bedeutet. Zum Beispiel ist die Arithmoquinierung von 262 111 123 666 die unvorstellbar gigantische Zahl:


  
    
      	
        123,123,123.....123,123,123,666,111,123,666

      
    


    
      	
        [image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ]

      
    


    
      	
        262 111 123 666 Wiederholungen von „123“

      
    

  


  (Dies ist einfach die Gödel-Nummer der Formel, die wir erhielten, als wir a=S0 arithmoquinierten.) Innerhalb von TNT können wir ohne weiteres über die Arithmoquinierung sprechen.


  Der letzte Strohhalm


  Wenn man jetzt auf Die „Air“ in G zurückblickt, wird man feststellen, daß der entscheidende Trick zur Erreichung von Selbstbezüglichkeit auf Quines Weise darin besteht, einen Satz zu quinieren, der selbst vom Begriff des Quinierens spricht. Einfach zu quinieren genügt nicht: Man muß einen Satz quinieren, in dem die Quinierung erwähnt wird! Also gut: der entsprechende Trick in unserem Fall muß der sein, daß wir eine Formel arithmoquinieren, die selber über den Begriff des Arithmoquinierens spricht!


  Ohne weitere Umstände schreiben wir nunmehr diese Formel nieder und nennen sie „G's Onkel“:


  ~∃a:∃a':<TNT-BEWEISPAAR{a,a'}∧ARITHMOQUINE{a'',a'}>


  Man sieht deutlich, eine wie wichtige Rolle die Arithmoquinierung in dieser Angelegenheit spielt. Nun hat dieser „Onkel“ natürlich eine Gödel-Nummer, die wir „u“ nennen wollen. Anfang und Ende der Dezimalentwicklung von u und sogar einen winzig kleinen Teil der Mitte kann man direkt ablesen:


  u = 223,333,262,636,333,262,163,636,212,...,161,...,213


  Was den Rest betrifft, so müßten wir wissen, wie die Formeln TNT-BEWEISPAAR und ARITHMOQUINE tatsächlich aussehen, wenn man sie niederschreibt. Das ist zu kompliziert und auf jeden Fall ohne Belang.


  Was wir nun aber tun müssen, ist, gerade diesen Onkel zu quinieren! Das bringt mit sich, daß alle freien Variablen „hinausgeworfen“ werden — von denen es nur eine gibt, nämlich a'' — und überall das Zahlzeichen für u einzusetzen. Das ergibt:


  
    
      	
        ~∃a:∃a':<TNT-BEWEISPAAR {a,a'} ARITHMOQUINE{SSS...SSS0/a'',a'}>

      
    


    
      	
        ~∃a:∃a':<TNT-BEWEISPAAR {a,a'} ARITHMOQUINE{[image: ][image: ][image: ][image: ][image: ]

      
    


    
      	
        ~∃a:∃a':<TNT-BEWEISPAAR {a,a'} ARITHMOQUINE{SSSu S

      
    

  


  Und das, ob man es glaubt oder nicht, ist Gödels Kette, die wir mit „G“ bezeichnen können. Nun erheben sich zwei Fragen, die wir sofort beantworten müssen. Sie lauten:


  
    
      	
        1)

      

      	
        Was ist die Gödel-Nummer von G?

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        Was ist die Interpretation von G?

      
    

  


  Zuerst Frage 1). Wie erzeugten wir G? Nun, wir begannen mit dem Onkel und arithmoquinierten ihn. Damit ist gemäß der Definition der Arithmoquinierung die Gödel-Nummer von G:


  die Arithmoquinierung von u.


  Sodann Frage 2). Wir werden G stufenweise ins Deutsche übersetzen und so die Dinge allmählich immer verständlicher machen. Als ersten Versuch verfertigen wir eine ziemlich rohe wörtliche Übersetzung:


  „Es gibt keine Zahlen a und a', so daß 1) beide ein TNT-Beweispaar bilden und 2) a' die Arithmoquinierung von u ist.“


  Nun gibt es gewiß eine Zahl a', die die Arithmoquinierung von u ist; das Problem muß also bei der anderen Zahl, bei a, liegen. Diese Feststellung erlaubt uns, die Übersetzung von G wie folgt neu zu formulieren:


  „Es gibt keine Zahl a, die mit der Arithmoquinierung von u ein TNT-Beweispaar bildet.“


  (Dieser Schritt, der verwirrend sein kann, wird nachstehend in allen Einzelheiten erläutert.) Sehen Sie, was hier geschieht? G sagt:


  „Die Formel, deren Gödel-Nummer die Arithmoquinierung von u ist, ist kein SATZ von TNT.“


  Aber — und das sollte Sie nach all dem nicht mehr überraschen — diese Formel ist keine andere als G selbst, so daß wir die endgültige Übersetzung von G vornehmen können:


  „G ist kein SATZ von TNT.“


  Oder, wenn Sie es vorziehen:


  „Ich bin kein Satz von TNT.“


  Wir haben allmählich eine Interpretation hoher Stufe — eine Aussage von Meta-TNT aus dem herausgeholt, was ursprünglich eine Interpretation niedriger Stufe war — eine Aussage der Zahlentheorie.


  TNT gibt sich geschlagen


  Die Hauptkonsequenz dieser erstaunlichen Konstruktion haben wir bereits in Kapitel IX umrissen, nämlich die Unvollständigkeit von TNT. Um den Gedankengang noch einmal zu wiederholen:


  Ist G ein TNT-SATZ? Wenn ja, dann muß er eine Wahrheit aussprechen. Aber was spricht G denn eigentlich aus? Die Tatsache, daß er selbst kein SATZ ist. So würde also aus der Eigenschaft, ein SATZ zu sein, die folgen, daß er keiner ist — eine Kontradiktion.


  Wie steht es nun mit G als einem Nicht-Satz? Das ist akzeptabel, da dies zu keiner Kontradiktion führt. Aber die Tatsache, daß G kein SATZ ist, ist das, was G behauptet — somit behauptet G eine Wahrheit. Und da G kein SATZ ist, existiert (zumindest) eine Wahrheit, die kein SATZ von TNT ist.


  Nun noch einmal zur Erklärung dieses einen heiklen Schrittes. Ich will ein anderes, ähnliches Beispiel wählen. Nehmen wir die Kette:


  ~∃a:∃a':<SCHILDKRÖTENPAAR{a,a'} ∧ ZEHNERPOTENZ {SS0/a'',a'}>


  wo die beiden Abkürzungen Ketten von TNT darstellen, die Sie selber niederschreiben können. ZEHNERPOTENZ{a'',a'} stellt die Aussage dar: „a' ist die zehnte Potenz von a''.“ Die wörtliche Übersetzung ins Deutsche lautet dann:


  Es gibt keine Zahlen a und a', so daß sie beide 1) ein Schildkrötenpaar bilden und 2) a' die zehnte Potenz von 2 ist.“


  Aber offensichtlich gibt es eine zehnte Potenz von 2, nämlich 1024. Was die Kette somit in Wirklichkeit sagt, ist:


  „Es gibt keine Zahl, die ein Schildkrötenpaar mit 1024 bildet.“


  Und das kann weiter eingedickt werden zu:


  „1024 besitzt die Schildkröten-Eigenschaft nicht.“


  Der Witz ist der, daß wir eine Methode gefunden haben, die Beschreibung einer Zahl, und nicht ihr Zahlzeichen, in einem Prädikat zu substituieren. Das beruht darauf, daß wir eine zusätzliche Variable (a') benutzen. Hier war es die Zahl 1024, die als „zehnte Potenz von 2“ beschrieben wurde; oben war es die als „Arithmoquinierung von u“ beschriebene Zahl.


  „Erweist sich als Nicht-SATZ, wenn arithmoquiniert“


  Halten wir einen Augenblick inne und betrachten wir, was wir getan haben. Die beste mir bekannte Methode, um eine gewisse Perspektive zu gewinnen, ist die, explizit zu zeigen, wie sie sich zu Quines Fassung der Epimenides-Paradoxie verhält. Hier eine Darstellung:


  
    
      	
        Unwahrheit

      

      	
        [image: ]

      

      	
        Nicht-SATZ

      
    


    
      	
        000000000000000000000000000000

      

      	
        000

      

      	
        000000000000000000000000000000

      
    


    
      	
        Zitat eines Satzfragments

      

      	
        [image: ]

      

      	
        Gödel-Nummer einer Kette

      
    


    
      	
        

      
    


    
      	
        Einem Prädikat ein Subjekt voranstellen

      

      	
        [image: ]

      

      	
        Eine Zahl (oder einen bestimmten Ausdruck) in einer offenen Formel substituieren

      
    


    
      	
        

      
    


    
      	
        Einem Prädikat das Zitat eines Satzfragments voranstellen

      

      	
        [image: ]

      

      	
        Die Gödel-Nummer einer Kette in einer offenen Formel substituieren

      
    


    
      	
        

      
    


    
      	
        Einem Prädikat das Zitat seiner selbst voranstellen („quinieren“)

      

      	
        [image: ]

      

      	
        Die Gödel-Nummer einer offenen Formel in dieser Formel selbst substituieren („arithmoquinieren“)

      
    


    
      	
        

      
    


    
      	
        Ergibt eine Unwahrheit, wenn quiniert (ein Prädikat ohne ein Subjekt)

      

      	
        [image: ]

      

      	
        Der „Onkel“ von G (eine offene Formel von TNT)

      
    


    
      	
        

      
    


    
      	
        „Ergibt eine Unwahrheit, wenn quiniert“ (Zitat des obigen Prädikats)

      

      	
        [image: ]

      

      	
        Die Zahl u (Gödel-Nummer der obigen offenen Formel)

      
    


    
      	
        

      
    


    
      	
        „Ergibt eine Unwahrheit, wenn quiniert“ ergibt eine Unwahrheit, wenn quiniert (durch Quinierung des obigen Prädikats gebildete vollständige Aussage)

      

      	
        [image: ]

      

      	
        G selbst (Aussage von TNT, gebildet durch Substitution von u in den Onkel, d. h. Arithmoquinierung des Onkels)

      
    

  


  Gödels zweiter Satz


  Da die Interpretation von G wahr ist, ist die Interpretation seiner Verneinung ~G falsch. Und wir wissen, daß in TNT keine falschen Aussagen ableitbar sind. So kann also weder G noch seine Verneinung ~G ein SATZ von TNT sein. Wir haben ein „Loch“ in unserem System gefunden — eine unentscheidbare Behauptung. Das hat verschiedene Weiterungen. Nachstehend eine kuriose Tatsache, die aus der Unentscheidbarkeit von G folgt: obgleich weder G noch ~G SÄTZE sind, ist die Formel <G∨~G> ein SATZ, da die Regeln der Aussagenlogik bestimmen, daß alle wohlgeformten Formeln der Form <P∨~P> SÄTZE sind.


  Dies ist ein einfaches Beispiel dafür, daß eine innerhalb eines Systems gemachte Behauptung und eine Behauptung über das System miteinander in Konflikt zu liegen scheinen. Deshalb fragt man sich, ob sich das System tatsächlich korrekt widerspiegelt. Entspricht die „reflektierte Metamathematik“, die in TNT vorhanden ist, einigermaßen der Metamathematik, die wir treiben? Das war eine der Fragen, die Gödel beschäftigte, als er seine Ableitung schrieb. Insbesondere interessierte ihn die Frage, ob es möglich sei, in der „reflektierten Metamathematik“ die Widerspruchsfreiheit von TNT zu beweisen. Man erinnere sich daran, daß damals das Problem, Widerspruchsfreiheit zu beweisen, ein schwerwiegendes philosophisches Dilemma war. Gödel fand eine einfache Methode, die Aussage „TNT ist widerspruchsfrei“ in einer TNT-Formel auszudrücken, und dann zeigte er, daß diese Formel (und alle anderen, die die gleichen Gedanken ausdrücken) nur unter einer Bedingung SÄTZE von TNT sind, nämlich wenn TNT widerspruchsvoll ist. Dieses aberwitzige Ergebnis war ein schwerer Schlag für Optimisten, die erwartet hatten, daß sich ein strenger Beweis für die Widerspruchsfreiheit der Mathematik finden lasse.


  Wie drückt man die Aussage „TNT ist widerspruchsfrei“ innerhalb von TNT aus? Die Antwort beruht auf einer einfachen Tatsache, nämlich daß Widerspruchsfreiheit bedeutet, daß x und ~x, die sich gegenseitig verneinen, beides SÄTZE sind. Wenn aber sowohl x als auch ~x SÄTZE sind, dann sind nach der Aussagenlogik alle wohlgeformten Formeln SÄTZE. Um zu zeigen, daß TNT widerspruchsfrei ist, würde es genügen, eine einzige Formel von TNT vorzulegen, von der sich beweisen ließe, daß sie ein Nicht-SATZ ist. Deshalb ist eine Möglichkeit, „TNT ist widerspruchsfrei“ auszudrücken, wenn man sagt: „Die Formel ~0=0 ist kein SATZ von TNT.“ Das haben wir ein paar Seiten zuvor bereits als eine Übung aufgeführt. Die Übersetzung lautet:


  
    
      	
        ∃a:TNT - BEWEISPAAR {a,SSSSS.....SSSSS0/a'}

      
    


    
      	
        ∃a:TNT - BEWEISPAAR {a,[image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ][image: ]

      
    


    
      	
        ∃a:TNT - BEWEISPAAR {a,S223 666 111 666 S

      
    

  


  Mit umständlicher, aber einigermaßen einfacher Argumentation läßt sich zeigen, daß, solange TNT widerspruchsfrei ist, dieser Schwur der Widerspruchsfreiheit kein SATZ in TNT ist. So sind also die „introspektiven“ Fähigkeiten von TNT groß, wenn es sich darum handelt, Dinge auszudrücken, aber ziemlich schwach, wenn es um Beweise geht. Das ist ein recht provokantes Ergebnis, wenn man es metaphorisch auf das Problem der menschlichen Selbsterkenntnis anwendet.


  TNT ist ω-unvollständig


  Welcher Art von Unvollständigkeit „erfreut“ sich TNT nun? Wir werden sehen, daß die Unvollständigkeit von TNT der „Omega“-Spielart angehört, wie in Kapitel VIII definiert. Das bedeutet, daß es eine unendliche, pyramidenförmig angeordnete Familie von Ketten gibt, die alle SÄTZE sind, aber deren zugehörige „zusammenfassende“ Kette ein Nicht-SATZ ist. Diese Kette läßt sich leicht angeben:


  
    
      	
        ∀a:~∃a':<TNT-BEWEISPAAR{a,a'} ∧ ARITHMOQUINE{SSSu S

      
    


    
      	
        ∀a:~∃a':<TNT-BEWEISPAAR{a,a'} ∧ ARITHMOQUINE{[image: ][image: ][image: ][image: ][image: ]

      
    


    
      	
        ∀a:~∃a':<TNT-BEWEISPAAR{a,a'} ∧ ARITHMOQUINE{SSS...SSS0/a'',a'}

      
    

  


  Um zu verstehen, warum diese Kette ein Nicht-SATZ ist, beachte man, daß sie G selbst außerordentlich ähnlich ist. Tatsächlich läßt sich G in einem Schritt, nämlich nach der TNT-Austauschregel, erzeugen. Wenn sie also ein SATZ wäre, dann wäre auch G einer. Da aber G kein SATZ ist, kann auch dieser keiner sein.


  Wir wollen nun zeigen, daß alle Ketten in der dazugehörigen pyramidenförmigen Familie SÄTZE sind. Wir können sie leicht genug niederschreiben:
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        ~∃a':<TNT-BEWEISPAAR{SS0/a,a'} ∧ ARITHMOQUINE{SSS...SSS0/a'',a'}

      
    


    
      	
        ~∃a':<TNT-BEWEISPAAR{SSS0/a,a'} ∧ ARITHMOQUINE{SSS...SSS0/a'',a'}
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  Was besagt jede dieser Formeln? Die Übersetzung lautet:


  „0 und die Arithmoquinierung von u bilden kein TNT-Beweispaar.“


  „1 und die Arithmoquinierung von u bilden kein TNT-Beweispaar.“


  „2 und die Arithmoquinierung von u bilden kein TNT-Beweispaar.“


  „3 und die Arithmoquinierung von u bilden kein TNT-Beweispaar.“


  .


  .


  .


  Nun handelt jede dieser Behauptungen davon, ob zwei bestimmte ganze Zahlen ein Beweispaar bilden oder nicht. (Dagegen handelt G selbst davon, ob eine gewisse ganze Zahl eine SATZ-Zahl ist oder nicht.) Weil nun G ein Nicht-SATZ ist, bildet keine ganze Zahl ein Beweispaar mit der Gödel-Nummer von G. Deshalb ist jede Aussage der Familie wahr. Die Crux ist nun, daß die Eigenschaft, ein Beweispaar zu sein, primitiv-rekursiv ist, und somit repräsentierbar, so daß jede der Aussagen in der obigen Liste, da sie wahr ist, in einen SATZ von TNT übersetzt werden kann, was bedeutet, daß alles in unserer unendlichen pyramidenförmigen Familie ein SATZ ist, und das zeigt, warum TNT ω-unvollständig ist.


  Zwei verschiedene Arten, das Loch zu stopfen


  Da die Interpretation von G wahr ist, ist die Interpretation seiner Negation, ~G, falsch. Und wenn wir von der Annahme Gebrauch machen, daß TNT widerspruchsfrei sei, wissen wir, daß sich keine unwahre Aussage in TNT ableiten läßt. So ist weder G noch seine Verneinung ~G ein SATZ von TNT. Wir haben in unserem System ein Loch gefunden — eine unentscheidbare Behauptung. Doch braucht uns das nicht in Alarmstimmung zu versetzen, sofern wir genügend philosophische Distanz aufbringen, um zu merken, wovon das ein Symptom ist. Es besagt, daß TNT erweitert werden kann, genau so, wie das bei der absoluten Geometrie der Fall war. In der Tat kann TNT in zwei verschiedene Richtungen erweitert werden, gerade wie das bei der absoluten Geometrie der Fall war. TNT kann in einer Standardrichtung erweitert werden, was der Erweiterung der absoluten Geometrie in Richtung auf die euklidische entspricht, oder sie kann in eine Nicht-Standardrichtung erweitert werden, was natürlich der Erweiterung der absoluten Geometrie in die nichteuklidische Richtung entspricht. Nun wird eine Erweiterung des Standard-Typus


  die Hinzufügung von G als einem neuen Axiom


  erfordern. Dieser Vorschlag erscheint also harmlos und vielleicht sogar wünschenswert, da G ja schließlich etwas Wahres über das System der natürlichen Zahlen behauptet. Wie steht es also mit dem Nicht-Standard-Typus der Erweiterung? Wenn er überhaupt dem Parallelenaxiom analog ist, muß er


  die Hinzufügung der Verneinung von G als einem neuen Axiom


  mit sich bringen. Wie aber können wir ein so abstoßendes und gräßliches Ding überhaupt in Erwägung ziehen? Um die Worte Girolamo Saccheris umzuformulieren: läuft nicht das, was ~G aussagt, „der Natur der natürlichen Zahlen zuwider“?


  Übernatürliche Zahlen


  Ich hoffe, daß die Ironie dieses Zitats Sie betroffen macht. Das eigentliche Problem bei Saccheris Ansatz war, daß er von einer feststehenden Vorstellung ausging, was wahr und was unwahr sei, und er machte sich daran, nur das zu beweisen, was er von Anfang als wahr angenommen hatte. Trotz der Klugheit dieses Ansatzes (der die Verneinung des fünften Postulats ins Spiel brachte und dann viele „widersinnige“ Sätze der so entstandenen Geometrie beweist), verfiel Saccheri nie auf die Möglichkeit, über Punkte und Geraden in anderer Weise zu denken. Nun sollten wir uns hüten, diesen berühmten Fehler zu wiederholen. Wir müssen, soweit uns das möglich ist, unvoreingenommen erwägen, was es bedeuten würde, ~G als Axiom TNT beizufügen. Man überlege sich, wie die Mathematik heute aussähe, wenn man nie in Betracht gezogen hätte, neue Axiome der folgenden Art anzugliedern:


  ∃a:(a+a)=S0


  ∃a:Sa=0


  ∃a:(a·a)=SS0

  ∃a:S(a·a)=0


  Während jedes Axiom „der Natur bisher bekannter Zahlensysteme zuwiderläuft“, bildet jedes von ihnen eine tiefgreifende und wunderbare Erweiterung des Begriffs der ganzen Zahl: rationale Zahlen, negative Zahlen, irrationale Zahlen, imaginäre Zahlen. Für solch eine Möglichkeit sucht ~G unsere Augen zu öffnen. In der Vergangenheit wurde jede neue Erweiterung des Zahlenbegriffs mit Buh-Rufen begrüßt. Das klingt besonders deutlich in den Namen nach, die man solch unwillkommenen Neuankömmlingen gab, wie etwa „irrationale Zahlen“ oder „imaginäre Zahlen“. Getreu dieser Tradition werden wir die Zahlen, von denen ~G uns spricht, als übernatürliche Zahlen bezeichnen und damit zeigen, daß wir das Gefühl haben, sie täten allen vernünftigen, dem gesunden Menschenverstand gemäßen Vorstellungen Gewalt an.


  Wenn wir ~G als sechstes Axiom von TNT hinzufügen, tun wir gut daran, uns klar zu machen, wie in aller Welt es in einem System mit der unendlichen pyramidenförmigen Familie, die wir soeben besprochen haben, koexistieren kann. Um es unverblümt zu sagen:


  „Es gibt eine gewisse Zahl, die mit der Arithmoquinierung

  von u ein TNT-Beweispaar bildet“


  — aber die verschiedenen Mitglieder der pyramidenförmigen Familie behaupten nacheinander:


  „0 ist nicht diese Zahl“


  „1 ist nicht diese Zahl“


  „2 ist nicht diese Zahl“


  .


  .


  .


  Das ist einigermaßen verwirrend, weil es ein absoluter Widerspruch zu sein scheint (weshalb man ihn „ω-Widerspruch“ nennt). An der Wurzel unserer Verwirrung — sehr ähnlich dem Aufspalten der Geometrie — ist unser hartnäckiger Widerstand gegen die Anwendung einer modifizierten Interpretation der Symbole, trotz der Tatsache, daß wir uns sehr wohl bewußt sind, daß das System ein modifiziertes System ist. Wir wollen uns damit durchschlagen, daß wir kein Symbol neuinterpretieren, und das wird sich natürlich als unmöglich erweisen.


  Der Einklang wird damit wiederhergestellt, wenn wir ∃ neu interpretieren als „es gibt eine verallgemeinerte natürliche Zahl“ anstatt „es gibt eine natürliche Zahl“. Wenn wir das tun, werden wir auch ∀ in entsprechender Weise neu interpretieren. Das heißt, daß wir gewissen anderen Zahlen neben den natürlichen die Tür öffnen. Das sind die übernatürlichen Zahlen. Die natürlichen und die übernatürlichen Zahlen bilden zusammen die Gesamtheit der verallgemeinerten natürlichen Zahlen.


  Jetzt löst sich die vermeintliche Kontradiktion in Wohlgefallen auf, denn die pyramidenförmige Familie sagt noch immer, was sie zuvor sagte: „Keine natürliche Zahl bildet mit der Arithmoquinierung von u ein TNT-Beweispaar.“ Die Familie sagt nichts über übernatürliche Zahlen, weil es für diese keine Zahlzeichen gibt. Jetzt aber sagt ~G: „Es gibt eine verallgemeinerte natürliche Zahl, die mit der Arithmoquinierung von u ein TNT-Beweispaar bildet.“ Es ist klar, daß die Familie und ~G zusammengenommen uns etwas sagen: nämlich daß es eine übernatürliche Zahl gibt, die mit der Arithmoquinierung von u ein TNT-Beweispaar bildet. Das ist alles — es liegt keine Kontradiktion mehr vor. TNT+~G ist ein widerspruchsfreies System, wenn es so interpretiert wird, daß es die übernatürlichen Zahlen einschließt.


  Da wir uns nun darauf geeinigt haben, die Interpretation der beiden Quantoren zu erweitern, bedeutet das, daß jeder SATZ, der einen von den beiden enthält, eine erweiterte Bedeutung hat. Zum Beispiel sagt uns der Kommutivitäts-SATZ


  ∀a:∀a':(a+a')=(a'+a)


  nunmehr, daß die Addition für alle verallgemeinerten natürlichen Zahlen kommutativ ist, in anderen Worten nicht nur für natürliche, sondern auch für übernatürliche Zahlen. Gleichermaßen sagt uns der TNT-SATZ, wonach „2 nicht das Quadrat einer natürlichen Zahl“ ist


  ~∃a:(a·a)=SS0


  nunmehr, daß 2 auch nicht das Quadrat einer übernatürlichen Zahl ist. Tatsächlich besitzen übernatürliche Zahlen alle Eigenschaften natürlicher Zahlen, solange uns diese Eigenschaften in SÄTZEN von TNT gegeben werden. In anderen Worten: alles, was sich über natürliche Zahlen formal beweisen läßt, ist damit auch für übernatürliche Zahlen festgestellt. Das heißt insbesondere, daß übernatürliche Zahlen nicht etwas sind, womit wir bereits vertraut wären, wie zum Beispiel Brüche oder negative Zahlen oder komplexe Zahlen usw. Die übernatürlichen Zahlen stellt man sich am besten als ganze Zahlen vor, die größer sind als alle natürlichen Zahlen es sind, als unendlich große ganze Zahlen. Und das ist der springende Punkt: obgleich SÄTZE in TNT negative Zahlen, Brüche, irrationale Zahlen und komplexe Zahlen ausschließen können, gibt es doch keine Methode zum Ausschluß unendlich großer ganzer Zahlen. Das Problem liegt darin, daß es keine Methode gibt, die Aussage „es gibt keine unendlichen Größen“ auch nur auszudrücken.


  Das hört sich zunächst recht seltsam an. Wie groß ist die Zahl genau, die mit der Gödel-Nummer von G ein TNT-Beweispaar bildet? (Nennen wir sie ohne tieferen Grund „l“.) Leider besitzen wir für die Beschreibung der Größe unendlich großer ganzer Zahlen kein passendes Vokabular. Deswegen kann ich leider kein Gefühl für die Größe von l vermitteln. Aber wie groß ist denn i (die Quadratwurzel aus -1)? Ihre Größe kann man sich nicht auf der Grundlage der Größe der vertrauten natürlichen Zahlen vorstellen. Man kann nicht sagten: „Nun, i ist ungefähr halb so groß wie 14 und 9/10 so groß wie 24.“ Man muß sagen: „i im Quadrat ist -1“ und es mehr oder weniger damit bewenden lassen. Hierzu paßt ein Zitat von Abraham Lincoln. Als man ihn fragte: „Wie lang sollten die Beine eines Mannes sein?“ sagte er gedehnt: „Lang genug, um den Boden zu erreichen.“ So muß man sich mehr oder weniger die Antwort auf die Frage nach der Größe von l denken — es sollte genau die Größe einer Zahl haben, die die Struktur eines Beweises von G spezifiziert— weder größer noch kleiner.


  Selbstverständlich hat ein SATZ in TNT viele verschiedene Ableitungen; man könnte also einwerfen, daß meine Charakterisierung von l nicht ein-eindeutig ist. Das stimmt. Aber die Parallele mit i (der Quadratwurzel aus -1) gilt noch immer. Man erinnere sich nämlich, daß es eine andere Zahl gibt, deren Quadrat ebenfalls minus eins ist: -i. Nun sind i und -i nicht die gleiche Zahl. Sie haben eine gemeinsame Eigenschaft. Die einzige Schwierigkeit ist die, daß es die sie definierende Eigenschaft ist! Wir müssen eine davon wählen — welche spielt keine Rolle — und sie „i“ nennen. In Wirklichkeit kann man sie unmöglich voneinander unterscheiden. So wissen wir nicht, ob wir nicht während all dieser Jahrhunderte die Falsche „i“ genannt haben, und es würde nichts ausmachen. Nun ist i wie l nicht eindeutig definiert. So müssen wir uns also l als eine spezifische von den vielen möglichen übernatürlichen Zahlen vorstellen, die mit der Arithmoquinierung von u TNT-Beweispaare bilden.


  Übernatürliche Sätze haben unendlich lange Ableitungen


  Wir haben uns noch nicht frontal der Frage gestellt, was es bedeutet, ~G als Axiom dazuzunehmen. Wir haben es gesagt, aber nicht betont. Der springende Punkt ist der, daß ~G behauptet, daß G bewiesen werden kann. Wie kann ein System überleben, wenn eines seiner Axiome behauptet, daß seine eigene Verneinung einen Beweis habe? Sicher sind wir jetzt in beträchtlichen Schwierigkeiten. Nun, so schlimm ist es nicht, wie man glauben könnte. Solange wir nur endliche Beweise erstellen, werden wir G niemals beweisen. Deshalb wird es niemals zu einem verhängnisvollen Zusammenstoß zwischen G und seiner Verneinung ~G kommen. Die übernatürliche Zahl l wird keine Katastrophe verursachen. Wir werden uns eben an die Vorstellung gewöhnen müssen, daß ~G der Ausdruck ist, der eine Wahrheit ausdrückt („G besitzt einen Beweis“), während G eine Unwahrheit sagt („G besitzt keinen Beweis“). In der normalen Zahlentheorie ist es umgekehrt — aber es gibt in der normalen Zahlentheorie auch keine übernatürlichen Zahlen. Man beachte, daß ein übernatürlicher SATZ von TNT — nämlich G — eine Unwahrheit behaupten kann, aber alle anderen SÄTZE mit natürlichen Zahlen noch immer Wahrheiten aussagen.


  Übernatürliche Addition und Multiplikation


  Hinsichtlich der übernatürlichen Zahlen gibt es eine außerordentlich merkwürdige und unerwartete Tatsache, die ich dem Leser ohne Beweis mitteilen möchte. (Ich selbst kenne den Beweis auch nicht.) Diese Tatsache erinnert an die Heisenbergsche Unschärferelation in der Quantenmechanik. Es zeigt sich, daß man die übernatürlichen Zahlen auf einfache und natürliche Weise „indizieren“ kann, indem man eine Dreiergruppe von gewöhnlichen ganzen Zahlen (einschließlich der negativen) mit ihnen assoziiert. So könnte etwa unsere ursprüngliche übernatürliche Zahl l die Index-Dreiergruppe (9,-8,3) haben, und ihr Nachfolger l+1 die Gruppe (9,-8,4).


  Nun gibt es nicht nur eine Methode zur Indizierung der übernatürlichen Zahlen; verschiedene Methoden bieten verschiedene Vor- und Nachteile. Bei gewissen Indizierungs-Schemata ist es ganz leicht, die Index-Dreiergruppe für die Summe zweier übernatürlicher Zahlen zu berechnen, wenn man die Indices der zu addierenden Zahlen kennt. Bei anderen Indizierungs-Schemata ist es sehr leicht, die Index-Dreiergruppe für das Produkt zweier übernatürlicher Zahlen zu berechnen, wenn man die Indices der beiden zu multiplizierenden Zahlen kennt. Bei keinem Indizierungsschema ist es aber möglich, beide zu berechnen. Genauer gesagt: wenn der Index der Summe vermittels einer rekursiven Funktion berechnet werden kann, dann ist der Index des Produkts keine rekursive Funktion, und umgekehrt, wenn der Index des Produkts eine rekursive Funktion ist, dann ist es der Index der Summe nicht. Deshalb muß man gegenüber übernatürlichen Schulkindern, die ihre übernatürliche Additionstabelle lernen, nachsichtig sein, wenn sie ihre übernatürliche Multiplikationstabelle nicht können — und umgekehrt! Beides zur gleichen Zeit geht nicht.


  Übernatürliche Zahlen sind nützlich ...


  Man kann über die Zahlentheorie der übernatürlichen Zahlen hinausgehen und übernatürliche Brüche (Quotienten zweier übernatürlicher Zahlen), übernatürliche reelle Zahlen usw. ins Auge fassen. Tatsächlich kann die Analysis unter Verwendung des Begriffs der übernatürlichen reellen Zahlen neu fundiert werden. Infinitesimalausdrücke wie dx und dy, diese alten Schreckgespenster der Mathematiker, können vollständig gerechtfertigt werden, wenn man sie als die reziproken Werte von unendlich großen reellen Zahlen auffaßt. Gewisse SÄTZE in der höheren Analysis können vermittels der „Nicht-Standard-Analysis“ anschaulich bewiesen werden.


  ... aber sind sie reell?


  Nicht-Standard-Zahlentheorie ist verwirrend, wenn man ihr zuerst begegnet. Aber auch die nichteuklidische Geometrie ist ein verwirrendes Thema. In beiden Fällen verspürt man den unwiderstehlichen Drang zu fragen: „Aber welche dieser beiden rivalisierenden Theorien ist richtig? Was ist die Wahrheit?“ In einem gewissen Sinn gibt es auf eine solche Frage keine Antwort. (Und doch gibt es sie in einem anderen Sinn — auf den wir zurückkommen werden.) Der Grund, warum die Frage ohne Antwort bleibt, ist der, daß die beiden rivalisierenden Theorien, obgleich sie die gleichen Ausdrücke verwenden, nicht über die gleichen Begriffe sprechen. Somit sind sie Rivalen nur an der Oberfläche, genau wie euklidische und nichteuklidische Geometrien. In der Geometrie sind die Wörter wie „Punkt“, „Gerade“ usw. undefinierte Ausdrücke, und ihre Bedeutung wird bestimmt durch das axiomatische System, in dem sie Verwendung finden.


  Und so auch mit der Zahlentheorie. Als wir uns entschlossen, TNT zu formalisieren, wählten wir im voraus die Ausdrücke aus, die wir als Interpretationswörter verwenden wollten — zum Beispiel Wörter wie „Zahl“, „plus“, „mal“ usw. Indem wir zur Formalisierung schritten, legten wir uns darauf fest, daß wir jegliche passive Bedeutung akzeptieren würden, die diese Ausdrücke annehmen könnten. Aber genau wie Saccheri rechneten wir nicht mit Überraschungen. Wir glaubten zu wissen, was die wahre, die wirkliche, die einzige Zahlentheorie ist. Wir wußten nicht, daß es gewisse Fragen über Zahlen geben würde, die TNT offen ließ, und die deshalb beliebig durch Erweiterung von TNT in verschiedenen Richtungen beantwortet werden könnten. So gibt es keine Grundlage für die Behauptung, Zahlentheorie sei „in Wirklichkeit“ so oder anders, genau so wie man abgeneigt wäre zu sagen, daß die Quadratwurzel von -1 „in Wirklichkeit“ existiere oder „in Wirklichkeit“ nicht existiere.


  Verästelungen in der Geometrie und Physiker


  Es gibt ein Argument, das gegen das Vorstehende ins Feld geführt werden kann und vielleicht sollte. Nehmen wir an, daß Experimente in der wirklichen, physischen Welt weniger aufwendig in einer gewissen Form der Geometrie als in jeder anderen erklärt werden können. Dann ist es vernünftig, zu sagen, daß diese Geometrie „wahr“ ist. Vom Standpunkt des Physikers aus, der die „richtige“ Geometrie verwenden will, ist es darum vernünftig, zwischen der „wahren“ Geometrie und den anderen eine Unterscheidung zu treffen. Das darf man aber nicht zu stark vereinfacht sehen. Physiker haben es immer mit Annäherungen und Idealisierungen von Situationen zu tun. Zum Beispiel basiert meine in Kapitel V erwähnte Doktorarbeit auf einer extremen Idealisierung des Problems von einem Kristall in einem magnetischen Feld. Die sich daraus ergebende mathematische Darstellung war von einer Schönheit und Symmetrie hohen Grades. Trotz, oder vielmehr wegen der Künstlichkeit des Modells enthüllte die graphische Darstellung deutlich einige grundlegende Eigenschaften. Diese Eigenschaften führten dann zu gewissen Vermutungen über Dinge, die in wirklichen Situationen geschehen könnten. Ohne die vereinfachenden Annahmen, die meinen Graph erzeugten, hätte es aber nie solche Erkenntnisse gegeben. Derartiges läßt sich in der Physik immer wieder feststellen, wenn ein Physiker eine „nicht-wirkliche“ Situation verwendet, um etwas über die tief verborgenen Eigenschaften der Wirklichkeit zu entdecken. Deshalb sollte man äußerst vorsichtig sein, wenn man sagt, daß die Sorte Geometrie, die der Physiker zu verwenden gedenkt, die „wahre“ Geometrie darstellt, denn tatsächlich werden die Physiker immer eine Vielzahl von verschiedenen Geometrien verwenden, und in einer bestimmten Situation diejenige auslesen, die die einfachste und bequemste ist.


  Außerdem — und das ist vielleicht noch wichtiger — erforschen die Physiker nicht einfach den dreidimensionalen Raum, in dem wir leben. Es gibt ganze Familien von „abstrakten Räumen“, in denen physikalische Berechnungen stattfinden, Räume, die ganz andere geometrische Eigenschaften besitzen als der physikalische Raum, in dem wir leben. Wer kann also sagen, daß die „wahre Geometrie“ durch den Raum definiert wird, in dem Uranus und Neptun die Sonne umkreisen? Da gibt es den „Hilbert-Raum“, wo die quantenmechanischen Wellenfunktionen wogen; da gibt es den „Impuls-Raum“, wo Fourier-Komponenten hausen; da gibt es den „reziproken Raum“, wo die Wellen-Vektoren sich tummeln; da gibt es den „Phasenraum“, in dem Konfigurationen von vielen Teilchen herumsausen usw. Es liegt überhaupt kein Grund vor, warum die Geometrie aller dieser Räume dieselbe sein sollte, ja, sie könnte es unmöglich sein. Deshalb ist es für den Physiker wesentlich und lebenswichtig, daß es verschiedene „rivalisierende“ Geometrien gibt.


  Verästelungen in der Zahlentheorie und Bankiers


  Soviel zur Geometrie. Wie steht es mit der Zahlentheorie? Ist es ebenfalls wesentlich und lebenswichtig, daß verschiedene Zahlentheorien nebeneinander existieren? Wenn man einen Bankbeamten fragt, würde er, glaube ich, Entsetzen und Ungläubigkeit an den Tag legen. Wie könnte 2 plus 2, wenn addiert, etwas anderes ergeben als 4? Und überdies: wenn 2 plus 2 nicht 4 ergäbe, bräche nicht die Weltwirtschaft unter der sich ergebenden unerträglichen Unsicherheit sofort zusammen? Nicht ganz. Zunächst bedroht die Nicht-Standard-Zahlentheorie die uralte Vorstellung nicht, wonach 2 plus 2 gleich 4 ist. Sie unterscheidet sich von der gewöhnlichen Zahlentheorie lediglich in der Art und Weise, wie sie mit dem Begriff der Unendlichkeit umgeht. Schließlich bleibt ja jeder SATZ von TNT ein SATZ in jeder Erweiterung von TNT! Der Bankier braucht also nicht ob des Chaos zu verzweifeln, das ausbrechen wird, wenn die Nicht-Standard-Zahlentheorie ans Ruder kommt.


  Und wenn man Befürchtungen darüber hegt, daß alte Tatsachen geändert werden, verrät das ohnehin ein Mißverständnis über die Beziehungen zwischen der Mathematik und der wirklichen Welt. Die Mathematik erteilt Antworten nur auf Fragen in der wirklichen Welt, nachdem man den entscheidenden Schritt getan hat: die Wahl der anzuwendenden Mathematik. Sogar wenn es eine rivalisierende Zahlentheorie gäbe, die die Symbole „2“, „3“ und „+“ verwendete, und in der es einen SATZ „2 + 2 = 3“ gäbe, hätten die Bankiers wenig Anlaß, diese Theorie zu verwenden, denn sie entspräche nicht der Art und Weise, wie das Geld funktioniert. Man paßt seine Mathematik der Welt an, nicht umgekehrt. Zum Beispiel wenden wir die Zahlentheorie nicht auf Wolkensysteme an, weil der Begriff der ganzen Zahl kaum auf sie zutrifft. Da ist etwa eine Wolke und noch eine andere, sie kommen zusammen, und anstatt zwei sind es eine. Das beweist nicht, daß 1 + 1 = 1; es beweist nur, daß unser zahlentheoretischer Begriff „eins“ nicht in seiner ganzen Stärke auf das Zählen von Wolken anwendbar ist.


  Verästelungen in der Zahlentheorie und Metamathematiker


  Bankiers, Wolkenzähler und die meisten von uns brauchen sich also über das Auftauchen übernatürlicher Zahlen keine Sorgen zu machen; sie beeinflussen unsere normale Wahrnehmung nicht im geringsten. Die einzigen Menschen, die tatsächlich etwas besorgt sein könnten, sind diejenigen, die in irgendeiner entscheidenden Weise von dem Wesen der unendlichen Gebilde abhängen. Es gibt nicht allzuviele, aber mathematische Logiker gehören in diese Kategorie. Wie kann die Existenz einer Verästelung in der Zahlentheorie sie berühren? Nun, die Zahlentheorie spielt in der Logik zwei Rollen: 1) wenn axiomisiert, ist sie ein Forschungsgegenstand und 2) wenn informal gebraucht, ein unentbehrliches Werkzeug zur Erforschung formaler Systeme. Das ist noch einmal der Unterschied zwischen Gebrauch und Erwähnung; in der ersten Rolle wird die Zahlentheorie erwähnt, in der zweiten verwendet.


  Nun haben die Mathematiker bestimmt, daß die Zahlentheorie für das Studium formaler Systeme, wenn auch nicht für die Zählung von Wolken, anwendbar ist, genau wie Bankiers zum Urteil gekommen sind, daß die Arithmetik der reellen Zahlen auf ihre Transaktionen anwendbar ist. Das ist ein extramathematisches Urteil und zeigt, daß die gedanklichen Prozesse, die in der mathematischen Arbeit nötig sind, genau wie die anderen Bereiche „verwickelte Hierarchien“ brauchen, in denen Gedanken auf einer Ebene die auf einer anderen Ebene beeinflussen können. Die Ebenen sind nicht säuberlich getrennt, wie die formalistische Definition dessen, was die Mathematik ist, einen glauben machen möchte.


  Die formalistische Philosophie behauptet, daß sich die Mathematiker nur mit abstrakten Symbolen beschäftigen und daß es ihnen völlig gleichgültig ist, ob die Symbole sich in irgendeiner Weise auf die Wirklichkeit beziehen. Das aber ist eine völlig verzerrte Ansicht. Dies zeigt sich nirgends klarer als in der Metamathematik. Wenn die Zahlentheorie selbst als ein Hilfsmittel zum Gewinn faktischen Wissens über formale Systeme verwendet wird, dann geben Mathematiker stillschweigend ihren Glauben zu erkennen, daß die ätherischen Gebilde namens „natürliche Zahlen“ tatsächlich ein Teil der Wirklichkeit und nicht einfach Erfindungen sind. Das ist der Grund, warum ich weiter oben beiläufig erwähnte: daß es in einem gewissen Sinn eine Antwort auf die Frage gibt, welche Version der Zahlentheorie „wahr“ ist. Das ist des Pudels Kern: mathematische Logiker müssen auswählen, welcher Version der Zahlentheorie sie vertrauen wollen. Insbesondere können sie angesichts der Frage nach der Existenz oder Nicht-Existenz der übernatürlichen Zahlen nicht neutral bleiben, denn die beiden verschiedenen Theorien können auf metamathematische Fragen verschiedene Antworten geben.


  Nehmen wir zum Beispiel die Frage: „Läßt sich ~G in TNT in endlicher Weise ableiten?“ Die Antwort kennt niemand. Trotzdem würden die meisten mathematischen Logiker ohne Zögern mit „nein“ antworten. Die Intuition, die diese Antwort hervorruft, fußt auf der Tatsache, daß wenn ~G ein SATZ wäre, TNT ω-widerspruchsvoll wäre, und das würde uns zwingen, die übernatürlichen Zahlen zu schlucken, wenn wir TNT sinnvoll interpretieren wollten — für die meisten Menschen ein keineswegs schmackhafter Gedanke. Schließlich beabsichtigten oder erwarteten wir nicht, daß übernatürliche Zahlen ein Teil von TNT seien, als wir es erfanden. Das heißt, wir oder doch die meisten von uns — glauben, es sei möglich, eine Formalisierung der Zahlentheorie vorzunehmen, die uns nicht zum Glauben zwingt, daß übernatürliche Zahlen genau so wirklich sind wie die natürlichen. Es ist diese Anschauung der Wirklichkeit, die bestimmt, auf welchen „Ast“ der Zahlentheorie die Mathematiker ihre Hoffnung setzen, wenn die Kugel rollt. Aber dieser Glaube kann falsch sein. Vielleicht impliziert jede von Menschen erfundene widerspruchsfreie Formalisierung der Zahlentheorie die Existenz übernatürlicher Zahlen, da sie ω-widerspruchsvoll ist. Ein merkwürdiger Gedanke, aber vorstellbar.


  Wäre das der Fall — was ich bezweifle, aber ein Gegenbeweis liegt nicht vor —, dann brauchte G nicht unentscheidbar zu sein. Es könnte tatsächlich überhaupt keine unentscheidbaren TNT-Formeln geben, sondern einfach eine nicht verästelte Zahlentheorie — die notwendigerweise übernatürliche Zahlen einschlösse. Das ist nicht gerade das, was mathematische Logiker erwarten, aber doch etwas, das man nicht von vornherein verwerfen sollte. Im allgemeinen glauben mathematische Logiker, daß TNT — und ähnliche Systeme — ω-widerspruchsfrei sind, und daß die innerhalb eines solchen Systems konstruierbare Gödelkette unentscheidbar ist. Das bedeutet, daß man nach Wahl ihre Verneinung oder sie selbst als ein Axiom beifügen kann.


  Hilberts Zehntes Problem und Herr Schildkröte


  Ich möchte dieses Kapitel damit beschließen, daß ich eine Erweiterung von Gödels Satz anführe. (Dieses Thema wird vollständiger in dem Artikel „Hilbert's Tenth Problem“ von Martin Davis und Reuben Hersh, Scientific American, Nov. 1973, behandelt.) Dazu muß ich erst definieren, was eine diophantische Gleichung ist, nämlich eine, in der ein Polynom mit festen ganzzahligen Koeffizienten und Exponenten gleich 0 angesetzt wird. Zum Beispiel sind


  a = 0


  und


  5x + 13y - 1 = 0


  und


  5p5 + 17q17 - 177 = 0


  und


  a123,666,111,666 + b123,666,111,666 - c123,666,111,666 = 0


  diophantische Gleichungen. Im allgemeinen ist es schwierig, zu wissen, ob eine bestimmte diophantische Gleichung eine Lösung in ganzen Zahlen besitzt oder nicht. Zu Beginn dieses Jahrhunderts forderte Hilbert in einem berühmten Vortrag die Mathematiker auf, nach einem allgemeinen Algorithmus zu suchen, vermittels dessen man in einer endlichen Anzahl von Schritten entscheiden kann, ob eine bestimmte diophantische Gleichung ganzzahlige Lösungen besitzt oder nicht. Er konnte nicht ahnen, daß es einen solchen Algorithmus nicht gibt!


  Nun zu der Vereinfachung von G. Es ist gezeigt worden, daß, wann immer man eine hinlänglich leistungsfähige formale Zahlentheorie und eine Gödelnumerierung besitzt, es eine diophantische Gleichung gibt, die G äquivalent ist. Die Äquivalenz liegt in der Tatsache, daß die Gleichung, wenn auf der metamathematischen Ebene interpretiert, von sich selbst behauptet, sie habe keine Lösung. Kehren wir die Sache um. Wenn man dafür eine Lösung fände, könnte man von der Gödel-Nummer eines Beweises in dem System beweisen, daß die Gleichung keine Lösung besitzt. Das ist es, was Herr Schildkröte im Präludium tat, wobei er Fermats Gleichung als seine diophantische Gleichung benutzte. Es ist gut zu wissen, daß wenn man das tut, man die Klänge des alten Bach aus den Molekülen in der Luft wiedererlangen kann!


  Geburtstagskantatatata


  An einem schönen Maitag treffen sich Theo Schildkröte und Achilles beim Wandern im Wald. Der letztere, schön herausgeputzt hüpft tänzelnd zu einer Melodie, die er vor sich hin summt. An seiner Weste trägt er einen großen bunten Button mit der Inschrift „Heute ist mein Geburtstag“.


  Schildkröte: Hallo, Achilles. Warum so fröhlich heute? Ist heute zufällig etwa Ihr Geburtstag?


  Achilles: Ja, ja! So ist es, heute ist mein Geburtstag!


  Schildkröte: Das hatte ich mir gedacht, wegen des Buttons, den sie tragen, und außerdem weil Sie, wenn ich mich nicht täusche, eine Melodie aus Bachs Geburtstagskantate singen, die er im Jahre 1727 zum 57. Geburtstag von Friedrich August von Sachsen schrieb.


  Achilles: Richtig. Und Augusts Geburtstag fällt mit meinem zusammen, und so hat DIESE Geburtstagskantate einen doppelten Sinn. Mein Alter verrate ich Ihnen jedoch nicht.


  Schildkröte: Oh, das geht in Ordnung. Etwas anderes wüßte ich jedoch schon gerne. Wäre es nach dem, was Sie bisher gesagt haben, richtig zu schließen, daß heute Ihr Geburtstag ist?


  Achilles: Ja, ja, wäre es. Heute IST mein Geburtstag.


  Schildkröte: Sehr schön. Genau wie ich vermutete. Ich WERDE deshalb jetzt schließen, daß es Ihr Geburtstag ist, wenn nicht ...


  Achilles: Wenn nicht was?


  Schildkröte: Wenn es nicht ein verfrühter oder voreiliger Schluß wäre. Schließlich haben Schildkröten zu rasche Entschlüsse nicht gern. (Wir mögen's überhaupt nicht rasch, aber schon gar nicht bei Schlüssen.) Lassen Sie mich also einfach fragen, da ich ja ganz genau weiß, daß Sie logisches Denken lieben, ob es vernünftig ist, aus den vorhergehenden Aussagen logisch zu schließen, daß heute tatsächlich Ihr Geburtstag ist.


  Achilles: Ich glaube, ich entdecke ein Muster in Ihren Fragen, Herr S. Aber anstatt nun meinerseits rasche Schlüsse zu ziehen, nehme ich Ihre Frage, so wie sie ist, und beantworte sie ohne Umschweife. Die Antwort lautet: JA.


  Schildkröte: Gut! Gut! Dann brauche ich nur noch eines zu wissen, um ganz sicher zu sein, daß heute —


  Achilles: Ja, ja, ja, ja ... Ich sehe schon, worauf Sie mit der Fragerei hinauswollen, Herr S. Sie sollten wissen, daß ich nicht mehr so leichtgläubig bin wie damals, als wir Euklids Beweis diskutierten.


  Schildkröte: Wer hätte Sie jemals für leichtgläubig gehalten? Ganz im Gegenteil: ich betrachte Sie als einen Experten für Formen logischen Denkens, eine Autorität der Wissenschaft der gültigen Ableitungen — einen Quell des Wissens um richtige Methoden folgerichtigen Denkens ... Sie sind, um die Wahrheit zu sagen, in meinen Augen ein wahrer Titan in der Kunst der rationalen Cogitatio. Und nur aus diesem Grunde möchte ich Sie fragen: „Bieten die vorausgehenden Aussagen genügend Evidenz, daß ich, ohne mir weiter den Kopf zu zerbrechen, schließen kann, daß heute Ihr Geburtstag ist?“


  Achilles: Sie erdrücken mich mit Ihrer Schmeichelei, Herr S. — ENTZÜCKEN, meine ich. Was mir aber auffällt, ist die ständige Wiederholung Ihrer Fragestellung — und nach meiner Einschätzung hätten Sie so gut wie ich jedesmal „Ja“ antworten können.


  Schildkröte: Natürlich hätte ich das tun können, Achilles. Aber, sehen Sie, das hätte bedeutet, eine Wilde Vermutung zu äußern — und Schildkröten verabscheuen Wilde Vermutungen. Schildkröten formulieren nur Begründete Vermutungen. Ach ja — die Macht der Begründeten Vermutungen. Sie können sich nicht vorstellen, wieviel Menschen es versäumen, bei ihren Vermutungen alle Relevanten Faktoren zu berücksichtigen.


  Achilles: Mir scheint, daß es in diesem ganzen Geschwätz nur EINEN relevanten Faktor gibt, und das war meine erste Feststellung.


  Schildkröte: Gewiß — da ist zunächst EINER der in Betracht zu ziehenden Faktoren, würde ich sagen — aber wollen Sie, daß ich die Logik mißachte, jene von den Alten verehrte Wissenschaft? Logik ist immer ein Relevanter Faktor, wenn man Begründete Vermutungen aufstellt, und da ich einen berühmten Experten in Sachen Logik bei mir habe, kam es mir nur logisch vor, aus dieser Tatsache Nutzen zu ziehen und meine Ahnungen zu bestätigen, indem ich ihn direkt frage, ob meine Intuitionen richtig sind. Lassen Sie mich also damit endlich herausrücken und Sie direkt fragen: „Gestatten mir die vorhergehenden Sätze, ohne jeden Zweifel zu schließen, daß heute Ihr Geburtstag ist?“


  Achilles: Also zum letzten Mal: JA. Aber offen gesagt, ich habe den deutlichen Eindruck, daß sie diese Antwort — wie auch alle vorhergehenden — sich selbst hätten geben können.


  Schildkröte: Wie weh mir Ihre Worte tun! Ich wollte, ich wäre so weise, wie Ihre Unterstellung es andeutet. Aber ich, Theo, bin nur ein nichtswürdiger Sterblicher, ganz und gar unwissend und nur von der Sehnsucht erfüllt, alle Relevanten Faktoren einzubeziehen, und deshalb mußte ich die Antwort auf alle diese Fragen wissen.


  Achilles: Gut, klären wir die Sache ein für allemal. Die Antwort auf alle vorhergehenden und auf alle nachfolgenden Fragen, die Sie mir noch stellen werden, ist einfach: JA.


  Schildkröte: Wunderbar! Mit einem einzigen Streich haben Sie das ganze Durcheinander in der für Sie charakteristischen einfallsreichen Weise umgangen. Ich hoffe, Sie haben nichts dagegen, wenn ich diesen geistreichen Kunstgriff ein ANTWORTSCHEMA nenne. Es rollt die Ja-Antworten Nr. 1, 2, 3 usw. in einem einzigen Ball zusammen. Und da es am Ende der Linie steht, verdient es den Titel „Antwortschema Omega“, da „ω“ der letzte Buchstabe des griechischen Alphabets ist — als ob ich IHNEN das sagen müßte!


  Achilles: Es ist mir gleich, wie Sie es nennen. Ich bin einfach sehr erleichtert, daß Sie mir endlich zustimmen, daß mein Geburtstag ist, und wir zu einem anderen Thema übergehen können — z. B. zu dem, was Sie mir schenken wollen.


  Schildkröte: Halt, nicht so schnell. Ich WERDE zugeben, daß Ihr Geburtstag ist, unter einer Bedingung.


  Achilles: Welcher? Daß ich nicht um ein Geschenk bitte?


  Schildkröte: Keineswegs. Ich freue mich sogar darauf, Ihnen ein gutes Geburtstagsmenü zu spendieren, unter der einzigen Voraussetzung, daß ich davon überzeugt bin, daß die Kenntnis all dieser Ja-Antworten (wie sie Antwortschema ω liefert) mich direkt und ohne weitere Umschweife zu dem Schluß führt, daß heute Ihr Geburtstag ist. Das ist der Fall, nicht wahr?


  Achilles: Ja, natürlich.


  Schildkröte: Gut. Und jetzt habe ich die Ja-Antwort ω + 1. Mit ihr gewappnet, kann ich dazu übergehen, die Hypothese zu akzeptieren, daß heute Ihr Geburtstag ist, wenn dieses Vorgehen gültig ist. Wären Sie so freundlich, Achilles, mir in dieser Sache einen Rat zu geben?


  Achilles: Was ist denn das? Ich dachte, ich hätte Ihre unendliche List durchschaut. Befriedigt die Ja-Antwort ω + 1 etwa nicht? Gut. Ich gebe ihnen nicht nur die Ja-Antworten ω + 2, sondern auch die Ja-Antworten ω + 3, ω + 4, usw.


  Schildkröte: Wie großzügig Sie sind, Achilles. Und das an Ihrem Geburtstag, wenn ich IHNEN Geschenke machen sollte, anstatt umgekehrt. Oder vielmehr, ich VERMUTE, daß Ihr Geburtstag ist. Ich denke, ich kann schließen, daß Ihr Geburtstag ist, jetzt, bewaffnet mit dem neuen Antwort-Schema, das ich „Antwort-Schema 2ω“ nennen will. Aber sagen Sie mir, Achilles: Erlaubt Antwort Schema 2ω tatsächlich, diesen gewaltigen Sprung zu tun, oder habe ich irgend etwas nicht beachtet?


  Achilles: Mich führen Sie nicht mehr hinters Licht, Herr S. Ich habe einen Weg gefunden, diesem albernen Spiel ein Ende zu setzen. Ich schenke Ihnen hiermit ein Antwort-Schema, das allen Antwort-Schemata ein Ende bereitet! Das heißt, ich schenke Ihnen gleichzeitig die Antwort-Schemata ω, 2ω, 3ω, 4ω, 5ω usw. Mit diesem Meta-Antwort-Schema bin ich aus diesem ganzen System mit Haut und Haaren HINAUSGESPRUNGEN, habe dieses närrische Spiel transzendiert, in dem Sie mich gefangen zu haben glaubten — so, jetzt ist SCHLUSS damit!


  Schildkröte: Gute Güte! Achilles, ich fühle mich als Empfänger eines so leistungsfähigen Antwort-Schemas geehrt. So etwas Gigantisches hat der menschliche Geist wohl selten ersonnen, glaube ich, und ich bin voller Ehrfurcht vor seiner Kraft. Hätten Sie etwas dagegen, wenn ich Ihrem Geschenk einen Namen gäbe?


  Achilles: Aber durchaus nicht.


  Schildkröte: Dann will ich es „Antwort-Schema ω2“ nennen. Und wir können uns in Kürze anderen Dingen zuwenden — sobald Sie mir sagen, ob der Besitz von Antwort-Schema ω2 mir den Schluß gestattet, daß heute Ihr Geburtstag ist.


  Achilles: Oh, weh mir? Kann ich jemals das Ende dieses qualvollen Pfades erreichen? Was kommt als nächstes?


  Schildkröte: Nun, nach Antwort-Schema ω2 kommt Antwort ω2 + 1. Und dann Antwort ω2 + 2. Und so weiter. Aber man kann sie alle in ein Paket verschnüren, nämlich Antwort-Schema ω2 + ω. Und dann gibt es eine ganze Anzahl von anderen Antwort-Paketen, wie zum Beispiel ω2 + 2ω und ω2 + 3ω ... Schließlich kommt man zum Antwort-Schema 2ω2 und nach einer Weile zu den Antwort-Schemata 3ω2 und 4ω2. Jenseits von Ihnen gibt es noch weitere Antwort-Schemata wie etwa ω3, ω4, ω5 und so fort. Wissen Sie, das geht ziemlich lange so weiter.


  Achilles: Das kann ich mir gut vorstellen. Ich nehme an, nach einer gewissen Zeit kommen wir zum Antwort-Schema ωω.


  Schildkröte: Natürlich.


  Achilles: Und dann ωωω und ωωωω ?


  Schildkröte: Sie sind recht rasch von Begriff, Achilles. Ich habe einen Vorschlag, wenn Sie nichts einzuwenden haben. Warum werfen Sie nicht alles das zusammen in ein einziges Antwort-Schema?


  Achilles: Nun gut, obgleich mir Zweifel kommen, ob das irgendwelchen Nutzen bringt.


  Schildkröte: Mir scheint, daß innerhalb der Benennungskonventionen, die wir bisher aufgestellt haben, es keinen einleuchtenden Namen dafür gibt. So sollten wir ihm vielleicht einfach einen willkürlichen Namen geben: Antwort-Schema εo.


  Achilles: Verflucht nochmal! Jedes Mal, wenn Sie einer meiner Antworten einen NAMEN geben, scheint dies zu signalisieren, daß meine Hoffnung, jene Antwort könne Sie befriedigen, zunichte gemacht zu werden droht. Warum lassen wir dieses Antwort-Schema nicht einfach namenlos?


  Schildkröte: Das können wir kaum tun, Achilles. Wir könnten uns niemals darauf beziehen, wenn es keinen Namen hätte. Und außerdem ist an diesem speziellen Antwort-Schema etwas Zwingendes und eigentlich Schönes. Es wäre ziemlich stillos, es namenlos zu lassen. Und Sie würden doch an Ihrem Geburtstag nichts Stilloses tun, nicht wahr? Aber IST überhaupt Ihr Geburtstag? Halt, da wir doch von Geburtstagen reden, heute ist der MEINIGE!


  Achilles: Tatsächlich?


  Schildkröte: Jawohl. Nun, eigentlich ist es der Geburtstag meines Onkels, aber das läuft fast auf das Gleiche hinaus. Wie wäre es, wenn Sie mich heute abend zu einem köstlichen Geburtstagsmenü einlüden?


  Achilles: Moment mal, Herr S. Heute ist MEIN Geburtstag. Sie sollten die Einladung übernehmen!


  Schildkröte: Es ist Ihnen aber niemals gelungen, mich von der Glaubwürdigkeit dieser Bemerkung zu überzeugen. Sie sind mit Ihren Antworten, Antwort-Schemata und was sonst noch allem wie die Katze um den heißen Brei geschlichen. Alles was ich wissen wollte, war, ob Sie Geburtstag haben oder nicht, aber Sie haben es fertiggebracht, mich völlig zu verwirren. Nun ja, sehr schade. Auf jeden Fall aber bin ich glücklich, Ihnen gestatten zu können, mich heute abend zu einem Geburtstagsmenü einzuladen.


  Achilles: Sehr schön. Ich weiß auch schon wo. Es gibt dort eine große Auswahl köstlicher Suppen. Und ich weiß auch genau, was für eine Suppe wir essen sollten ...


  KAPITEL XV


  Aus dem System hinausspringen


  Ein stärkeres formales System


  EIN BEDÄCHTIGER KRITIKER von Gödels Beweis könnte unter anderem den Grad der Allgemeingültigkeit prüfen. Ein solcher Kritiker könnte zum Beispiel den Verdacht hegen, daß Gödel sich einfach listigerweise eines Mangels in einem speziellen formalen System, TNT, bedient hätte. Wäre dies der Fall, dann ließe sich vielleicht ein TNT überlegenes System entwickeln, in dem Gödels Trick nicht anwendbar wäre, und Gödels Satz würde viel von seinem Biß verlieren. In diesem Kapitel werden wir nun sorgfältig die Eigenschaften von TNT prüfen, die sie gegenüber den Argumenten im letzten Kapitel verwundbar machte.


  Ein ganz natürlicher Gedanke ist dieser: Wenn die grundlegende Schwierigkeit von TNT darin besteht, daß sie ein „Loch“ enthält — mit andern Worten, eine Aussage, die unentscheidbar ist, nämlich G — warum dann nicht einfach das Loch stopfen? Warum dann nicht einfach G als sechstes Axiom an TNT anheften? Natürlich ist G verglichen mit den anderen Axiomen ein lachhaft riesiger Gigant, und das daraus resultierende System TNT+G sähe wegen der Unproportioniertheit seiner Axiome eher komisch aus. Sei es wie es wolle; die Hinzufügung von G ist ein vernünftiger Vorschlag. Nehmen wir an, er werde ausgeführt. Nun hoffen wir also, daß das neue System TNT+G ein TNT überlegenes formales System sei — eines, das nicht nur frei von übernatürlichen Zahlen ist, sondern auch vollständig. Sicher ist, daß TNT+G mindestens in einer Hinsicht TNT überlegen ist: die Kette G ist in diesem neuen System nicht mehr unentscheidbar, da sie ein SATZ ist.


  Was war der Grund für die Verwundbarkeit von TNT? Im wesentlichen die Fähigkeit, Aussagen über sich selbst auszudrücken — im besonderen die Aussage:


  „Ich kann im formalen System TNT nicht bewiesen werden“,


  oder etwas erweitert:


  „Es gibt keine natürliche Zahl, die mit der Gödel-Nummer dieser Kette

  ein TNT-Beweis-Paar bildet.“


  Liegt ein Grund zu der Erwartung oder Hoffnung vor, daß TNT+G gegenüber dem Gödelschen Beweis unverwundbar wäre? Eigentlich nicht. Unser neues System kann genau soviel ausdrücken wie TNT. Da Gödels Beweis in erster Linie auf der Ausdruckskraft eines formalen Systems beruht, sollte es uns nicht überraschen zu sehen, daß auch unser neues System zusammenbricht. Der Trick wird darin bestehen, eine Kette zu finden, die die Aussage ausdrückt:


  „Ich kann im formalen System TNT+G nicht bewiesen werden.“


  Eigentlich ist es gar kein so aufregender Trick, wenn man einmal erkannt hat, wie er in TNT ausgeführt wurde. Die gleichen Grundsätze werden angewandt; nur der Zusammenhang verschiebt sich leicht. (Bildlich gesprochen nehmen wir eine Melodie, die wir kennen, und singen sie einfach noch einmal, nur in einer höheren Tonart.) Wie oben wird die Kette, die wir suchen -- nennen wir sie „G“ — durch die Vermittlung eines „Onkels“ konstruiert. Aber anstatt auf der Formel zu basieren, die TNT-Beweispaare repräsentiert, basiert sie auf der ähnlichen, aber etwas komplizierteren Vorstellung von TNT+G-Beweispaaren. Diese Vorstellung von TNT+G-Beweispaaren ist lediglich eine geringfügige Erweiterung des ursprünglichen Begriffes des TNT-Beweispaares.


  Eine ähnliche Erweiterung ließe sich für das MIU-System ins Auge fassen. Die reine Form von MIU-Beweispaaren haben wir bereits gesehen. Wenn wir nun MU als ein zweites Axiom hinzufügten, hätten wir es mit einem neuen System zu tun — dem MIU + MU-System. Eine Ableitung in diesem erweiterten System lautet:


  
    
      	
        MU

      

      	
        Axiom

      
    


    
      	
        MUU

      

      	
        Regel 2

      
    

  


  Es gibt ein entsprechendes MIU + MU-Beweispaar, nämlich m = 30300, n = 300. Dieses Zahlenpaar bildet natürlich kein MIU-Beweispaar — sondern ein MIU + MU-Beweispaar. Die Beifügung eines zusätzlichen Axioms kompliziert die arithmetischen Eigenschaften von Beweispaaren nur wenig. Die entscheidende Tatsache — daß ein Beweispaar primitiv rekursiv ist — bleibt erhalten.


  Erneute Anwendung von Gödels Methode


  Wenn wir nunmehr zu TNT+G zurückkehren, werden wir eine ähnliche Situation vorfinden. TNT+G-Beweispaare sind wie ihre Vorgänger primitiv rekursiv, werden also innerhalb von TNT+G durch eine Formel repräsentiert, die wir auf naheliegende Weise abkürzen:


  (TNT+G)-BEWEISPAAR {a,a'}


  Nun tun wir alles einfach noch einmal. Wir bilden die Entsprechung von G, indem wir genau wie vorher mit einem „Onkel“ beginnen:


  ~∃a:∃a':<(TNT+G)-BEWEISPAAR {a,a'}∧ARITHMOQUINE{a'',a'}>


  Sagen wir, seine Gödel-Zahl wäre u'. Nun arithmoquinieren wir eben diesen Onkel. Das ergibt G':


  
    
      	
        ~∃a:∃a':<(TNT+G)-BEWEISPAAR {a,a'}∧ARITHMOQUINE{SSS...SSS0/a'',a'}>

      
    


    
      	
        ~∃a:∃a':<(TNT+G)-BEWEISPAAR {a,a'}∧ARITHMOQUINE{[image: ][image: ][image: ][image: ][image: ]

      
    


    
      	
        ~∃a:∃a':<(TNT+G)-BEWEISPAAR {a,a'}∧ARITHMOQUINE{SSu'S' s

      
    

  


  Seine Interpretation lautet:


  „Es gibt keine Zahl a, die mit der Arithmoquinierung von u'


  ein TNT+G-Beweispaar bildet.“


  Konziser:


  „Ich kann im formalen System TNT+G nicht bewiesen werden.“


  Mehrfache Verästelung


  Nun (Gähn!), von hier an werden diese Einzelheiten recht langweilig. G' verhält sich zu TNT+G genauso wie G zu TNT selbst. Es zeigt sich, daß entweder G' oder ~G' zu TNT+G hinzugefügt werden können, und sich so eine weitere Aufspaltung der Zahlentheorie ergibt. Und damit man nicht glaube, daß dies nur den „Guten“ zustößt, kann man denselben gemeinen Streich TNT+~G spielen — d. h. auch der Nicht-Standarderweiterung von TNT, die man durch die Hinzufügung der Negation von G erhält. So sehen wir (Abb. 75); daß es in der Zahlentheorie Verästelungen aller Art gibt: Das ist natürlich nur der Anfang. Stellen wir uns vor, daß wir uns den äußersten linken Zweig dieses nach unten zeigenden Baumes hinunterbewegen, wobei wir immer die Gödel-Formeln (und nicht ihre Verneinung) hinzufügen. Mehr können wir zur Ausmerzung übernatürlicher Zahlen nicht tun. Nachdem wir G hinzugefügt haben, fügen wir G' hinzu, dann G“ und G"', usw. Jedes Mal , wenn wir eine neue Erweiterung von TNT vornehmen, erlaubt uns ihre Verwundbarkeit durch Schildkröts Methode — Verzeihung, ich meine Gödels Methode — eine Kette herzustellen, deren Interpretation lautet:


  „Ich kann im formalen System X nicht bewiesen werden.“


  [image: Abb. 75.]


  Abb. 75. Mehrfache Verästelung von TNT. Jede Erweiterung von TNT hat Ihren eigenen Gödelsatz; dieser Satz oder seine Verneinung kann hinzugefügt werden, so daß aus jeder Erweiterung ein Paar zusätzlicher Erweiterungen sprießt — ein Vorgang, der ad infinitum weitergeht.


  Natürlich wird der ganze Vorgang nach einer gewissen Zeit durch und durch voraussagbar und zur bloßen Routine. Alle diese „Löcher“ sind doch mit ein und derselben Technik hergestellt worden. Das heißt, daß sie — als typographische Objekte betrachtet — alle in eine einzige Form gegossen wurden, und das bedeutet wiederum, daß ein einziges Axiomen-Schema genügt, um sie alle darzustellen. Wenn dem so ist, warum nicht alle Löcher gleichzeitig stopfen und dem ganzen widerwärtigen Geschäft der Unvollständigkeit ein für allemal den Garaus machen? Das ließe sich bewerkstelligen, indem man TNT ein Axiomenschema anstatt einfach ein Axiom nach dem anderen beifügte. Insbesondere wären diese Axiomenschemata die Formen, in denen G, G', G'', G''', usw. gegossen würden. Wenn wir das Axiomenschema — nennen wir es „Gω“ hinzufügen, würden wir die „Gödelisierung“ überlisten. Es scheint ja ganz klar zu sein, daß wenn man TNT Gω beifügt, dies der letzte Schritt wäre, der zur vollständigen Axiomatisierung aller zahlentheoretischen Wahrheiten nötig ist.


  Ungefähr an diesem Punkt im Contrakrostipunktus erzählt Theo Schildkröte von Carl Krebs' Erfindung, dem „Plattenspieler Omega“. Doch blieb der Leser über das Schicksal dieses Apparates im ungewissen, denn bevor er mit seiner Erzählung zu Ende war, erklärte der ermüdete Theo Schildkröte, daß er am besten nach Hause und schlafen gehe (aber nicht ohne zuerst noch einen hinterlistigen Hinweis auf Gödels Unvollständigkeitssatz gegeben zu haben.) Nun kommen wir endlich dazu, dieses noch freischwebende Detail zu klären ... Vielleicht haben Sie nach der Lektüre der Geburtstagskantatatata bereits eine Vorahnung.


  Grundsätzliche Unvollständigkeit


  Wie der Leser wohl schon vermutet hat, erleidet sogar dieser phantastische Fortschritt über TNT hinaus das gleiche Schicksal. Und ganz unheimlich ist, daß es im wesentlichen aus dem selben Grunde geschieht. Das Axiomenschema ist nicht stark genug, und die Gödel-Konstruktion kann wieder durchgeführt werden. Ich will dies ein bißchen ausführlicher darstellen. (Man kann das viel zwingender tun, als ich es hier tue). Wenn es eine Möglichkeit gibt, die verschiedenen Ketten G, G', G'', G''', usw. in einer einzigen typographischen Form festzuhalten, dann hat man die Möglichkeit, ihre Gödel-Nummern in einer einzigen arithmetischen Form zu beschreiben; und dieses arithmetische Porträt einer unendlichen Klasse von Zahlen kann dann innerhalb von TNT+Gω durch eine Formel OMEGA-AXIOM{a} repräsentiert werden, deren Interpretation lautet: „a ist die Gödel-Nummer eines der Axiome, die von Gω herstammen“. Wenn a durch ein spezifisches Zahlzeichen ersetzt wird, wird die daraus entstehende Formel ein SATZ von TNT+Gω sein, wenn, und nur wenn, das Zahlzeichen für die Gödel-Nummer eines aus dem Schema stammenden Axioms steht.


  Mit Hilfe dieser neuen Formel wird es möglich, sogar einen so komplizierten Begriff wie TNT+Gω - Beweispaare innerhalb von TNT+Gω darzustellen:


  (TNT+Gω)-BEWEISPAAR{a,a'}


  Mit Hilfe dieser Formel können wir einen neuen „Onkel“ konstruieren, den wir nun in dem uns völlig vertrauten Sinn arithmoquinieren und so noch eine unentscheidbare Kette bilden, die wir „TNT+Gω+1 nennen werden. An diesem Punkt wird man mich wohl fragen: „Warum befindet sich Gω+1 nicht unter den von dem Axiomenschema erzeugten Axiomen?“ Die Antwort ist, daß Gω nicht gewitzt genug war, seine eigene Einbettbarkeit in der Zahlentheorie vorauszusehen.


  Im Contrakrostipunktus war einer der wesentlichen Schritte bei der Herstellung einer „unspielbaren Platte“ durch Theo Schildkröte der, einen Plan des zu zerstörenden Plattenspielers zu erhalten. Notwendig war das, um herauszufinden, gegenüber welchen Arten von Schwingungen er verwundbar war und dann in die Platte Rillen einzubauen, die codiert Töne enthalten, die jene Schwingungen herbeiführen. Es besteht eine enge Parallele zu Gödels Kunstgriff, bei dem die Eigenschaften des Systems selbst innerhalb der Begriffe von Beweispaaren reflektiert und dann gegen es selbst gekehrt werden. Jedes System, und sei es noch so komplex und heikel, kann gödelisiert werden, und dann kann der Begriff des Beweispaares definiert werden und das ist der Sprengstoff, mit dem er selbst in die Luft gesprengt wird. Sobald ein System einmal wohldefiniert oder in „Schachteln“ verpackt ist, wird es verwundbar.


  Diesen Grundsatz illustriert vortrefflich Cantors Diagonalmethode, mit der sich eine ausgelassene reelle Zahl für jede wohldefinierte Liste von reellen Zahlen zwischen 0 und 1 finden läßt. Es ist der Akt der Erstellung einer expliziten Liste — einer „Schachtel“ von reellen Zahlen — der den Zusammenbruch herbeiführt. Schauen wir uns an, wie sich Cantors Trick immer von neuem wiederholen läßt. Man überlege sich, was geschieht, wenn man, ausgehend von der Liste L, das folgende tut:


  
    
      	
        1a)

      

      	
        Nimm Liste L und konstruiere ihre Diagonalzahl d.

      
    


    
      	
        1b)

      

      	
        Wirf d irgendwo in Liste L hinein, und stelle so eine neue Liste L + d her.

      
    


    
      	
        2a)

      

      	
        Nimm Liste L + d und konstruiere ihre Diagonalzahl d'.

      
    


    
      	
        2b)

      

      	
        Wirf d' irgendwo in Liste L + d hinein und stelle so eine neue Liste L + d + d' her.

      
    


    
      	
        .

      

      	
    


    
      	
        .

      

      	
    


    
      	
        .

      

      	
    

  


  Nun mag dieses schrittweise Vorgehen unbeholfen wirken, wenn man L reparieren will, denn wir hätten ja die ganze Liste d, d', d'', d''', ... sofort erzeugen können, wenn uns L vorgegeben gewesen wäre. Wer jedoch glaubt, daß uns eine solche Liste in den Stand setzen würde, die Liste der reellen Zahlen vollständig zu machen, täuscht sich gewaltig. Sobald man fragt: „Wo soll man die Liste der Diagonalzahlen innerhalb von L unterbringen?“ stellt sich das Problem. Man mag aber einen noch so teuflischen Plan aushecken, um die d-Zahlen innerhalb von L unterzubringen; wenn sie einmal aufgestellt ist, dann bietet die neue Liste noch immer Angriffsflächen. Wie oben bemerkt: es ist der Akt der Aufstellung einer expliziten Liste — eine „Schachtel“ von reellen Zahlen — der den Zusammenbruch verursacht.


  Nun ist es im Falle eines formalen Systems der Akt, ein explizites Rezept für das zu geben, was angeblich zahlentheoretische Wahrheit charakterisiert, der die Unvollständigkeit verursacht. Das ist die Crux des Problems mit TNT+Gω. Hat man einmal alle G's in wohldefinierter Art und Weise in TNT eingefügt, dann entdeckt man, daß es ein anderes G, ein nicht vorhergesehenes G gibt, das man mit dem Axiomenschema nicht eingefangen hat. Und im Falle der TC-Schlacht innerhalb des Contrakrostipunktus: sobald die „Architektur“ eines Plattenspielers festgelegt worden ist, kann dieser in Stücke zertrümmert werden.


  Was ist also zu tun? Ein Ende ist nicht in Sicht. Es scheint, daß TNT, auch wenn man es bis ans Ende aller Zeiten erweitert, nicht vollständig gemacht werden kann. Daher kann man sagen, daß TNT an grundsätzlicher Unvollständigkeit leidet, weil die Unvollständigkeit einen Teil von TNT selbst bildet; es ist ein wesentlicher Teil von TNT, und kann auf keine Weise ausgeschaltet werden, ob schlicht naiv oder ausgeklügelt. Zudem wird dieses Problem in jeder formalen Version der Zahlentheorie spuken, sei es eine Erweiterung, eine Modifikation oder eine Alternative zu TNT. Der Kernpunkt ist der: Die Möglichkeit, in einem gegebenen System vermittels Gödels selbstbezüglicher Methode eine unentscheidbare Kette zu konstruieren, hängt von drei grundlegenden Bedingungen ab:


  
    
      	
        1)

      

      	
        Das System muß reich genug sein, daß alle Aussagen über Zahlen, ob wahr oder falsch, in ihm ausgedrückt werden können. (Ist das nicht möglich, dann heißt das, daß das System von Anfang an zu schwach ist, um als Rivale von TNT auftreten zu können, da es ja nicht einmal zahlentheoretische Ideen ausdrücken kann, die TNT sehr wohl beherrscht. In der Metapher des Contrakrostipunktus: es ist, als hätte man nicht einen Plattenspieler, sondern einen Kühlschrank oder einen Gegenstand anderer Art.)

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        Alle allgemeinen rekursiven Beziehungen sollten durch Formeln in diesem System repräsentiert sein. (Geschieht das nicht, so heißt das, daß das System nicht in einem SATZ eine allgemeine rekursive Wahrheit einfängt, was nur als ein kläglicher Mißerfolg aufgefaßt werden kann, wenn es versucht, die wahren Aussagen der Zahlentheorie zu erzeugen. In der Metapher des Contrakrostipunktus ist das so, als habe man zwar einen Plattenspieler, aber nur einen mit niedriger Wiedergabequalität.)

      
    


    
      	
        3)

      

      	
        Die Axiome und typographischen, durch die Regeln definierten Muster, müssen durch ein endliches Entscheidungsverfahren feststellbar sein. (Versagen in diesem Fall bedeutet, daß es keine Methode gibt, gültige Ableitungen von dem System von ungültigen zu unterscheiden — damit ist das „formale System“ also doch nicht formal, und es ist nicht einmal wohldefiniert. In der Metapher des Contrakrostipunktus ist das ein Plattenspieler, der erst teilweise entworfen auf dem Reißbrett existiert.)

      
    

  


  Sind diese drei Bedingungen erfüllt, so gewährleistet das, daß jedes widerspruchsfreie System unvollständig ist, weil Gödels Konstruktion anwendbar ist.


  Das Faszinierende ist, daß jedes derartige System sich sein eigenes Grab schaufelt; der Reichtum des Systems führt seinen Sturz herbei. Im wesentlichen kommt der Sturz daher, daß das System stark genug ist, um selbstbezügliche Aussagen zu enthalten. In der Physik kennt man den Begriff einer „kritischen Masse“ eines spaltbaren Elements wie etwa Uran. In einem festen Klumpen dieser Substanz geschieht weiter nichts, solange die Masse noch nicht kritisch ist. Jenseits der kritischen Masse jedoch wird sich in dem Klumpen eine Kettenreaktion vollziehen und ihn explodieren lassen. Anscheinend gibt es in formalen Systemen einen analogen kritischen Punkt: Unterhalb dieses Punktes ist ein System „harmlos“ und kommt der formalen Definition arithmetischer Wahrheit nicht einmal nahe. Aber jenseits des kritischen Punktes erhält das System plötzlich die Fähigkeit zur Selbstbezüglichkeit und verdammt sich damit selbst zur Unvollständigkeit. Die Schwelle scheint ungefähr dort zu liegen, wo ein System die drei oben angeführten Eigenschaften erreicht. Wenn diese Fähigkeit zur Selbstbezüglichkeit erreicht ist, hat das System ein „maßgeschneidertes“ Loch; das Loch berücksichtigt die Eigenschaften des Systems und kehrt sie gegen das System.


  Die Leidensgeschichte nach Lucas


  Die verblüffende Wiederholbarkeit des Gödelschen Gedankenganges ist von verschiedenen Leuten — insbesondere von J. R. Lucas — als Geschütz aufgefahren worden, um zu zeigen, daß die menschliche Intelligenz eine schwer zu fassende und nicht in Worten auszudrückende Qualität besitzt, die bewirkt, daß sie für „mechanische Automaten“, d. h. Computer, unerreichbar ist. Lucas beginnt seinen Artikel „Minds, Machines and Gödel“ mit den folgenden Worten:


  Gödels Satz scheint mir zu beweisen, daß die mechanistische Auffassung falsch ist, d. h., daß der Geist nicht als Maschine zu erklären ist. 1


  Er fährt darauf mit einem Argument fort, das etwa wie folgt formuliert werden kann: Damit man einen Computer als so intelligent wie einen Menschen betrachten kann, muß er jede intellektuelle Aufgabe ausführen können, die ein Mensch ausführen kann. Nun behauptet Lucas, daß kein Computer eine „Gödelisierung“ (einer seiner amüsant-respektlosen Ausdrücke) so durchführen kann, wie Menschen das können. Warum nicht? Nun, man nehme ein beliebiges formales System wie TNT, oder TNT+G, oder sogar TNT+Gω. Man kann ohne große Schwierigkeiten ein Computerprogramm entwerfen, das systematisch SÄTZE jenes Systems erzeugt, und zwar auf solche Weise, daß schließlich jeder vorher ausgewählte SATZ ausgedruckt wird. Das bedeutet, daß das SÄTZE erzeugende Programm keinen Teil des „Raums“ aller SÄTZE ausläßt. Ein solches Programm wäre aus zwei Hauptteilen zusammengesetzt: 1) ein Unterprogramm, das Axiome gemäß den »Formen“ der Axiomenschemata prägt (falls solche vorhanden sind) und 2) ein Unterprogramm, das bekannte SÄTZE nimmt (natürlich einschließlich der Axiome) und Folgerungsregeln anwendet, um neue SÄTZE zu erzeugen. Das Programm wird abwechselnd erst das eine und dann das andere dieser Unterprogramme laufen lassen.


  Wir können vom anthropomorphen Standpunkt sagen, daß dieses Programm gewisse Tatsachen der Zahlentheorie „weiß“ — nämlich die Tatsachen, die es ausdruckt. Wenn es eine wahre Tatsache der Zahlentheorie nicht ausdruckt, dann „weiß“ es natürlich diese Tatsache nicht. Deshalb wird ein Computerprogramm menschlichem Denken unterlegen sein, wenn es sich zeigen läßt, daß Menschen etwas wissen, was das Programm nicht wissen kann. Und hier beginnt Lucas zu rotieren. Er sagt, daß wir Gödels Trick auf jedes formale System anwenden können, das so leistungsfähig ist wie TNT — und daher mehr wissen als jedes formale System, welcher Art es auch immer sei. Nun klingt dies wie ein bloß auf formale Systeme bezogenes Argument, aber es kann etwas modifiziert werden, so daß es zu einem anscheinend unwiderlegbaren Argument dagegen wird, daß Artifizielle Intelligenz jemals das Niveau menschlicher Intelligenz wird erreichen können. Dies ist der Kern der Sache:


  Rigide interne Codes erleuchten regelrecht Computer, auch Roboter; ergo ...


  Sind Computer formalen Systemen isomorph. Nun ...


  Muß jeder Computer, der so gescheit sein will wie wir, die Zahlentheorie so gut beherrschen wie wir, somit ...


  Muß er unter anderem die primitiv-rekursive Arithmetik beherrschen. Aber aus eben diesem Grund ...


  Ist er durch den Gödelschen „Haken“ verwundbar, und das impliziert, daß ...


  Wir, mit unserer menschlichen Intelligenz, eine gewisse zahlentheoretische Aussage zusammenbrauen können, die wahr ist; der Computer jedoch ist der Wahrheit der Aussage gegenüber blind (d. h. er wird sie niemals ausdrucken) — eben wegen des Gödelschen Bumerangarguments.


  Das impliziert, daß es etwas gibt, das zu tun die Computer einfach nicht programmiert werden können, uns aber sehr wohl möglich ist. Wir sind also die Gescheiteren.


  Erfreuen wir uns also mit Lucas eines kurzen Augenblicks anthropozentrischer Herrlichkeit:


  So kompliziert eine von uns konstruierte Maschine auch sein mag, wird sie, wenn sie eine Maschine ist, einem formalen System entsprechen, das seinerseits gegenüber Gödels Verfahren zur Auffindung einer in diesem System unbeweisbaren Formel verwundbar ist. Die Maschine wird nicht fähig sein, diese Formel als wahr auszuweisen, während der menschliche Geist sehen kann, daß sie wahr ist. Und deshalb wird die Maschine noch immer kein zureichendes Modell des menschlichen Geistes sein. Wir versuchen, ein Modell des Geistes herzustellen, das mechanisch seiner Natur nach „tot“ — ist, aber der Geist, der ja „lebendig“ ist, ist jedem formalen, verhärteten, toten System immer einen Schritt voraus. Dank Gödels Satz hat der Geist immer das letzte Wort. 2


  Auf den ersten Blick und sogar vielleicht nach eingehender Prüfung klingt Lucas' Argument zwingend. Es ruft im allgemeinen ziemlich entgegengesetzte Reaktionen hervor. Die einen greifen es begierig auf als einen beinahe religiösen Beweis für die Existenz der Seele, während andere es lachend als jeglichen Kommentars unwürdig abtun. Nach meinem Gefühl ist es falsch, aber auf eine faszinierende Art und Weise und deshalb ist es auch der Mühe wert, sich die Zeit zur Widerlegung zu nehmen. Tatsächlich war Lucas' Argument für mich einer der frühen Hauptbeweggründe, über die Inhalte dieses Buches nachzudenken. Ich will versuchen, es in diesem Kapitel auf eine Weise und auf andere Weise in Kapitel XVII zu widerlegen.


  Wir müssen versuchen, besser zu verstehen, warum Lucas sagt, der Computer könne nicht so viel „wissen“ wie wir. Der Grundgedanke ist der, daß wir uns immer außerhalb des Systems befinden und von da aus immer die „Gödelisierung“ vornehmen können. Sie ergibt etwas, dessen Wahrheit das Programm von innen nicht einsehen kann. Warum aber kann der „Gödelisierungsoperator“, wie Lucas ihn nennt, nicht programmiert und dem Programm als dritte Hauptkomponente beigefügt werden? Lucas erklärt:


  Das Verfahren, nach dem Gödels Formel konstruiert wird, ist ein Standardverfahren — nur so können wir sicher sein, daß sich für jedes formale System eine Gödelformel konstruieren läßt. Wenn es aber ein Standardverfahren ist, dann sollte man eine Maschine so programmieren können, daß sie es ebenfalls ausführte ... Das entspräche dem, daß man über ein System mit einer zusätzlichen Folgerungsregel verfügte, die einem gestattete, die Gödel-Formel des verbleibenden formalen Systems als SATZ beizufügen und dann die Gödel-Formel dieses neuen, gestärkten formalen Systems usw. Es wäre gleichbedeutend damit, daß man dem ursprünglichen formalen System eine unendliche Folge von Axiomen beifügt, wobei jedes die Gödel-Formel des bisher erreichten Systems ist ... Wir könnten erwarten, daß der Geist angesichts einer Maschine, die einen Gödelisierungsoperator enthält, das berücksichtigen und die neue Maschine samt dem Gödelisierungsoperator „übergödeln“ wird. Das ist tatsächlich bewiesen worden. Sogar wenn wir einem formalen System die unendliche Menge der aus den sukzessiven Gödelformeln bestehenden Axiomen hinzufügen, ist das sich so ergebende System noch immer unvollständig und enthält eine im System nicht beweisbare Formel, wenn auch ein außerhalb des Systems stehendes vernunftbegabtes Wesen sehen kann, daß es wahr ist. Das hatten wir erwartet, denn selbst wenn eine unendliche Menge von Axiomen zugefügt wird, müßten diese doch durch eine endliche Regel spezifiziert werden, und diese weitere Spezifikationsregel könnte dann vom Geist bei der Einschätzung des erweiterten formalen Systems berücksichtigt werden. Gerade weil der Geist das letzte Wort hat, kann er in einem gewissen Sinn immer ein Loch in jedes formale System machen, das ihm als Modell seines eigenen Funktionierens vorgelegt wird. Gewissermaßen muß das mechanische Modell finit und definit sein — und dann kann der Geist es immer noch einmal übertrumpfen. 3


  Eine Dimension höher springen


  M. C. Escher hat ein Bild gezeichnet, das als Anschauungshilfe außerordentlich nützlich ist, nämlich das Bild Drache (Abb. 76). Die auffälligste Eigenheit ist natürlich das Motiv: Ein Drache, der sich in den Schwanz beißt — mit allen Anklängen an Gödelsche Ideen, die das mit sich bringt. Aber das Bild hat ein tieferliegendes Thema. Escher selbst gab dazu die folgenden, äußerst interessanten Kommentare. Der erste dieser Kommentare gilt einer Gruppe seiner Zeichnungen, die alle mit „dem Konflikt zwischen der Fläche und dem Raum“ zu tun haben; der zweite Kommentar betrifft den Drachen insbesondere.


  I. Unser dreidimensionaler Raum ist die einzige Wirklichkeit, die wir kennen. Das Zweidimensionale ist genau so fiktiv wie das Vierdimensionale, denn nichts ist flach, nicht einmal ein aufs feinste polierter Spiegel. Und doch halten wir uns an die Konvention, daß eine Wand oder ein Stück Papier flach sind, und merkwürdigerweise machen wir so weiter, wie wir es seit undenklichen Zeiten getan haben und stellen Raumillusionen auf gerade solch ebenen Oberflächen wie dieser her. Es ist doch sicherlich ein bißchen absurd, ein paar Striche zu machen und dann zu behaupten: „Dies ist ein Haus.“ Diese merkwürdige Sachlage ist das Thema unserer fünf nächsten Bilder [einschließlich des Drachen] 4


  II. So sehr sich dieser Drache um Räumlichkeit bemüht, bleibt er doch vollständig flach. Zwei Einschnitte werden an dem Papier, auf das er gedruckt ist, angebracht. Dann wird es so gefaltet, daß sich zwei quadratische Öffnungen ergeben. Aber dieser Drache ist ein hartnäckiges Biest, und obgleich er nur zwei Dimensionen besitzt, besteht er auf der Annahme, daß er drei besitzt; so steckt er seinen Kopf durch eines dieser Löcher und seinen Schwanz durch ein anderes. 5


  Diese zweite Bemerkung ist sehr aufschlußreich. Sie besagt, daß, so kunstvoll man auch versucht, drei Dimensionen in zweien zu simulieren, man doch das „Wesen der Dreidimensionalität“ verfehlt. Der Drache bemüht sich sehr, gegen seine Zweidimensionalität anzugehen. Er trotzt der Zweidimensionalität des Papiers, auf das er sich gezeichnet glaubt, indem er seinen Kopf hindurchsteckt, und doch können wir Außenstehenden die ganze bejammernswerte Vergeblichkeit sehen; denn der Drache und die Löcher und die Faltungen sind alle bloß zweidimensionale Simulationen dieses Begriffs; und wirklich ist keine von ihnen. Der Drache jedoch kann aus dem zweidimensionalen Raum nicht heraussteigen und ihn nicht erfahren wie wir. Eschers Bild ließe sich ja beliebig weiterführen. Zum Beispiel könnten wir es aus dem Buch herausreißen, falten, Löcher hineinschneiden, es durch sich selbst hindurchführen, und dann das ganze Durcheinander fotografieren, so daß es wieder zweidimensional würde. Und mit den Fotografien könnten wir gleich verfahren. Jedesmal wenn es zweidimensional wird, so durchtrieben wir drei Dimensionen in zweien simuliert zu haben glauben kann es wieder zerschnitten und gefaltet werden.


  Mit dieser wunderbaren Escherschen Metapher kehren wir nunmehr zum Unterschied zwischen Programmen und menschlichem Geist zurück. Wir sprachen vom Versuch, den „Gödelisierungsoperator“ selbst ins Programm aufzunehmen. Nun, sogar wenn wir ein Programm geschrieben hätten, das diese Operation ausführte, würde es das Wesentliche von Gödels Methode nicht einfangen. Denn auch hier könnten wir, außerhalb des Systems, es in einer Weise zertrümmern, wie es selber das nicht könnte. Aber argumentieren wir eigentlich mit oder gegen Lucas?


  


  [image: Abb. 76.]


  Abb. 76. Drache, von M. C. Escher (Holzstich, 1952).


  Die Grenzen intelligenter Systeme


  dagegen. Denn gerade die Tatsache, daß wir kein Programm für die „Gödelisierung“ schreiben können, muß uns etwas mißtrauisch machen, ob wir es in jedem Fall tun könnten. Eine Sache ist es, abstrakt darzulegen, daß Gödelisierung „ausgeführt werden kann“, eine andere, zu wissen, wie das in jedem Einzelfall zu geschehen hat. Tatsächlich kommt unsere eigene Fähigkeit zu „gödelisieren“ schließlich ins Wanken, während formale Systeme (oder Programme) ständig an Komplexität zunehmen. Das ist unumgänglich, weil wir, wie oben gesagt, keinen Algorithmus zur Beschreibung, wie das zu machen ist, besitzen. Wenn wir nicht explizit sagen können, was alles dazugehört, um Gödels Methode in allen Fällen anzuwenden, dann kommt für jeden von uns schließlich ein so komplizierter Fall, daß wir einfach nicht herausfinden können, wie sie anzuwenden ist.


  Natürlich wird die Grenze der menschlichen Fähigkeiten etwas verschwommen definiert, genau so wie bei Gewichten, die man vom Boden aufhebt. Während man an gewissen Tagen einen 150 Pfund schweren Gegenstand nicht aufheben kann, geht es vielleicht an anderen Tagen. Überhaupt keinen Tag gibt es jedoch, an dem man einen Gegenstand von 250 Tonnen aufheben könnte. Und in diesem Sinn: obgleich die Gödelisierungsschwelle für jeden einzelnen vage ist, gibt es für jeden Menschen Systeme, die weit jenseits seiner Fähigkeit zu gödelisieren liegen.


  Die Geburtstagskantatatata illustriert das. Zunächst scheint es offensichtlich so zu sein, daß Herr Schildkröte Achilles so lange plagen kann, wie er will. Aber dann versucht Achilles, alle Antworten mit einem Schlag zusammenzufassen. Das ist etwas anderes als alles, was voranging, und es erhält den neuen Namen „ω“. Die Neuigkeit des Namens ist sehr wichtig. Es ist das erste Beispiel, in dem über das alte Benennungsschema — das nur Namen für alle natürlichen Zahlen enthielt — hinausgegangen werden mußte. Dann kommen noch einige Erweiterungen. Die Namen von einigen sind ganz offensichtlich, andere sind eher vertrackt. Aber schließlich gehen uns die Namen wieder aus — an dem Punkt, an dem die Antwort-Schemata


  ω, ωω, ωωω, . . .


  alle in einem Antwortschema von unermeßlicher Komplexität subsumiert sind. Dafür verwendet man einen völlig neuen Namen, nämlich „ε0“. Und der Grund, warum ein neuer Name notwendig ist, ist der, daß ein Schritt von grundsätzlich neuer Art getan wurde — eine Art Irregularität ist aufgetreten. So muß ad hoc ein neuer Name gefunden werden.


  Es gibt keine rekursive Regel zur Benennung der Ordinalzahlen


  Nun könnte man zunächst glauben, daß diese Unregelmäßigkeiten beim Fortschreiten von einer Ordinalzahl zur nächsten (wie diese Namen der Unendlichkeit genannt werden) mit einem Computerprogramm verarbeitet werden könnten. Das heißt, es gäbe ein Programm, um in geordneter Art und Weise neue Namen zu erzeugen, und wenn sozusagen der Tank leer wäre, würde es den „Spezialisten für Unregelmäßigkeiten“ zu Hilfe rufen, der einen neuen Namen liefern und die Kontrolle an das einfache Programm zurückgeben würde. Das funktioniert aber nicht. Es zeigt sich, daß die Unregelmäßigkeiten in unregelmäßiger Folge auftreten, und man würde auch noch ein Programm zweiter Ordnung benötigen — das heißt ein Programm, das neue Programme herstellte, die neue Namen herstellen. Und selbst das genügt nicht. Schließlich erweist sich ein Programm dritter Ordnung als nötig. Und so weiter, und so fort.


  Diese ganze, vielleicht lächerlich erscheinende Komplexität ergibt sich aus einem tiefschürfenden Satz von Alonzo Church und Stephen C. Kleene über das Wesen dieser „unendlichen Ordinalzahlen“, der besagt:


  Es gibt kein rekursiv aufgebautes Notationssystem,

  das jeder konstruktiven Ordinalzahl einen Namen gibt.


  Was ein „rekursiv aufgebautes Notationssystem“ ist und was „konstruktive Ordinalzahlen“ sind, muß der Leser in der Fachliteratur nachschlagen. Aber die intuitive Idee haben wir dargelegt: In dem Maße, in dem die Ordinalzahlen immer größer werden, treten Unregelmäßigkeiten auf und Unregelmäßigkeiten in den Unregelmäßigkeiten und Unregelmäßigkeiten in den Unregelmäßigkeiten in den Unregelmäßigkeiten. Kein einzelnes Schema, und sei es noch so komplex, kann alle Ordinalzahlen benennen, und daraus folgt, daß kein Algorithmus uns sagen kann, wie wir die Gödelsche Methode auf alle möglichen Arten von formalen Systemen anwenden können. Und wenn man keinen Hang zur Mystik hat, muß man deshalb schließen, daß jedes menschliche Wesen an einem gewissen Punkt einfach die Grenze seiner eigenen Fähigkeiten zur Gödelisierung erreicht. Von da an werden formale Systeme dieser Komplexität, obgleich zugegebenermaßen wegen Gödels Satz unvollständig, die gleiche Leistungsfähigkeit wie jenes menschliche Wesen besitzen.


  Weitere Widerlegungen von Lucas


  Nun ist das nur eine Art, gegen Lucas zu argumentieren. Es gibt andere, vielleicht stärkere, die wir später vorlegen wollen. Dieses Gegenargument jedoch ist von besonderem Interesse. Es bringt nämlich die faszinierende Vorstellung mit sich, daß man ein Computerprogramm schafft, das aus sich selber heraustreten, sich selbst vollständig von außen betrachten und den Gödel-Vernichtungstrick auf sich selbst anwenden kann. Natürlich ist das genauso unmöglich, wie daß ein Plattenspieler Platten wiedergibt, die seine Zerstörung bewirken.


  Aber man sollte aus diesem Grunde TNT nicht als mangelhaft betrachten. Wenn irgendwo ein Mangel steckt, dann nicht in TNT, sondern in unseren Erwartungen, was es leisten sollte. Außerdem ist die Feststellung nützlich, daß wir dem sprachlichen Trick ebenso ausgesetzt sind, den Gödel in mathematische Formalismen transponierte — der Paradoxie des Epimenides. Das hat C. H. Whitely geistreich gezeigt, als er den Satz vorschlug: „Lucas kann diesen Satz nicht widerspruchsfrei behaupten.“ Wenn man etwas darüber nachdenkt, wird man erstens feststellen, daß er wahr ist, und zweitens, daß Lucas ihn dennoch nicht widerspruchsfrei behaupten kann. So ist Lucas also „unvollständig“, was die diese Welt betreffenden Wahrheiten angeht. Die Art, in der er die Welt in seinen Gehirnstrukturen widerspiegelt, hindert ihn daran, gleichzeitig „widerspruchsfrei“ zu sein und den wahren Satz zu behaupten. Sehr viel verwundbarer als jeder von uns ist Lucas aber nicht. Er steht einfach auf der gleichen Höhe wie ein kompliziertes formales System.


  Eine amüsante Weise, die Unrichtigkeit von Lucas' Argument einzusehen, besteht darin, es in einen Kampf zwischen Männern und Frauen zu übersetzen ... Bei seinen Wanderungen stößt Luhkaas der Denker auf einen unbekannten Gegenstand — eine Frau. So etwas hat er noch nie gesehen, und zunächst ist er aufs äußerste entzückt von ihrer Ähnlichkeit mit ihm selbst. Aber dann, während sie ihm auch etwas Angst einflößt, ruft er allen um ihn versammelten Männern zu: „Seht, ich kann ihr ins Gesicht sehen, etwas was sie nicht kann, deshalb können Frauen nie so sein wie ich“, und so beweist er zu seiner großen Erleichterung die Überlegenheit des Mannes über die Frau, und auch die seiner Freunde. Übrigens beweist das gleiche Argument, daß Luhkaas allen anderen männlichen Wesen ebenfalls überlegen ist — aber darauf weist er sie nicht hin. Dann argumentiert die Frau ihrerseits: „Ja, du kannst mein Gesicht sehen, etwas, was ich nicht vermag — aber ich kann dein Gesicht sehen, und das ist etwas, was du nicht kannst. Wir sind gleich.“ Indessen bringt Luhkaas ein unerwartetes Argument vor: „Tut mir leid, du täuschst dich, wenn du glaubst, du könntest mein Gesicht sehen. Was Frauen tun, ist nicht dasselbe; es ist, wie ich bereits gezeigt habe, von kleinerem Kaliber und verdient nicht, beim gleichen Namen genannt zu werden. Man kann es ,frausehen' nennen. Nun ist die Tatsache, daß du mein Gesicht ,frausehen' kannst, ohne Bedeutung, weil die Situation nicht symmetrisch ist. Siehst du das ein?“ „Ich frausehe es ein“, frauantwortet die Frau und fraugeht von dannen ...


  Nun, das ist die Art von „Kopf-in-den-Sand"-Argument, das man schlucken muß, wenn man darauf aus ist, Männer und Frauen als in diesen intellektuellen Schlachten dem Computer überlegen ansehen zu wollen.


  Über sich selbst hinausgehen können — ein moderner Mythos


  Noch immer ist die Überlegung von größtem Interesse, ob ein Mensch jemals aus sich selber herausspringen kann — oder ob Computerprogramme aus sich herausspringen können. Möglich ist es sicher, daß ein Programm sich selbst modifizieren kann, aber das muß von Anfang an in das Programm eingebaut sein, kann also nicht als ein „Sprung aus dem System hinaus“ gelten. Ein Programm kann sich drehen und wenden wie es will — es folgt immer den Regeln, die ihm eingegeben werden. Es ist ebensowenig möglich, dem zu entkommen, wie es einem menschlichen Wesen möglich ist, von sich aus zu entscheiden, daß es den physikalischen Gesetzen nicht gehorchen will. Die Physik hat als System Vorrang, und man kann ihr nicht entkommen. Es gibt ein nicht so weit gestecktes Ziel, das man erreichen kann: d. h., man kann sicher von einem Teilsystem des Gehirns in ein breiteres Teilsystem springen. Man kann gelegentlich aus dem festen Gleis herausspringen. Dies ist bloß wegen der Wechselwirkung verschiedener Teilsysteme des Gehirns möglich, kann einem aber das Gefühl geben, als steige man gänzlich aus sich selbst heraus.


  In ähnlicher Weise kann man sich sehr wohl vorstellen, daß eine partielle Fähigkeit, „aus sich herauszutreten“, sich in einem Computerprogramm verkörpern ließe.


  Es ist indessen wichtig, den Unterschied zwischen Selbstwahrnehmung und dem Versuch, über sich selbst hinauszugehen zu sehen. Man kann auf die verschiedensten Arten Bilder von sich gewinnen — im Spiegel, in Fotografie oder Film, auf Band, durch die Beschreibungen anderer, durch Psychoanalyse usw. Man kann aber nicht vollständig aus seiner Haut heraus und sich außerhalb seiner selbst stellen (was immer moderne okkulte Bewegungen, schrullige Populärpsychologen usw. sagen werden). TNT kann über sich selbst sprechen, aber aus sich herausspringen kann es nicht. Ein Computerprogramm kann sich selbst modifizieren, aber seinen eigenen Befehlen zuwiderhandeln kann es nicht, sondern höchstens einige seiner Teile umändern, indem es seinen eigenen Befehlen gehorcht. Das erinnert an die paradoxe Scherzfrage: „Kann Gott einen Stein schaffen, der so schwer ist, daß er ihn nicht aufheben kann?“


  Werbung und Rahmenvorrichtungen


  Der Drang, aus dem System herauszuspringen, ist ganz allgemein und steht hinter allem Fortschritt in der Kunst, Musik und anderen Betätigungsfeldern der Menschheit. Er steht auch hinter so trivialen Unternehmungen wie der Herstellung von Werbesendungen in Radio und Fernsehen. Diesen schleichenden Trend hat Erving Goffman in seinem Buch Frame Analysis sehr schön gesehen und beschrieben:


  Zum Beispiel beendet ein Berufsschauspieler einen Werbespot und wendet sich, vor immer noch laufender Kamera, mit offensichtlicher Erleichterung von seiner Aufgabe ab, um nun mit wirklichem Vergnügen das Produkt, für das er eben geworben hat, zu konsumieren.


  Das ist natürlich bloß ein Beispiel für die Art und Weise, wie in Fernseh- und Radiowerbesendungen Rahmenvorrichtungen benutzt werden, um einen Anschein von Natürlichkeit zu erwecken und, wie man hofft, die Vorbehalte, die Zuhörer und -schauer entwickelt haben, abzubauen. So macht man zur Zeit Gebrauch von Kinderstimmen, vermutlich weil diese noch natürlich sind, Straßengeräuschen und anderen Effekten, um den Eindruck von Interviews mit unbezahlten Gesprächspartnern zu erwecken. Man benutzt Fehlstarts, Pausen, stummes Spiel und überlappende Dialoge, um ein wirkliches Gespräch zu simulieren, und unterbricht das Werbegeträller einer Firma, um Nachrichten über ihr neues Produkt zu senden, gelegentlich auch abwechselnd mit Meldungen von Allgemeininteresse, um den Glauben des Zuschauers aufrechtzuerhalten.


  Je mehr der Zuschauer sich auf kleine eindrucksvolle Details als Test der Authentizität zurückzieht, um so mehr jagen die Werbefachleute hinter ihm her. Was sich daraus ergibt, ist eine Art Verunreinigung durch Interaktion, eine Störung, die auch von Public-Relation-Beratern und Politikern, oder, bescheidener gesagt, durch Mikrosoziologie verbreitet wurde. 6


  Hier haben wir ein weiteres Beispiel einer eskalierenden TC-Schlacht, wobei diesmal Werbung und Wahrheit die Antagonisten sind.


  Simplicio, Salviati, Sagredo: warum drei?


  Zwischen dem Problem des Herausspringens aus einem System und der Suche nach vollständiger Objektivität besteht ein faszinierender Zusammenhang. Als ich Jauchs vier Dialoge in Are Quanta Real? („Sind Quanten wirklich?“) las, der auf Galileis vier Untersuchungen und mathematische Demonstrationen über zwei neue Wissenszweige fußt, kam ich auf die Frage, warum wohl drei Männer an dem Gespräch teilnehmen: Simplicio, Salviati und Sagredo. Warum genügten nicht zwei: Simplicio, der gebildete Naive, und Salviati, der beschlagene Denker? Welche Funktion hat Sagredo? Nun, er soll eine Art neutraler Dritter sein, der leidenschaftslos die zwei Seiten gegeneinander abwägt, und zu einem „fairen“, „unparteiischen“ Urteil gelangt. Das hört sich sehr ausgeglichen an, und doch ist hier ein Haken: Sagredo stellt sich immer auf die Seite Salviatis, nicht auf die Simplicios. Wie kommt es, daß die Personifizierte Objektivität ihre Favoriten hat? Eine Antwort ist natürlich, daß Salviati korrekte Ansichten äußert, und so bleibt Sagredo keine andere Wahl. Wie steht es aber dann mit „Fairness“ oder der Forderung, daß beide „gleichviel Zeit zur Verfügung“ haben sollten?


  Indem er Sagredo dazunahm, hat Galilei (und Jauch) die Karten eher mehr denn weniger zuungunsten Simplicios gemischt. Vielleicht sollte noch ein Sagredo höherer Stufe hinzugenommen werden, einer, der die ganze Situation ohne Vorurteile betrachtet ... Man sieht, wohin das führt. Wir geraten in endlose Reihen von „Eskalationen der Objektivität“, die die kuriose Eigenschaft haben, daß sie nie objektiver sind als sie es auf der ersten Stufe waren, auf der Salviati einfach recht hatte und Simplicio unrecht. So bleibt das Rätsel bestehen: Warum überhaupt Sagredo dazunehmen? Und die Antwort lautet: Das verschafft uns in einem intuitiv unmittelbar ansprechenden Sinn die Illusion, aus dem System auszusteigen.


  Zen und „Aussteigen“


  Auch Zen beschäftigt sich mit der Idee einer Transzendierung des Systems, so z. B. in dem Kōan, in dem Tōzan seinen Mönchen sagt: „Der höhere Buddhismus ist nicht Buddha.“ Vielleicht ist die Transzendierung des Menschen selbst das Zentralthema von Zen. Ein Zenbuddhist sucht nach immer tieferem Verständnis seiner selbst, indem er mehr und mehr aus dem heraussteigt, als was er sich selber sieht, indem er jede Regel und Konvention bricht, durch die er sich gefesselt fühlt — selbstverständlich auch die des Zen selbst. Irgendwo auf diesem unsicheren Pfad kommt vielleicht die Erleuchtung. Auf jeden Fall — wie ich es sehe — hofft man, daß man durch die allmähliche Vertiefung des Selbstverständnisses, durch allmähliche Erweiterung des „Systems“ schließlich mit dem ganzen Universum eins werden kann.


  


  Erbauliche Gedanken eines

  Tabakrauchers


  Carl Krebs hat Achilles zu sich nach Hause eingeladen.


  Achilles: Wie ich sehe, haben Sie ein paar Neuanschaffungen gemacht, seit ich zuletzt hier war, Herr Krebs. Besonders die neuen Gemälde sind eindrucksvoll.


  Krebs: Danke schön! Bestimmte Maler mag ich sehr gern — besonders René Magritte. Die meisten dieser Bilder stammen von ihm. Er ist mein Lieblingskünstler.


  Achilles: Ich muß schon sagen — sehr interessante Bilder. In gewisser Weise erinnern diese Bilder von Magritte mich an die Werke MEINES Lieblingskünstlers M. C. Escher.


  Krebs: Kann ich verstehen. Magritte und Escher gehen bei der Erforschung der Welt der Paradoxien und Illusionen sehr realistisch vor. Beide haben ein sicheres Gefühl für die evokative Kraft gewisser visueller Symbole, und — was selbst ihre Bewunderer nicht genügend betonen — beide haben ein Gefühl für anmutige Linienführung.


  [image: Abb. 77.]


  Abb. 77. Die Schatten, von René Magritte (1966).


  Achilles: Dennoch sind sie grundverschieden. Ich frage mich, wie man den Unterschied wohl charakterisieren könnte.


  Krebs: Es wäre faszinierend, die beiden im einzelnen zu vergleichen.


  Achilles: Ich muß schon sagen, es ist erstaunlich, wie Magritte den Realismus beherrscht. Zum Beispiel war ich von dem Bild dort drüben — der Baum mit der Riesenpfeife dahinter — sehr angetan.


  Krebs: Sie meinen eine normale Pfeife mit einem winzigen Baum davor?


  Achilles: Ach, so ist das also. Dem sei wie ihm wolle, als ich sie zuerst erblickte, war ich überzeugt, Pfeifenrauch zu riechen. Können Sie sich vorstellen, wie dumm ich mir vorkam?


  Krebs: Das verstehe ich gut. Meine Gäste fallen oft auf dieses Bild herein.


  (Während er das sagt, greift er nach oben, nimmt die Pfeife hinter dem Baum auf dem Bild hervor, kehrt sie um, klopft sie am Tisch aus, und das Zimmer beginnt nach Pfeifentabak zu riechen. Er stopft die Pfeife mit frischem Tabak.)


  Das ist eine schöne alte Pfeife, Achilles. Ob Sie es glauben oder nicht, der Pfeifenkopf hat eingelegte Kupferstreifen, die sie wunderbar antik aussehen läßt.


  [image: Abb. 78.]


  Abb. 78. Zustand der Gnade, von René Magritte (1959).


  Achilles: Kupferstreifen? Was Sie nicht sagen.


  Krebs (zieht eine Schachtel mit Streichhölzern aus der Tasche und zündet seine Pfeife an): Rauchen Sie auch, Achilles?


  Achilles: Nein danke, lediglich ab und zu eine Zigarre.


  Krebs: Kein Problem. Ich habe hier gerade eine. (Er greift nach einem anderen Bild von Magritte, das ein auf eine brennende Zigarre montiertes Fahrrad zeigt.)


  Achilles: Oh — nein danke, nicht jetzt.


  Krebs: Wie Sie wollen. Ich selbst bin ein unheilbarer Tabakraucher. Übrigens — Sie wissen doch sicher, daß der alte Bach eine Vorliebe für's Pfeifenrauchen hatte.


  Achilles: Ich kann mich nicht genau daran erinnern.


  Krebs: Der alte Bach schmiedete gern Verse, philosophierte gerne, rauchte gerne seine Pfeife und machte gern Musik (nicht notwendigerweise in dieser Reihenfolge). Er vereinigte alle vier Tätigkeiten in einem drolligen Gedicht, das er vertonte. Es findet sich in dem berühmten musikalischen „Notenbüchlein“, das er für seine Frau Anna Magdalena führte, und es heißt:


  Erbauliche Gedanken eines Tabaksrauchers


  
    
      	
        So oft ich meine Tabaks Pfeife,

      
    


    
      	
        mit gutem Knaster angefüllt,

      
    


    
      	
        zur Lust und Zeitvertreib ergreife,

      
    


    
      	
        so giebt sie mir ein Trauerbild —

      
    


    
      	
        und füget diese Lehre bei,

      
    


    
      	
        dass ich derselben ähnlich sei.

      
    


    
      	
        Die Pfeife stammt von Thon und Erde,

      
    


    
      	
        auch ich bin gleichfalls draus gemacht,

      
    


    
      	
        auch ich muss einst zur Erde werden,

      
    


    
      	
        sie fällt und bricht, eh ichs gedacht

      
    


    
      	
        mir oftmals in der Hand entzwey

      
    


    
      	
        mein Schicksal ist auch einerley.

      
    


    
      	
        Die Pfeife pflegt man nicht zu färben

      
    


    
      	
        sie bleibet weiss. Also der Schluss,

      
    


    
      	
        Dass ich auch dermaleins im Sterben

      
    


    
      	
        dem Leibe nach erblassen muss

      
    


    
      	
        im Grabe wird der Körper auch —

      
    


    
      	
        so schwarz wie sie nach langem Brauch.

      
    


    
      	
        Wenn nun die Pfeife angezündet

      
    


    
      	
        so sieht man, wie im Augenblick

      
    


    
      	
        der Rauch in freier Luft verschwindet

      
    


    
      	
        nichts als die Asche bleibt zurück,

      
    


    
      	
        so wird des Menschen Ruhm verzehrt

      
    


    
      	
        und dessen Leib in Staub gekehrt.

      
    


    
      	
        Wie oft geschiehts nicht bei dem Rauchen

      
    


    
      	
        dass wenn der Stopfer nicht zur Hand

      
    


    
      	
        man pflegt den Finger zu gebrauchen

      
    


    
      	
        dann denk ich, wenn ich mich verbrannt:

      
    


    
      	
        O macht die Kohle solche Pein!

      
    


    
      	
        Wie heiss mag erst die Hölle sein?

      
    


    
      	
        Ich kann bey so gestallten Sachen

      
    


    
      	
        mir bei dem Taback jederzeit

      
    


    
      	
        erbauliche Gedanken machen

      
    


    
      	
        Drum schmauch ich voll Zufriedenheit

      
    


    
      	
        zu Land — zu Wasser und zu Haus

      
    


    
      	
        mein Pfeifchen stets in Andacht aus.

      
    


    
      	
        

      
    

  


  Eine charmante Philosophie, nicht wahr?


  Achilles: Tatsächlich. Der alte Bach war ein Dichter von lyrischen Gnaden.


  Krebs: Genau das wollte ich auch sagen. Wissen Sie, ich habe selbst früher einmal versucht, gute Verse zu schreiben. Aber ich fürchte, viel wert sind sie nicht. Ich komme mit den Wörtern nicht so zurecht.


  Achilles: Nun, nun, Herr Krebs. Auch Sie — wie soll ich sagen — verehren Verbal-Eskapaden — denke ich. Ich würde mich geehrt fühlen, wenn Sie mir eins Ihrer Lieder vorsängen, Herr K.


  Krebs: Ich fühle mich sehr geschmeichelt. Wie wäre es, wenn ich Ihnen eine Platte spielte, auf der ich eines meiner Erzeugnisse singe? Wann es aufgenommen wurde, weiß ich nicht mehr. Es heißt „Der Sänger verlor seinen Faden“.


  Achilles: Wie poetisch!


  (Der Krebs holt eine Platte aus dem Regal und begibt sich zu einer riesigen, komplizierten Apparatur. Er öffnet sie und legt die Platte in einen bedrohlich aussehenden mechanischen Rachen. Plötzlich fährt ein heller, grünlicher Lichtblitz über die Oberfläche der Platte, und gleich danach verschwindet die Platte lautlos im verborgenen Bauch der phantastischen Maschine. Ein kurzer Augenblick — und dann ertönt die Stimme des Krebses.)


  
    
      	
        Ein Dichter von lyrischen Gnaden

      
    


    
      	
        Verehrte Verbal-Eskapaden.

      
    


    
      	
        Doch der Lieder Schluß

      
    


    
      	
        Schien ohne Hand und Fuß.

      
    


    
      	
        Der letzte Reim ging in die Hose.

      
    

  


  Achilles: Sehr schön. Nur etwas leuchtet mir nicht ein. Es scheint mir, der letzte Reim Ihres Lieds ...


  Krebs: ... schien ohne Hand und Fuß?


  Achilles: Nein ... der letzte Reim ging ziemlich baden.


  Krebs: Sie könnten recht haben.


  Achilles: Sonst ist es ein sehr hübsches Lied, aber ich muß gestehen, daß mich diese monströs-komplexe Apparatur noch mehr interessiert. Ist es einfach ein über die Maßen großer Plattenspieler?


  Krebs: Oh nein, es ist weit mehr als das. Es ist mein Schildkrötenzerkauer.


  Achilles: Um Himmels willen!


  Krebs: Nein, das heißt nicht, daß er Schildkröten zerkaut. Aber er zerkaut von Herrn Schildkröte hergestellte Schallplatten.


  Achilles: Uff, das geht schon eher. Gehört das zu der seltsamen musikalischen Schlacht, die vor einiger Zeit zwischen Ihnen und Herrn S. ausbrach?


  Krebs: In einem gewissen Sinne schon. Lassen Sie mich es ein bißchen ausführlicher erklären. Sehen Sie, Herrn S.'s Kunstfertigkeit hatte den Punkt erreicht, wo er anscheinend fast jeden Plattenspieler zerstören konnte, den ich anschaffte.


  Achilles: Aber das letzte, was ich über ihren Wettstreit hörte, war, daß Sie endlich in den Besitz eines unüberwindlichen Grammophons gekommen seien — mit eingebautem Fernsehapparat, Minicomputer usw., das sich selbst auseinandernehmen und auch selber rekonstruieren kann, so daß es also nicht mehr zerstört würde.


  Krebs: Leider Gottes! Mein Plan wurde vereitelt, denn Herr Schildkröte machte sich ein kleines Detail zunutze, das ich übersehen hatte: Der Teil des Apparats, der die Demontage und den Wiederaufbau beaufsichtigte, blieb während des ganzen Vorgangs selbst stabil. Das heißt, er konnte sich aus naheliegenden Gründen nicht selber auseinandernehmen und neu aufbauen, und so blieb er intakt.


  Achilles: Und welche Folgen hatte das?


  Krebs: Ach, schreckliche! Denn sehen Sie, Herr S. konzentrierte seine Methode ganz auf diesen Teil des Apparats.


  Achilles: Wie geht das?


  Krebs: Er stellte einfach eine Platte her, die tödliche Schwingungen in der einen Struktur hervorrief, von der er wußte, daß sie sich niemals ändern konnte nämlich das Bauteil für Demontage und Wiederaufbau.


  Achilles: Oh, ich verstehe — sehr gerissen!


  Krebs: Ja, das glaubte ich auch. Und seine Strategie erwies sich als richtig. Allerdings nicht beim ersten Mal. Ich meinte, ihn übertölpelt zu haben, als mein Grammophon den ersten Angriff überstand. Ich lachte vor Freude. Aber tags darauf kam er mit einem stählernen Blick im Auge, und ich wußte, daß es ihm ernst war. Ich legte seine neue Platte auf meinen Plattenspieler. Dann schauten wir beide gespannt zu, wie das computergesteuerte Bauteil sorgfältig die Rillen prüfte, dann die Platte abnahm, den Plattenspieler auseinandernahm, ihn auf völlig verschiedene Art wieder aufbaute, die Platte wieder auflegte — und dann langsam die Nadel in die äußerste Rille senkte.


  Achilles: Donnerwetter!


  Krebs: Kaum waren die ersten Töne erklungen, als ein lautes „BÄNG!“ das Zimmer erfüllte. Das ganze Ding fiel auseinander, aber der Demontierer/Wiederaufbauer war besonders schlimm zerstört. In diesem schmerzlichen Augenblick erkannte ich zu meinem Kummer, daß Herr Schildkröte IMMER imstande sein würde, sich — wenn Sie mir diesen Ausdruck gestatten — auf die Achillesferse des Systems zu konzentrieren.


  Achilles: Meine Güte! Sie müssen sich ziemlich zerschmettert vorgekommen sein.


  Krebs: Ja, eine Zeitlang war mir reichlich mies zumute. Glücklicherweise war das jedoch nicht das Ende vom Lied. Meine Geschichte hat ein Nachspiel, das mir eine nützliche Lektion erteilte, und die darf ich Ihnen weitergeben. Auf Herrn Schildkrötes Empfehlung blätterte ich in einem merkwürdigen Buch voll seltsamer Dialoge über viele Themen, einschließlich der Molekularbiologie, Fugen, Zen-Buddhismus und der Himmel weiß was sonst noch.


  Achilles: Das hat wahrscheinlich irgend so ein Spinner geschrieben. Wie heißt denn das Buch?


  Krebs: Wenn ich mich recht entsinne, hieß es Kupfer, Silber, Gold: eine Unzerstörbare Metallegierung.


  Achilles: Ja, Herr Schildkröte hat mir auch davon erzählt. Ein Freund von ihm hat es geschrieben, der scheint's ganz im Banne der Metallogik steht.


  Krebs: Welcher Freund das wohl sein mag? Nun, in einem der Dialoge stieß ich auf einige Erbauliche Gedanken über das Tabakmosaikvirus, Ribosome und andere wunderliche Dinge, von denen ich noch nie gehört hatte.


  Achilles: Was ist das Tabakmosaikvirus? Was sind Ribosome?


  Krebs: Ganz genau weiß ich das auch nicht, denn in der Biologie bin ich schon immer ein völliger Versager gewesen. Alles, was ich weiß, habe ich jenem Dialog entnommen. Dort hieß es, Tabakmosaikviren seien winzige zigarettenförmige Gebilde, die in Tabakpflanzen eine Krankheit hervorrufen.


  Achilles: Krebs?


  Krebs: Bitte? Äh, nein, das eigentlich nicht, aber ...


  Achilles: Was uns da noch bevorsteht! Eine Tabakpflanze, die raucht und Krebs bekommt! Geschieht ihr recht!


  Krebs: Ich glaube, Sie sind etwas vorschnell zu Ihrem Schluß gekommen. Achilles. Tabakpflanzen RAUCHEN diese „Zigaretten“ nicht. Die bösartigen kleinen „Zigaretten“ kommen einfach und greifen sie unaufgefordert an.


  Achilles: Gut. Nun, da ich alles über Tabakmosaikviren weiß, sagen Sie mir: Was ist ein Ribosom?


  Krebs: Ribosome sind anscheinend eine Art von Gebilden unterhalb der Zellularstufe,
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  Abb. 79. Tabakmosaikvirus. [Aus: A. Lehninger, Biochemistry, New York 1976.]


  die Botschaften in einer Form entgegennehmen und in eine Botschaft in einer anderen Form verwandeln.


  Achilles: So wie ein winziges Bandgerät oder Grammophon?


  Krebs: Metaphorisch gesehen wird das wohl stimmen. Was mir aber auffiel, war eine Zeile, in der dieser außerordentlich komische Typ die Tatsache erwähnt, daß Ribosome — wie auch Tabakmosaikviren und gewisse andere biologische Gebilde — die „verblüffende Eigenschaft besitzen, sich selber spontan zusammensetzen zu können“. Das hat er wörtlich gesagt.


  Achilles: Das war wohl selber eine eher komische Äußerung.


  Krebs: Und gerade das dachte die andere Gestalt im Dialog. Das aber ist eine absurde Interpretation der Aussage. (Der Krebs zieht mächtig an seiner Pfeife und pustet Rauchschwaden in die Luft.)


  Achilles: Und was bedeutet „spontane Selbstzusammensetzung“?


  Krebs: Die Vorstellung ist die, daß wenn gewisse biologische Einheiten in einer Zelle auseinandergenommen werden, sie sich spontan neu zusammensetzen können, ohne daß eine andere Einheit ihnen dazu den Befehl gäbe. Die Stücke kommen einfach zusammen, und Simsalabim! — sie bleiben auch zusammen.


  Achilles: Das sieht ja geradezu nach Magie aus. Wäre es nicht wundervoll, wenn ein Plattenspieler normaler Größe diese Eigenschaft haben könnte? Ich meine, wenn ein Miniatur-„Plattenspieler“ oder ein Ribosom das tun kann, warum nicht auch ein großer? Das würde Ihnen erlauben, ein unzerstörbares Grammophon zu konstruieren, nicht wahr? Jedesmal , wenn es zerbräche, würde es sich von selber wieder zusammenfügen.


  Krebs: Genau das war mein Gedanke. Ganz außer Atem schickte ich einen Brief an meinen Fabrikanten, erklärte ihm die Idee der Selbstzusammensetzung, und fragte ihn, ob er mir einen Plattenspieler bauen könne, der sich selber auseinandernehmen und spontan in einer anderen Form zusammensetze könne.


  Achilles: Das ist aber ein dicker Hund.


  Krebs: Gewiß. Und nach mehreren Monaten schrieb er mir auch, es sei ihm endlich gelungen, und schickte mir eine dicke Rechnung. Eines schönen Tages, Ho!, traf mein Großer Sich Selbst Konstruierender Plattenspieler ein, und ich rief Herrn Schildkröte an und lud ihn ein, meinen Super-Plattenspieler zu testen.


  Achilles: Dann ist also dieser gewaltige Gegenstand vor uns eben die Maschine, von der wir sprechen?


  Krebs: Leider nicht, Achilles.


  Achilles: Sie wollen mir doch nicht noch einmal sagen ...


  Krebs: Was Sie argwöhnen, mein Freund, ist leider der Fall. Die ganze Geschichte ist zu schmerzlich, als daß man sie erzählen könnte. All diese Federn und Drähte, chaotisch über den Boden zerstreut, und hier und da ein Rauchwölkchen — ach!


  Achilles: Nun, nun, nehmen Sie's nicht zu tragisch.


  Krebs: Ich fühle mich ganz gut; nur von Zeit zu Zeit habe ich diese Anfälle. Nun, um fortzufahren: nach der anfänglichen Freude von Herrn Schildkröte merkte er endlich, wie traurig mir zumute war, und bekam Mitleid. Er versuchte mich zu trösten, indem er erklärte, daß das nicht zu ändern sei — das alles hätte mit einem „Satz“ von irgend jemand zu tun, aber ich habe kein Wort davon verstanden. Es klang wie „Krödels Satz“.


  Achilles: Ob das wohl „Gödels Satz“ war, den er einmal gesprächsweise erwähnte? ... hörte sich eher unheimlich an.


  Krebs: Könnte sein. Ich erinnere mich nicht.


  Achilles: Ich kann Ihnen versichern, Herr Krebs, daß ich diese Erzählung mit dem tiefsten Mitgefühl für Ihre Lage verfolgt habe. Es ist wirklich traurig. Aber Sie sprachen von einem Silberstreif am Horizont. Sagen Sie mir doch, was war es?


  Krebs: Ach ja, der Silberstreif. Nun, schließlich gab ich meine Suche nach „Vollkommenheit“ bei Grammophonen auf und beschloß, daß ich besser dran wäre, wenn ich meine Verteidigung gegen die Platten von Herrn Schildkröte verbesserte. Ich kam zum Entschluß, daß ein bescheideneres Ziel als ein Plattenspieler, der alles spielen kann, einfach ein Plattenspieler ist, der ÜBERLEBEN kann, einer, der die Zerstörung vermeiden kann — auch wenn das bedeuten sollte, daß ich nur einige spezielle Platten spielen kann.


  Achilles: So entschlossen Sie sich also, komplizierte Anti-Schildkröten-Mechanismen zu entwickeln, unter Verzicht auf die Möglichkeit, jeden möglichen Ton zu reproduzieren, nicht wahr?


  Krebs: Nun, ich würde nicht gerade sagen, daß ich mich „entschloß“. Es wäre richtiger zu sagen, daß ich dazu GEZWUNGEN wurde.


  Achilles: Ja, ich verstehe, was Sie meinen.


  Krebs: Meine neue Idee war, zu verhindern, daß irgendwelche „fremden“ Platten auf meinem Grammophon gespielt würden. Daß meine eigenen Platten unschädlich sind, weiß ich, und wenn ich jedermann daran hinderte, SEINE Platten einzuschmuggeln, wird das mein Grammophon schützen und mir trotzdem erlauben, meine Aufnahmen zu hören.


  Achilles: Eine vortreffliche Strategie für Ihr neues Ziel. Repräsentiert nun dieses gigantische Ding vor mir das, was Sie bis jetzt in dieser Richtung geleistet haben?


  Krebs: Jawohl! Herr Schildkröte hat natürlich gemerkt, daß er SEINE Strategie ebenfalls ändern muß. Jetzt ist es sein Hauptziel, eine Platte zu entwerfen, die die Zensur umgehen kann — eine neuartige Herausforderung.


  Achilles: Was Sie betrifft, wie beabsichtigen Sie denn diese und andere „fremde“ Platten auszuschließen?


  Krebs: Sie versprechen, daß Sie meine Strategie nicht Herrn S. verraten?


  Achilles: Auf Schildkrötenehre.


  Krebs: Was?


  Achilles: Oh, nur eine Redewendung, die ich von Herrn S. übernommen habe. Keine Angst, ich schwöre, daß ich Ihr Geheimnis bewahren werde.


  Krebs: Nun gut. Meine Grundidee ist, eine ETIKETTIERUNGS-Technik anzuwenden. Jede meiner Platten bekommt ein geheimes Etikett. Nun enthält das Grammophon da vor Ihnen, wie auch seine Vorgänger, eine Fernsehkamera zur Abtastung der Platte und einen Computer, um die so erhaltenen Details aufzubereiten und die darauf folgenden Operationen zu kontrollieren. Meine Idee ist einfach die, alle Platten zu zerkauen, die nicht das richtige Etikett tragen.


  Achilles: Rache ist süß! Aber mir scheint doch, daß Ihr Plan leicht zu durchkreuzen ist. Herr S. muß ja nur eine Ihrer Platten bekommen und Ihr Etikett kopieren.


  Krebs: Ganz so einfach ist das nicht, Achilles! Warum glauben Sie, daß er das Etikett von der Platte unterscheiden kann? Es ist vielleicht besser integriert als Sie glauben.


  Achilles: Meinen Sie, daß es irgendwie mit der eigentlichen Musik vermischt ist?


  Krebs: Genau, aber es gibt eine Möglichkeit, die beiden zu entwirren. Dazu muß man die Daten auf der Platte visuell „wegsaugen“, und dann ...


  Achilles: War das der Grund für den hellen grünen Blitz?


  Krebs: Jawohl. Das war die Fernsehkamera, die die Rillen abtastete. Die Rillenmuster wurden zum Minicomputer geschickt, der den Stil der Musik analysierte, die ich aufgelegt hatte — in vollständiger Stille. Noch war nichts abgespielt worden.


  Achilles: Also ein Auswahlprozeß, der solche Stücke eliminiert, die nicht im richtigen Stil geschrieben sind?


  Krebs: Sie haben's begriffen, Achilles. Die einzigen Platten, die diesen zweiten Test bestehen können, sind Platten mit Musik in meinem eigenen Stil, und für Herrn S. ist es hoffnungslos schwierig, den zu imitieren. Sie sehen also, ich bin überzeugt, daß ich diesen abermaligen musikalischen Streit gewinnen werde. Ich muß jedoch erwähnen, daß Herr S. genauso überzeugt ist, daß er irgendwie eine Platte an meinen Zensoren vorbeischmuggeln kann.


  Achilles: Und Ihre wunderbare Maschine in tausend Scherben zerschmettert?


  Krebs: Oh nein, in dieser Beziehung hat er den Beweis erbracht. Jetzt wird er mir einfach beweisen, daß er eine Platte, eine ganz harmlose, an mir vorbeischmuggeln kann, was für Gegenmaßnahmen ich auch ergreife. Er murmelt fortwährend Dinge über Lieder mit so wunderlichen Titeln wie etwa „Ich kann auf dem Plattenspieler X gespielt werden“. MIR kann er aber keine Angst einflößen. Das einzige, was mich ein bißchen beunruhigt, ist, daß er, wie früher, einige dunkle Argumente zu haben scheint, die ... die ... (Er verstummt. Dann zieht er ein paar Mal an seiner Pfeife. Er sieht ganz nachdenklich aus.)


  Achilles: Hm ... ich würde sagen, daß Herr S. sich einer unmöglichen Aufgabe gegenübersieht. Endlich hat er jemand gefunden, mit dem er sich messen kann.


  Krebs: Komisch, daß Sie so denken. Ich nehme nicht an, daß Sie Henkins Satz vorwärts und rückwärts kennen, nicht wahr?


  Achilles: WESSEN Satz vorwärts und rückwärts? Ich habe noch nie etwas gehört, das daran erinnerte. Sicher ist das äußerst fesselnd, aber ich möchte lieber mehr über die „Musik zum Eindringen in Grammophone“ hören. Es ist eine amüsante kleine Geschichte. Ich glaube, ich kann das Ende erraten. Offensichtlich wird Herr S. einsehen, daß es keinen Sinn hat weiterzumachen, und so wird er abtreten, seine Niederlage zugeben, und damit basta. Ist es nicht genau so?


  Krebs: Zumindest hoffe ich es. Würden Sie gerne ein bißchen von dem inneren Mechanismus meines Verteidigungsgrammophons sehen?


  Achilles: Aber gerne. Ich wollte schon immer eine Fernsehkamera in Betrieb sehen.


  Krebs: Gesagt, getan, mein Freund. (Greift in den offenen „Rachen“ des großen Grammophons, entkuppelt ein paar Steckverbindungen und zieht ein säuberlich verpacktes Instrument heraus.) Sie sehen, daß die ganze Geschichte aus unabhängigen Modulen besteht, die jedes für sich unabhängig gebraucht werden können. Diese Fernsehkamera z. B. arbeitet sehr gut für sich. Beachten Sie den Bildschirm dort drüben, unter dem Gemälde mit der brennenden Tuba. (Er richtet die Kamera auf Achilles, dessen Gesicht sofort auf dem großen Schirm erscheint.)


  Achilles: Fabelhaft. Kann ich das mal ausprobieren?


  Krebs: Gewiß.


  Achilles (richtet die Kamera auf den Krebs): Da sind SIE, Herr Krebs, auf dem Schirm.


  Krebs: So ist es.


  Achilles: Und wenn ich die Kamera auf das Gemälde mit der flammenden Tuba richte? Nun ist sie ebenfalls auf dem Schirm.


  Krebs: Die Kamera hat ein Zoom-Objektiv, Achilles. Sie sollten es versuchen.


  Achilles: Fabelhaft. Ich will die Kamera auf die Spitzen dieser Flammen einstellen, dort, wo sie mit dem Bilderrahmen zusammentreffen ... Es ist ein so komisches Gefühl, alles im Zimmer sofort auf den Bildschirm „kopieren“ zu können — alles was ich will. Ich brauche bloß die Kamera darauf zu richten, und es taucht wie durch Magie auf dem Schirm auf.


  Krebs: ALLES in diesem Zimmer, Achilles?


  Achilles: Alles was man sieht, ja. Das ist doch klar.
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  Abb. 80. Die schöne Gefangene, von René Magritte (1947).


  Krebs: Was aber geschieht, wenn Sie die Kamera auf die Flammen auf dem Bildschirm richten?


  (Achilles stellt die Kamera so, daß sie direkt auf den Teil des Fernsehschirms zielt, der die Flammen zeigt — oder gezeigt hat.)


  Achilles: He, das ist aber komisch! Gerade das bewirkt, daß die Flammen vom Schirm VERSCHWINDEN. Wohin sind sie gegangen?


  Krebs: Sie können nicht ein Bild auf dem Schirm festhalten wollen und gleichzeitig die Kamera verschieben.


  Achilles: Das sehe ich. Aber ich verstehe nicht, was jetzt auf dem Schirm ist — versteh's überhaupt nicht. Es scheint ein merkwürdiger langer Korridor zu sein. Und doch richte ich meine Kamera gewiß nicht auf einen Korridor. Ich richte sie lediglich auf einen gewöhnlichen Bildschirm.


  Krebs: Sehen Sie es doch sorgfältiger an, Achilles. Sehen Sie tatsächlich einen Korridor?


  Achilles: Aha, jetzt begreife ich. Es ist eine Anzahl ineinander verschachtelter Kopien des Bildschirms selbst, die immer kleiner werden ... Natürlich! Das Bild der Flammen MUSSTE verschwinden, weil es daher kam, daß ich die Kamera auf das GEMÄLDE richtete. Wenn ich die Kamera auf den SCHIRM richte, dann erscheint der Schirm selbst, zusammen mit dem, was gerade in diesem Moment auf dem Schirm ist — was der Schirm selbst ist, zusammen mit dem, was gerade in diesem Moment auf dem Schirm ist, was der Schirm selbst ist, zusammen mit ...


  Krebs: Ich glaube, den Rest kann ich selber herausfinden, Achilles. Warum versuchen Sie nicht mal , die Kamera um die Längsachse zu drehen?


  Achilles: Oh! Ich erhalte einen wunderschönen spiralförmigen Korridor! Jeder Schirm wird innerhalb des ihn einrahmenden Schirms gedreht, so daß sie sich, je kleiner sie sind, in Bezug auf den äußeren Schirm immer mehr drehen. Die Vorstellung, daß ein Bildschirm sich selbst verschlingt, ist seltsam.


  Krebs: Was verstehen Sie unter „sich selbst verschlingen“, Achilles.


  Achilles: Ich meine, wenn ich die Kamera auf den Schirm richte, oder auf einen Teil des Schirms, DAS ist „selbstverschlingend“.


  Krebs: Kann ich das etwas weiterverfolgen? Dieser neue Begriff interessiert mich sehr.


  Achilles: Mich auch.


  Krebs: Nun gut. Wenn Sie die Kamera auf eine ECKE des Schirms richten, ist das immer noch das, was Sie unter „selbstverschlingend“ verstehen?


  Achilles: Versuchen wir's. Hm. Der „Korridor“ von Schirmen scheint über den Rand hinaus zu verschwinden; es gibt also keine unendliche Schachtelung mehr. Hübsch ist es, aber es scheint mir nicht den Geist des Selbstverschlingens zu atmen. Es ist eine „mißlungene Selbstverschlingung“.


  Krebs: Wenn man die Fernsehkamera wieder auf die Mitte des Schirms ausrichtet, könnte man das vielleicht in Ordnung bringen ...


  Achilles (langsam und vorsichtig die Kamera schwenkend): Ja, der Korridor wird immer länger ... Hier! Nun ist alles wieder zurückgekommen. Ich kann den Korridor so weit hinunterschauen, bis er in der Ferne verschwindet. Der Korridor wird in dem Augenblick unendlich, in dem die Kamera den GANZEN Schirm erfaßt. Das erinnert mich an etwas, das Herr Schildkröte unlängst sagte, nämlich daß Selbstbezüglichkeit nur dann zu finden ist, wenn ein Satz über sich als GANZES spricht.


  Krebs: Pardon?


  Achilles: Nichts. Ich habe nur vor mich hin gemurmelt.


  (Während Achilles am Objektiv und an anderen Schaltern spielt, erscheint eine Menge von neuartigen selbstverschlingenden Bildern: wirbelnde Spiralen, die an Galaxien erinnern, kaleidoskopische, blumenähnliche Formen und verschiedene andere Muster.)


  Krebs: Sie scheinen sich gut zu amüsieren.


  Achilles (wendet sich wieder von der Kamera ab): Aber ja! Was für eine Fülle von Bildern diese einfache Idee hervorbringen kann! (Er wirft einen Blick auf den Schirm, und ein Ausdruck des Erstaunens huscht über sein Gesicht.) Meine Güte, Herr Krebs, das ist ja ein pulsierendes Muster von Blütenblättern dort auf dem Schirm. Woher dieses Pulsieren? Der Fernsehapparat bewegt sich nicht, und die Kamera auch nicht.
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        a) Der einfachste Fall.

      

      	
        d) Eine „mißlungene Selbstverschlingung“.
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        b) Achilles' „Korridor“.

      

      	
        e) Was geschieht, wenn man heranzoomt.
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        c) Was geschieht, wenn man die

        Kamera um die Längsachse dreht.

      

      	
        f) Kombinierter Effekt von Drehung und Zoom.

      
    

  


  Abb. 81. Zwei sich selbst verschlingende TV-Schirme. Ich hätte noch einen mehr aufgenommen, wäre 13 keine Primzahl.
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        g) Jetzt wird's unheimlich.

      

      	
        j) Die späteren Stadien der Galaxis. Man zähle die Speichen!
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        h) Eine Galaxis wird geboren.

      

      	
        k) Die Galaxis ist ausgebrannt — und zu einem „schwarzen Loch“ geworden!
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        i) Die Galaxis entwickelt sich weiter.

      

      	
        l) Ein pulsierendes Muster von Blütenblättern, festgehalten in der Mitte einer Pulsation.

      
    

  


  Krebs: Man kann gelegentlich Muster erzeugen, die sich rhythmisch verändern. Das kommt daher, daß zwischen dem Augenblick, in dem die Kamera etwas „sieht“, und dem Augenblick, in dem es auf dem Schirm erscheint, eine gewisse Verzögerung — rund 1/100 Sekunde — eintritt. Wenn man also eine Schachtelung etwa der Tiefe 50 hat, ergibt sich eine Verzögerung von etwa einer halben Sekunde. Wenn ein bewegtes Bild auf den Schirm gelangt, z. B. wenn man den Finger vor die Kamera bringt, dann brauchen die tiefer verschachtelten Schirme eine gewisse Zeit, um das „herauszufinden“. Diese Verzögerung pflanzt sich dann durch das ganze System wie ein optisches Echo fort. Und wenn die Dinge so arrangiert sind, daß das Echo nicht verhallt, kann man pulsierende Muster erhalten.


  Achilles: Erstaunlich. Und wie wäre es, wenn wir versuchten, ein TOTALES Selbstverschlingen herbeizuführen?


  Krebs: Was meinen Sie damit?


  Achilles: Nun, diese Geschichte von Schirmen innerhalb von Schirmen ist ja ganz interessant, aber ich würde gerne ein Bild der Fernsehkamera UND des Schirms AUF dem Schirm sehen. Erst dann hätte ich bewirkt, daß das System sich selbst verschlingt. Denn der Schirm ist nur ein TEIL des ganzen Systems.


  Krebs: Ich verstehe. Vielleicht könnten Sie mit dem Spiegel da den gewünschten Effekt erzielen?


  (Der Krebs gibt ihm einen Spiegel, und Achilles manövriert den Spiegel und die Kamera auf eine Weise, daß sowohl die Kamera als auch der Bildschirm auf dem Schirm erscheinen.)


  Achilles: So. Jetzt habe ich eine TOTALE Selbstverschlingung erzielt.


  Krebs: Mir scheint, wir haben nur die Vorderseite des Spiegels — wie steht es mit der Rückseite? Ohne die Rückseite würde er nicht reflektieren, und man hätte die Kamera nicht auf dem Bild.


  Achilles: Ganz richtig. Um aber sowohl die Vorder- wie auch die Rückseite zu sehen, brauche ich einen zweiten Spiegel.


  Krebs: Doch dann müßten Sie auch die Rückseite dieses Spiegels zeigen. Und wie steht's damit, die Rückseite des Fernsehapparates genauso wie seine Vorderseite zu berücksichtigen? Und dann ist da das Stromkabel und das Innere des Apparates und -


  Achilles: Halt, halt! In meinem Kopf dreht sich alles! Ich sehe schon, mit diesem „Selbstverschlingungsprojekt“ gibt es ein kleines Problemchen. Mir ist etwas schwindlig.


  Krebs: Ich weiß genau, wie Sie sich fühlen. Warum setzen Sie sich nicht hin und denken nicht mehr an all diese Selbstverschlingung. Entspannen Sie sich! Schauen Sie sich meine Gemälde an, das wird Sie beruhigen.


  (Achilles legt sich nieder und seufzt.)


  Krebs: Oh — stört Sie der Rauch meiner Pfeife? Gut, ich lege sie weg. (Nimmt die Pfeife aus dem Mund und legt sie sorgfältig über ein paar Worte in einem anderen Gemälde von Magritte.) So, fühlen Sie sich besser?
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  Abb. 82. Die Melodie und das Lied, von René Magritte (1964).


  Achilles: Ein bißchen benommen bin ich immer noch. (Zeigt auf den Magritte.) Ein interessantes Gemälde. Und so schön gerahmt. Besonders diese glänzende Einlege-Arbeit.


  Krebs: Danke schön. Ich ließ den Rahmen eigens mit Goldstreifen verzieren.


  Achilles: Goldstreifen! Was sonst! Was steht da unter der Pfeife? Das ist kein Deutsch, nicht wahr?


  Krebs: Nein, Französisch: Ceci n'est pas une pipe. Das heißt: Dies ist keine Pfeife. Was ja durchaus richtig ist.


  Achilles: Aber es IST eine Pfeife! Sie haben sie doch soeben geraucht.


  Krebs: Ich glaube, Sie mißverstehen diesen Satz. Das Wort ceci bezieht sich auf das Bild, nicht auf die Pfeife. Natürlich ist die Pfeife eine Pfeife. Aber ein Bild ist kein Pfeife.


  Achilles: Ob wohl das ceci innerhalb des Bildes sich auf das GANZE Bild bezieht, oder nur auf die Pfeife innerhalb des Bildes? Oh meine Güte! Das wäre NOCH EINE Selbstverschlingung! Mir ist gar nicht wohl, Herr Krebs. Ich glaube mir wird übel ...


  KAPITEL XVI


  Selbst-Ref und Selbst-Rep


  IN DIESEM KAPITEL werden wir uns einige der Mechanismen näher anschauen, die in verschiedenen Zusammenhängen Selbstbezüglichkeit bewirken, und sie mit den Mechanismen vergleichen, die es gewissen Systemen gestatten, sich selbst zu reproduzieren. Dabei werden sich einige bemerkenswerte und elegante Parallelen zwischen diesen Mechanismen ergeben.


  Implizit und explizit selbstbezügliche Sätze


  Betrachten wir zunächst Sätze, die auf den ersten Blick so aussehen mögen, als lieferten sie die einfachsten Beispiele von Selbstbezüglichkeit, zum Beispiel:


  
    
      	
        1)

      

      	
        Dieser Satz enthält fünf Wörter.

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        Dieser Satz ist sinnlos, weil er selbstbezüglich ist.

      
    


    
      	
        3)

      

      	
        Dieser Satz kein Verb.

      
    


    
      	
        4)

      

      	
        Dieser Satz ist falsch. (Paradoxie des Epimenides)

      
    


    
      	
        5)

      

      	
        Der Satz, den ich jetzt schreibe, ist der Satz, den Sie jetzt lesen.

      
    

  


  Alle Sätze mit Ausnahme des letzten (der eine Anomalität darstellt) bringen den scheinbar einfachen Mechanismus ins Spiel, der in der Wendung dieser Satz enthalten ist. In Wirklichkeit jedoch ist der Mechanismus keineswegs einfach. All diese Sätze schwimmen im Kontext der deutschen Sprache. Man kann sie mit Eisbergen vergleichen, von denen nur die Spitzen sichtbar sind. Die Wortfolgen sind die Spitzen der Eisberge, und die Arbeit, die zu ihrem Verständnis nötig ist, entspricht dem verborgenen Teil des Eisbergs. In diesem Sinn ist ihre Bedeutung implizit, nicht explizit. Selbstverständlich gibt es keinen Satz, dessen Sinn vollständig explizit ist, aber je expliziter die Selbstbezüglichkeit ist, um so klarer treten die zugrundeliegenden Mechanismen zutage. Um in unserem Fall die Selbstbezüglichkeit der obigen Sätze zu erkennen, muß man sich nicht nur in einer Sprache wie etwa dem Deutschen zu Hause fühlen, in der man mit linguistischem Material umgehen kann, sondern man muß auch ausfindig machen, auf was sich die Wendung dieser Satz bezieht. Das scheint einfach, hängt aber von unserer sehr komplexen, jedoch völlig selbstverständlich gewordenen Fähigkeit ab, das Deutsche zu handhaben. Ganz besonders wichtig ist hier die Fähigkeit, festzustellen, worauf sich eine Wendung mit einem Hauptwort und einem Demonstrativpronomen bezieht. Diese Fähigkeit entwickelt sich langsam, und man sollte sie keineswegs als trivial betrachten. Die Schwierigkeit wird vielleicht noch deutlicher, wenn man einen Satz wie Nr. 4 jemandem vorlegt, der Paradoxien und sprachlichen Tricks gegenüber naiv ist, wie etwa ein Kind. Er kann sagen: Welcher Satz ist falsch?, und dann bedarf es vielleicht einiger Beharrlichkeit, ihn von der Vorstellung zu überzeugen, daß der Satz von sich selber spricht. Zunächst einmal ist das alles etwas verblüffend. Ein paar Bilder helfen vielleicht weiter (Abb. 83, 84). Abb. 83 ist ein Bild, das sich auf zwei Stufen interpretieren läßt. Auf der einen Seite ist es ein Satz, der auf sich selbst zielt; auf der anderen ein Bild des Epimenides, der sein eigenes Todesurteil vollstreckt.


  [image: Abb. 83.]


  Abb. 83.


  Abb. 84 zeigt die sichtbaren und die unsichtbaren Teile des Eisbergs und gibt eine Andeutung der relativen Proportionen zwischen dem Satz und der Verarbeitung, die zur Wahrnehmung des Selbstbezugs nötig ist.
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  Abb. 84.


  Amüsant ist der Versuch, sämtliche selbstbezüglichen Sätze zu erzeugen, ohne sich des Tricks zu bedienen, „dieser Satz“ zu sagen. Man könnte etwa versuchen, einen Satz innerhalb seiner selbst zu zitieren, zum Beispiel:


  Der Satz „Der Satz enthält fünf Wörter“ enthält fünf Wörter.


  Doch schlägt ein solcher Versuch fehl, denn jeder Satz, der zur Gänze innerhalb seiner selbst zitiert werden sollte, müßte kürzer als er selbst sein. Das ist tatsächlich möglich, aber nur dann, wenn man bereit ist, unendlich lange Sätze gelten zu lassen, wie zum Beispiel:


  Der Satz


  „Der Satz


  „Der Satz


  „Der Satz
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  ist unendlich lang.“


  ist unendlich lang.“


  ist unendlich lang.“


  ist unendlich lang.


  Für endliche Sätze kann das jedoch nicht funktionieren. Aus dem gleichen Grund könnte die Gödelkette G nicht das explizite Zahlwort für seine Gödelnummer enthalten; es würde nicht passen. Keine Kette von TNT kann das TNT-Zahlwort für ihre eigene Gödelnummer enthalten, denn ein Zahlwort enthält immer mehr Symbole als die Kette selbst. Doch das kann man umgehen, indem man G eine Beschreibung seiner eigenen Gödelnummer vermittels der Begriffe „sub“ und „Arithmoquinierung“ enthalten läßt.


  Eine Methode, um in einem deutschen Satz Selbstbezüglichkeit vermittels einer Beschreibung anstatt eines Selbstzitats oder des Gebrauchs der Wendung „dieser Satz“ herzustellen, ist die von Quine, die im Dialog Die "Air“ in G illustriert wurde. Das Verständnis des Quine-Satzes erfordert weniger subtile mentale Verarbeitung als die vier früher zitierten Beispiele. Wenn er zunächst auch komplizierter erscheinen mag, ist er in gewisser Weise expliziter. Die Quine-Konstruktion ist der Gödel-Konstruktion ganz ähnlich, da sie Selbstbezüglichkeit erzeugt, indem sie ein anderes typographisches Gebilde beschreibt, das, wie sich zeigt, dem Quine-Satz selbst isomorph ist. Diese Beschreibung des neuen typographischen Gebildes wird von zwei Teilen des Quine-Satzes ausgeführt. Der eine Teil ist eine Anzahl von Befehlen, die sagen, wie eine gewisse Wendung aufzubauen ist, während der zweite Teil die zu verwendenden Konstruktionsmaterialien enthält, das heißt: der andere Teil ist ein Schablone. Sie sieht eher wie ein schwimmendes Stück Seife aus denn wie ein Eisberg (Abb. 85).
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  Abb. 85.


  Dieser Satz erzielt Selbstbezüglichkeit unmittelbarer als die Epimenides-Paradoxie; es sind weniger verborgene Vorarbeiten nötig. Es ist übrigens interessant, daß die Wendung „dieser Satz“ im vorhergehenden Satz auftaucht, doch ist sie nicht da, um Selbstbezüglichkeit zu erzeugen; der Leser hat wahrscheinlich verstanden, daß sie sich auf den Quine-Satz bezog und nicht auf den Satz, in dem sie vorkommt. Das zeigt einfach, wie demonstrative Wendungen wie „dieser Satz“ aus ihrem Zusammenhang heraus interpretiert werden, und weist darauf hin, daß die Verarbeitung solcher Wendungen tatsächlich sehr kompliziert ist.


  Ein Programm reproduziert sich selbst


  Die Idee des Quinierens und seine Verwendung bei der Erzeugung von Selbstbezüglichkeit wurde bereits innerhalb des Dialogs selbst erklärt; wir brauchen daher auf diese Dinge nicht im einzelnen einzugehen. Statt dessen wollen wir zeigen, wie ein Computerprogramm genau die gleiche Technik zu seiner Selbst-Reproduktion verwenden kann. Das folgende Selbst-Reproduzierungs-Programm ist in einer BlooP-ähnlichen Sprache abgefaßt und beruht darauf, daß man einer Wendung ihr eigenes Zitat folgen läßt. (Die dem Quinieren entgegengesetzte Reihenfolge, also drehe ich den Namen „Quine“ um und spreche von „eniuq“.)


  DEFINE PROCEDURE "ENIUQ" [TEMPLATE]: PRINT [TEMPLATE, LEFT-BRACKET, QUOTE-MARK, TEMPLATE, QUOTE-MARK, RIGHT-BRACKET, PERIOD].


  ENIUQ


  ['DEFINE PROCEDURE "ENIUQ" [TEMPLATE]: PRINT [TEMPLATE, LEFT-BRACKET, QUOTE-MARK, TEMPLATE, QUOTE-MARK, RIGHT-BRACKET, PERIOD]. ENIUQ'].


  ENIUQ ist eine Prozedur, die in den ersten beiden Zeilen definiert wird. Der Eingabeparameter ist „TEMPLATE“. Beim Aufruf von ENIUQ soll TEMPLATE stets eine Zeichenkette sein. Der Effekt von ENIUQ ist, TEMPLATE zweimal auszudrucken, einmal so, wie es eingegeben wurde, und dann noch einmal eingerahmt von (einfachen) Anführungszeichen und eckigen Klammern, versehen mit einem Schlußpunkt. Hätte TEMPLATE den Wert DOPPEL-MOPPEL, so wäre die Ausgabe von ENIUQ der Text:


  DOPPEL-MOPPEL['DOPPEL-MOPPEL'].


  In den letzten vier Zeilen des oben abgedruckten Programms wird die Prozedur ENIUQ mit einem speziellen Wert von TEMPLATE aufgerufen — der langen Zeichenkette in Anführungszeichen: DEFINE ENIUQ. Dieser Wert wurde mit Bedacht gewählt; er besteht aus der Definition von ENIUQ, gefolgt von dem Wert ENIUQ. Das bewirkt, daß das Programm selbst — oder, wenn Sie so wollen, eine vollkommene Kopie davon ausgedruckt wird. Das ähnelt Quines Fassung des Satzes von Epimenides:


  „Ergibt eine Unwahrheit, wenn sein Zitat vorausgeht"

  ergibt eine Unwahrheit, wenn sein Zitat vorausgeht.


  Es ist wichtig, sich darüber im klaren zu sein, daß die Zeichenkette, die in den letzten drei Zeilen des Programms in Anführungszeichen steht — d. h. der Wert von TEMPLATE — nie als Folge von Anweisungen aufgefaßt wird. Daß es eine ist, ist in gewissem Sinn nur ein Zufall. Wie schon gesagt, hätte es ebensogut DOPPEL-MOPPEL oder irgendeine andere Zeichenkette gewesen sein können. Der Witz des Schemas liegt darin, daß derselbe Text, wenn er in den ersten beiden Zeilen steht, tatsächlich als Programm behandelt wird (denn er steht nicht in Anführungszeichen). In diesem Programm fungiert also dieselbe Kette auf zwei verschiedenen Arten: erstens als Programm, zweitens als Daten. Das ist das Geheimnis selbstreproduzierender Programme und wie wir noch sehen werden, selbstreproduzierender Moleküle. Im übrigen ist es nützlich, ein selbst-reproduzierendes Gebilde als Selbst-Rep zu bezeichnen und in ähnlicher Weise jedes selbstbezügliche Gebilde als Selbst-Ref. Von jetzt an werde ich diese Ausdrücke gelegentlich verwenden.


  Das vorhergehende Programm ist ein elegantes Beispiel eines selbst-reproduzierenden Programms, geschrieben in einer Sprache, die nicht dazu entworfen wurde, Selbst-Reps besonders leicht formulieren zu können. Die Aufgabe mußte daher unter Verwendung jener Begriffe und Operationen gelöst werden, die wir als Teil der Sprache auffaßten, wie etwa das Wort QUOTE-MARK oder der Befehl PRINT. Nehmen wir jedoch an, es würde eine Sprache eigens zu dem Zweck entworfen, leicht Selbst-Reps schreiben zu können. Dann könnte man viel kürzere Selbst-Reps schreiben. Nehmen wir z. B. an, daß die Operation des Eniuqierens eine fest in der Sprache verankerte Eigenschaft sei und keiner Definition bedürfe (wie wir bei PRINT annahmen). Ein winziges Selbst-Rep wäre dann:


  ENIUQ ['ENIUQ'].


  Das ähnelt stark der Schildkröten-Version von Quines Version des Epimenides-Selbst-Ref, wobei angenommen wird, daß das Verb „quinieren“ bekannt ist:


  „Ergibt Unwahrheit wenn quiniert“ ergibt Unwahrheit wenn quiniert.


  Aber Selbst-Reps können noch kürzer sein. Zum Beispiel könnte es in einer Computersprache eine Übereinkunft geben, daß jedes Programm, dessen erstes Symbol ein Sternchen ist, zu kopieren sei, bevor das Programm wie gewohnt ausgeführt wird. Dann ist das lediglich aus einem Sternchen bestehende Programm ein Selbst-Rep! Man mag einwenden, das sei albern und stütze sich auf eine völlig willkürliche Konvention. Tut man das, nimmt man meine frühere Aussage wieder auf, daß es beinahe gemogelt ist, den Ausdruck „dieser Satz“ zur Erzeugung von Selbstbezüglichkeit zu gebrauchen. Er stützt sich zu sehr auf den Prozessor und nicht genügend auf explizite Befehle für Selbstbezüglichkeit. Ein Sternchen als Beispiel für ein Selbst-Rep zu verwenden ist so, als gebrauche man das Wort „ich“ für ein Beispiel eines Selbst-Ref: Beide verbergen alle interessanten Aspekte ihrer jeweiligen Problematik.


  Das erinnert uns an eine andere eigenartige Art von Selbstreproduktion — nämlich an Fotokopiermaschinen. Man könnte behaupten, daß jedes schriftliche Dokument ein Selbst-Rep ist, weil es ermöglicht, daß eine Kopie von ihm gedruckt wird, wenn man es in die Fotokopiermaschine legt und den richtigen Knopf drückt. Das aber stößt sich irgendwie mit unserer Vorstellung von Selbstreproduktion; das Blatt Papier wird überhaupt nicht gefragt, und deshalb ordnet es nicht seine eigene Vervielfältigung an. Wiederum liegt alles an der Verarbeitung. Bevor wir etwas als Selbst-Rep bezeichnen, möchten wir das Gefühl haben, daß es in größtmöglichem Ausmaß explizit die Anweisungen enthält, sich selber zu kopieren.


  Gewiß kann etwas mehr oder weniger explizit sein; dennoch gibt es eine intuitive Grenze, auf deren einer Seite wir die wahre, selbstgesteuerte Selbstreproduktion finden, und auf deren anderer Seite wir einfach sehen, wie das Kopieren von einer starren, autonomen Kopiermaschine ausgeführt wird.


  Was ist eine Kopie?


  Nun muß man sich früher oder später in jeder Diskussion von Selbst-Ref und Selbst-Rep mit dem Zentralproblem auseinandersetzen: „Was ist eine Kopie?“ Wir haben uns bereits in Kapitel V und VI sehr ernsthaft mit dieser Frage beschäftigt und kehren nunmehr zu ihr zurück. Um auf den Geschmack zu kommen, wollen wir einige sehr ausgefallene, aber einleuchtende Beispiele von Selbst-Rep beschreiben.


  Ein sich selbst reproduzierendes Lied


  Man stelle sich eine Musikbox in einer Bar vor, die, wenn man die Knöpfe 11-U drückt, ein Lied spielt, das so lautet:


  
    
      	
        Steck in diese Musikbox

      
    


    
      	
        schnell noch eine Mark hinein

      
    


    
      	
        denn ich möchte nur allein

      
    


    
      	
        mein 11-U und Musik, Musik, Musik.

      
    

  


  Wir könnten ein kleines Diagramm von dem verfertigen, was eines Abends geschieht (s. Abb. 86, S. 536).


  Obgleich der Effekt der ist, daß das Lied sich selber reproduziert, wäre es doch seltsam, es als Selbst-Rep zu betrachten, und zwar gerade deswegen, weil beim Passieren der 11-U-Phase dort nicht die vollständige Information vorliegt. Die Information wird zurückgewonnen dank der Tatsache, daß sie vollständig in der Musikbox gespei-
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  Abb. 86. Ein sich selbst reproduzierendes Lied.


  chert ist, d. h. in einem der Pfeile, nicht in einem der Ovale. Ob dieses Lied eine vollständige Beschreibung enthält, wie es wieder gespielt werden soll, ist fraglich, weil das Symbolpaar „11-U“ nur ein Auslöser ist, keine Kopie.


  Ein „Krebs“-Programm


  Betrachten wir als nächstes ein Computerprogramm, das sich selbst rückwärts ausdruckt. (Manchem Leser macht es vielleicht Spaß, darüber nachzudenken, wie ein solches Programm in der oben benutzten BlooP-ähnlichen Sprache — mit dem gegebenen Selbst-Rep als Muster — geschrieben werden könnte.) Würde dieses kuriose Programm als Selbst-Rep zählen? Ja, in einem gewissen Sinn schon, weil eine triviale Transformation seines Outputs das ursprüngliche Programm wiederherstellen würde. Es ist wohl angemessen zu sagen, daß der Output die gleiche Information enthält wie das Programm selbst, nur auf einfache Weise neu geordnet. Und doch ist klar, daß jemand den Output betrachten und ihn nicht als ein rückwärts gedrucktes Programm erkennen könnte. Um an die Terminologie in Kapitel VI zu erinnern, könnten wir sagen, daß die „innere Botschaft“ von Output und Programm dieselbe ist, daß sie aber verschiedene „äußere Botschaften“ haben — das heißt, sie müssen von verschiedenen Entschlüsselungsmechanismen gelesen werden. Wenn man nun die äußere Botschaft als Teil der Information gelten läßt, was ganz einleuchtend erscheint, dann ist die totale Information schließlich doch nicht die gleiche, und deshalb kann das Programm nicht zu den Selbst-Reps gezählt werden.


  Das aber ist eine beunruhigende Schlußfolgerung, weil wir ja gewohnheitsmäßig den Informationsgehalt eines Dings und seines Spiegelbilds als gleich betrachten. Man erinnere sich aber, daß wir in Kapitel VI den Begriff der „Inneren Bedeutung“ von einem hypothetischen Begriff der Intelligenz abhängig machten. Wir ließen uns dabei von der Idee leiten, daß wir bei der Bestimmung der inneren Bedeutung eines Objekts gewisse Arten von äußeren Botschaften ignorieren können, nämlich die, die universell verständlich sind. Das heißt, wenn der Decodierungsmechanismus in einem vage definierten Sinn genügend tief greift, dann Ist die innere Botschaft, die er enthüllt, die einzige Bedeutung, die zählt. In diesem Beispiel kann man mit ziemlicher Sicherheit vermuten, daß eine „Standard-Intelligenz“ der Ansicht wäre, daß zwei Spiegelbilder die gleiche Information enthielten, das heißt, sie würde die Isomorphie zwischen den beiden als so trivial betrachten, daß sie vernachlässigt werden kann. Und so kann unsere intuitive Vorstellung bestehen bleiben, daß das Programm in einem gewissen Sinn ein echtes Selbst-Rep ist.


  Epimenides' Grätsche über den Rhein


  Ein anderes weit hergeholtes Beispiel eines Selbst-Rep wäre ein Programm, das sich selbst ausdruckt, aber in eine andere Computersprache übersetzt. Man könnte das mit der nachstehenden kuriosen Version der Quineschen Fassung des Epimenides-Selbst-Ref vergleichen:


  „est une expression qui, quand elle est précédée de sa traduction, mise entre guillemets, dans la langue provenant de l'autre côté du Rhin, crée une fausseté“ ist ein Ausdruck, der, wenn ihm seine in Anführungszeichen gesetzte Übersetzung in die Sprache, die von der anderen Seite des Rheins stammt, vorausgeht, falsch wird.


  Der Leser könnte versuchen, die Sentenz niederzuschreiben, die durch dieses wunderliche Gebräu beschrieben wird. (Ein Wink: Sie ist nicht sie selbst, oder ist es zumindest nicht, wenn „sie selbst“ im naiven Sinn verstanden wird.)


  Wenn die Vorstellung eines „Selbst-Rep durch Rückwärtsbewegung“ (d. h. eines Programms, das sich selbst von hinten nach vorn schreibt) an den Krebs-Kanon erinnert, erinnert die Vorstellung von „Selbst-Reps durch Übersetzung“ genauso an einen Kanon, der die Transposition der Themen in eine andere Tonart erfordert.


  Ein Programm, das seine eigene Gödelnummer ausdruckt


  Die Idee, anstatt einer zusätzlichen Kopie eine Übersetzung des Originalprogramms auszudrucken, sieht vielleicht sinnlos aus. Wenn man jedoch ein Selbst-Rep-Programm in BlooP oder FlooP schreiben wollte, müßte man sich eines derartigen Kunstgriffs bedienen, denn in diesen Sprachen ist OUTPUT immer eine Zahl und keine Zeichenkette. Deshalb müßte man das Programm dazu veranlassen, seine eigene Gödelnummer auszudrucken: eine ungeheuer große ganze Zahl, deren Dezimalentwicklung den Code — Zeichen um Zeichen — für das Programm darstellt, unter Verwendung dreistelliger Codons. Dieses Programm kommt innerhalb der verfügbaren Möglichkeiten so nahe wie möglich dem Ausdrucken seiner selbst heran. Es druckt eine Kopie seiner selbst in einem anderen „Raum“, und es ist leicht, zwischen dem Raum der ganzen Zahlen und dem Raum der Ketten hin und her zu manövrieren. Somit ist der Wert von OUTPUT nicht einfach ein Auslöser wie „11-U“. Statt dessen liegt alle Information des ursprünglichen Programms „nahe an der Oberfläche“ des Outputs.


  Gödelsche Selbstbezüglichkeit


  Das kommt der Beschreibung des Mechanismus von Gödels Selbst-Ref G sehr nahe. Letztendlich enthält diese Kette von TNT ja nicht eine Beschreibung ihrer selbst, sondern einer ganzen Zahl (der Arithmoquinierung von u). Es ergibt sich einfach, daß diese ganze Zahl ein genaues „Abbild“ der Kette G im Raum der natürlichen Zahlen ist. Somit bezieht sich G auf seine Übersetzung in einen anderen Raum. Wir finden nichts dabei, G eine selbstbezügliche Kette zu nennen, weil die Isomorphie zwischen den beiden Räumen so eng ist, daß wir sie als identisch ansehen können.


  Die Isomorphie, die TNT in dem abstrakten Bereich der natürlichen Zahlen spiegelt, läßt sich mit der Quasi-Isomorphie vergleichen, die die wirkliche Welt vermittels Symbolen in unserem Gehirn abbildet. Die Symbole spielen in den Objekten quasi-isomorphe Rollen, und dank ihrer können wir denken. In ähnlicher Weise spielen die Gödelnummern in Zeichenketten isomorphe Rollen, und durch sie können wir mathematische Bedeutungen in Aussagen über natürliche Zahlen finden. Erstaunlich, fast magisch ist die Eigenschaft von G, Selbstbezüglichkeit zu erreichen — trotz der Tatsache, daß für die Sprache, in der es geschrieben ist, TNT, nicht die geringste Hoffnung besteht, sich auf ihre eigenen Strukturen zu beziehen — im Gegensatz zur deutschen Sprache: es gibt nichts Leichteres, als die deutsche Sprache in deutscher Sprache zu diskutieren.


  So ist also G ein hervorragendes Beispiel von Selbst-Ref via Übersetzung — sicher nicht der unkomplizierteste Fall. Man könnte sich auch an gewisse Dialoge erinnern, denn einige von ihnen sind ebenfalls Selbst-Refs via Übersetzung. Man nehme zum Beispiel die Sonate für Achilles solo. In diesem Dialog finden sich verschiedene Hinweise auf die Bachsonate für Violine solo, und der Vorschlag von Herrn Schildkröte, sich eine Cembalobegleitung vorzustellen, ist besonders interessant. Wenn man diese Vorstellung auf den Dialog selbst anwendet, erfindet man Sätze, die Herr Schildkröte spricht; nimmt man aber an, daß der Anteil des Achilles für sich allein steht (wie das die Violine tut), dann ist es ganz falsch, Herrn Schildkröte überhaupt irgendwelche Antworten zuzuschreiben.


  Auf jeden Fall handelt es sich hier um ein Beispiel für Selbst-Ref vermittels einer Abbildung der Dialoge auf Werke von Bach. Und es bleibt dem Leser überlassen, diese Abbildungen zu erkennen. Aber selbst wenn er sie nicht wahrnimmt, ist sie doch vorhanden, und der Dialog ist noch immer ein Selbst-Ref.


  Selbst-Rep durch Augmentation


  Wir haben Selbst-Reps mit Kanons verglichen. Was wäre dann eine angemessene Analogie zu einem Kanon durch Augmentation? Eine Möglichkeit wäre die: Man betrachte ein Programm, das eine leere Schleife enthält, die nur den Zweck hat, das Programm zu verlangsamen. Ein Parameter könnte vorschreiben, wie oft die Schleife zu wiederholen ist. Ein Selbst-Rep ließe sich herstellen, das eine Kopie seiner selbst ausdruckt, aber mit anderen Parametern, so daß, wenn diese Kopie durchläuft, sie das mit der halben Geschwindigkeit des Erzeuger-Programms tut, und dessen „Tochter“ wird ihrerseits mit der halben Geschwindigkeit laufen usw. ... Keines dieser Programme druckt sich genau selbst aus, und doch gehören alle derselben „Familie“ an.


  Das erinnert an die Selbstreproduktion von Lebewesen. Kein Individuum ist natürlich mit einem seiner beiden Elternteile identisch — warum nennt man dann den Akt der Neuschöpfung von Nachkommen „Selbstreproduktion“? Die Antwort lautet, daß zwischen Eltern und Kind eine „grobkörnige“ Isomorphie besteht; es ist eine Isomorphie, die die Information über die Art bewahrt. Was also reproduziert wird, ist die Klasse und nicht der Einzelfall. Das ist auch der Fall im rekursiven Bild Gplot in Kapitel V: das heißt, daß die Abbildung zwischen „magnetischen Schmetterlingen“ verschiedener Größe und Form grobkörnig ist; keiner ist mit dem anderen identisch, aber sie gehören zu einer einzigen „Art“, und genau diese Tatsache bewahrt die Abbildung. Was sich selbst erzeugende Programme betrifft, entspräche dies einer Familie von Programmen, die alle in „Dialekten“ einer einzigen Computersprache geschrieben sind. Jedes kann sich selbst ausdrucken, aber mit einer leichten Abänderung, so daß das Programm in einem Dialekt der Ursprungssprache herauskommt.


  Selbst-Rep à la Kim


  Das vielleicht perfideste Beispiel eines Selbst-Reps ist das folgende: Anstatt einen in der Compilersprache zulässigen Ausdruck einzugeben, gibt man eine Fehlermeldung des Compilers selbst ein. Wenn er sich dieses „Programm“ ansieht, wird er zunächst verwirrt, denn das „Programm“ ist grammatikalisch falsch; also druckt der Compiler eine Fehlermeldung. Nun muß man das Ganze nur noch so arrangieren, daß die ausgedruckte Meldung gerade die eingegebene ist. Diese Art von Selbst-Rep, auf die mich Scott Kim hingewiesen hat, bedient sich einer anderen Stufe als der, auf der man sich normalerweise dem Problem nähern würde. Obgleich das leichtfertig anmuten mag, könnte es Entsprechungen in komplexen Systemen haben, in denen Selbst-Reps miteinander ums Überleben streiten, was wir in Kürze besprechen werden.


  Was ist das Original?


  Außer der Frage „Was ist eine Kopie?“ gibt es, die Selbst-Reps betreffend, eine andere fundamentale philosophische Frage. Das ist die Kehrseite der Medaille: „Welches ist das Original?“ Am besten läßt sich das mit ein paar Beispielen erläutern:


  
    
      	
        1)

      

      	
        ein Programm, das, wenn von einem Interpreter interpretiert, der auf einem Computer läuft, sich selbst ausdruckt;

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        ein Programm, das, wenn von einem Interpreter interpretiert, der auf einem Computer läuft, sich selbst zusammen mit einer vollständigen Kopie des Interpreters ausdruckt (der ja schließlich auch ein Programm ist);

      
    


    
      	
        3)

      

      	
        ein Programm, das, wenn von einem Interpreter interpretiert, der auf einem Computer läuft, nicht nur sich selbst und eine vollständige Kopie des Interpreters ausdruckt, sondern auch einen mechanischen Konstruktionsprozeß steuert, bei dem ein Computer von genau dem gleichen Typ wie der, auf dem Interpreter und Programm laufen, zusammengebaut wird.

      
    

  


  Daß in 1) das Programm das Selbst-Rep ist, ist klar. Ist es aber in 3) das Programm, das das Selbst-Rep ist, oder aber das aus Programm plus Interpreter zusammengesetzte Programm, oder das Zusammenwirken von Programm, Interpreter und Prozessor?


  Offensichtlich kann ein Selbst-Rep noch anderes leisten, als sich selbst auszudrucken. Der verbleibende Teil dieses Kapitels besteht aus einer Diskussion von Selbst-Reps, in denen Daten, Programm, Interpreter und Prozessor sehr eng miteinander verknüpft sind, und in denen die Selbstreproduzierung bedingt, daß alle zugleich reproduziert werden.


  Typogenetik


  Wir nähern uns jetzt einem der faszinierendsten und tiefsten Probleme des 20. Jahrhunderts: dem Studium der „molekularen Logik des Lebens“, um einen vielsagenden Ausdruck von Albert Lehninger zu verwenden. Und es ist tatsächlich eine Logik, allerdings eine komplexere und schönere als irgendeine, die sich der menschliche Geist jemals vorzustellen vermochte. Wir werden uns auf einem etwas neuartigen Weg nähern: durch ein künstliches Solitärspiel, das ich Typogenetik nenne — eine Abkürzung für „typographische Genetik“. In der Typogenetik habe ich versucht, gewisse Vorstellungen der Molekulargenetik in einem typographischen System einzufangen, das auf den ersten Blick dem durch das MIU-System exemplifizierten ähnelt. Natürlich erfordert Typogenetik viel Vereinfachung, und deshalb ist sie hauptsächlich für didaktische Zwecke von Nutzen.


  Ich muß gleich zu Beginn erklären, daß das Feld der Molekularbiologie eines ist, in dem die Phänomene auf verschiedener Stufe wechselwirken, und daß die Typogenetik lediglich versucht, Phänomene auf einer oder auf zwei Stufen zu erhellen. Insbesondere habe ich die rein chemischen Aspekte völlig außer acht gelassen; sie gehören einer tieferen Stufe an als der, mit der wir es zu tun haben. Gleichermaßen habe ich auch alle Aspekte der klassischen, d. h. der nicht-molekularen Genetik gemieden; sie gehören einer höheren Stufe an. Mit der Typogenetik wollte ich lediglich ein anschauliches Beispiel für den Prozeß geben, in dessen Mittelpunkt das berühmte Zentraldogma der Molekularbiologie steht, das Francis Crick (einer der Mitentdecker der Doppelhelix-Struktur der DNS) so formuliert hat:
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  Ich hoffe, daß der Leser in diesem sehr reduzierten Modell, das ich konstruiert habe, einige einfache Vereinheitlichungsprinzipien erkennen wird — Prinzipien, die sonst durch das enorm komplizierte Zusammenwirken auf vielen verschiedenen Ebenen verwischt werden könnten. Was geopfert wird, ist Genauigkeit und Strenge; was, wie ich hoffe, gewonnen wird, ist ein bißchen Einsicht.


  Stränge, Basen, Enzyme


  Das Typogenetik-Spiel besteht aus der typographischen Manipulation von Buchstaben.


  Es sind ihrer vier:


  A C G T


  Beliebige Folgen von ihnen heißen Stränge, etwa


  GGGG

  ATTACCA


  CATCATCATCAT


  Ich werde die Buchstaben A, C, G und T manchmal als Basen bezeichnen, und die Position, die sie einnehmen, als Einheit. Im mittleren Strang sind also sieben Einheiten; in der vierten von ihnen befindet sich die Base A.


  Hat man einen Strang, so kann man ihn manipulieren und auf verschiedene Weise verändern. Durch Kopieren oder Entzweischneiden des Strangs kann man auch zusätzliche Stränge herstellen. Einige Operationen verlängern die Stränge, andere verkürzen sie, bei noch anderen behalten sie ihre Länge.


  Diese Operationen kommen „paketweise“, das heißt, verschiedene von ihnen müssen zusammen und in vorgeschriebener Reihenfolge ausgeführt werden. Ein solches Operationspaket erinnert ein bißchen an eine kleine programmierte Maschine, die sich den Strang hinauf und hinunter bewegt und an ihm gewisse Tätigkeiten ausführt. Diese bewegliche Maschine nennen wir „typographisches Enzym“ oder kurz Enzym. Enzyme operieren jeweils mit einer Einheit auf einem Strang, und man sagt, sie seien an die Einheiten, auf denen sie gerade operieren, „gebunden“.


  Ich werde an Beispielen zeigen, wie gewisse Enzyme auf bestimmte Stränge einwirken. Als erstes muß man wissen, daß jedes Enzym anfänglich mit Vorliebe an einen bestimmten Buchstaben gebunden ist. Also gibt es vier Arten von Enzymen — solche, die A bevorzugen, solche, die C bevorzugen usw. Kennt man die Folge von Operationen, die ein Enzym ausführt, kann man herausfinden, welche Buchstaben es bevorzugt, aber ich schreibe sie vorläufig ohne Erklärung nieder. Hier ein Enzym-Beispiel, aus drei Operationen bestehend:


  
    
      	
        [image: blv_top.png]

      

      	
        1)

      

      	
        Tilge die Einheit, an die das Enzym gebunden ist
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        (und binde es dann an die nächste Einheit rechts).
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        2)

      

      	
        Rücke eine Einheit nach rechts.
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        3)

      

      	
        Füge (unmittelbar rechts neben dieser Einheit) ein T ein.

      
    

  


  Es trifft sich so, daß dieses Enzym sich ursprünglich gerne an A bindet. Und hier ein Beispiel eines Stranges:


  ACA


  Was geschieht, wenn unser Enzym sich an das linke A bindet und zu operieren beginnt? Schritt 1 tilgt das A, damit bleibt uns CA, das Enzym ist nun an das C gebunden. Schritt 2 verschiebt das Enzym nach rechts, zu A, und Schritt 3 hängt am Ende ein T an, um so den Strang CAT zu bilden. Und das Enzym hat seine Pflicht vollständig erfüllt: Es hat ACA in CAT verwandelt.


  Was wäre geschehen, wenn es sich an das rechte A von ACA gebunden hätte? Es hätte das A getilgt und sich über das Ende des Stranges hinausbewegt. Wenn das geschieht, hört das Enzym auf zu operieren (dies ist ein allgemeines Prinzip). Das Endergebnis wäre einfach gewesen, daß ein Symbol abgeschnitten worden wäre.


  Noch einige Beispiele, hier ist ein anderes Enzym:
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        1)

      

      	
        Suche das erste Pyrimidin rechts von dieser Einheit.
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        2)

      

      	
        Umschalten auf Kopiermodus.
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        3)

      

      	
        Suche das nächste Purin rechts von dieser Einheit.
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        4)

      

      	
        Schneide den Strang ab (nämlich rechts von der gegenwärtigen Einheit).

      
    

  


  Nun stehen hier Ausdrücke wie „Pyrimidin“ und „Purin“. Diese Begriffe bereiten keine Schwierigkeiten. A und G heißen Purine, C und T Pyrimidine. Nach dem nächsten Pyrimidin suchen, heißt also einfach nach dem nächsten C oder T suchen.


  Kopiermodus und Doppelstränge


  Der andere neue Ausdruck ist Kopiermodus. Jeder Strang läßt sich auf einen anderen Strang kopieren, aber auf ulkige Art und Weise: Anstatt A auf A zu kopieren, kopiert man es auf T und umgekehrt. Und anstatt C auf C zu kopieren, kopiert man es auf G und umgekehrt. Man beachte, daß ein Purin auf ein Pyrimidin kopiert wird und umgekehrt. Das nennt man komplementäre Basenpaare. Die sehen so aus:


  
    
      	

      	

      	
        Komplement
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        A [image: ] T
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        Purine
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        Pyrimidine
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        C [image: ] G
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  Man kann diese molekularen Paarungsschemata vielleicht besser im Kopf behalten, wenn man daran denkt, daß Achilles mit Theo Schildkröte und der Carl Krebs mit seinen Genen gepaart ist.


  „Kopiert“ man also einen Strang, so handelt es sich eigentlich nicht um eine Kopie, sondern um die Herstellung des zu ihm komplementären Stranges. Und dieser wird auf den Kopf gestellt über den ursprünglichen Strang geschrieben. Schauen wir uns das konkret an. Das oben genannte Enzym möge auf den folgenden Strang einwirken (und auch dieses Enzym beginnt mit Vorliebe mit A):


  CAAAGAGAATCCTCTTTGAT


  Es gibt viele Stellen, an denen es ansetzen könnte. Nehmen wir z. B. das zweite A. Das Enzym befindet sich daran und führt dann Schritt 1 aus: Suche das erste Pyrimidin rechts. Nun, das ist entweder ein C oder ein T. Das erste ist ein T und liegt ungefähr in der Mitte des Strangs; begeben wir uns also dorthin. Nun Schritt 2: Kopiermodus. Nun, wir setzen einfach ein auf dem Kopf stehendes A über unser T. Aber das ist nicht alles. Der Kopiermodus bleibt nämlich in Kraft, bis er abgestellt ist, oder bis zum Ende des Enzyms, was immer als erstes eintritt. Das bedeutet, daß jede Base, durch die das Enzym passiert, solange der Kopiermodus wirksam ist, über sich eine komplementäre Base erhält. Schritt 3 schreibt vor, nach einem Purin rechts von unserem T Ausschau zu halten. Das ist das G an dritter Stelle von rechts. Während wir nun zu diesem G aufrücken, müssen wir „kopieren“, d. h. einen Komplementärstrang erzeugen. Und das ergibt:


  [image: ]


  Der letzte Schritt besteht im Abschneiden des Strangs. Das ergibt zwei Stücke:


  [image: ]


  und AT


  Das Anweisungspaket ist damit zu Ende. Wir haben jedoch nunmehr einen doppelten Strang. Wenn das eintritt, trennen wir die beiden komplementären Stränge voneinander (allgemeines Prinzip), und so ist unser Endergebnis eine Gruppe von drei Strängen:


  AT, CAAAGAGGA, und CAAAGAGAATCCTCTTTG.


  Man beachte, daß der auf dem Kopf stehende Strang auf die Beine gestellt wurde und daß damit rechts und links miteinander vertauscht wurden.


  Wir kennen nun die meisten typographischen Operationen, die auf Strängen ausgeführt werden können. Zwei weitere Anweisungen sind zu erwähnen. Die eine schaltet Kopiermodus ab, die andere verschiebt das Enzym von einem Strang zu dem über ihm auf dem Kopf stehenden Strang. Wenn das geschieht, muß man „rechts“ und „links“ in allen Anweisungen vertauschen, wenn man das Papier mit der richtigen Seite nach oben hält. Besser noch: man kann die Ausdrucksweise beibehalten und das Papier einfach herumdrehen, so daß der obere Strang gelesen werden kann. Wenn die Verschiebungs-Anweisung gegeben wird, es aber keine komplementäre Base gibt, an die das Enzym in dem Augenblick gebunden ist, dann löst sich das Enzym einfach von dem Strang, und seine Aufgabe ist erfüllt.


  Zu erwähnen ist noch, daß ein Abschneiden-Befehl für beide Stränge gilt (wenn zwei vorhanden sind); ein „Tilgungs“-Befehl jedoch bezieht sich nur auf den Strang, auf dem das Enzym operiert. Wenn der Kopiermodus an ist, dann gilt das Kommando „Einfügen“ für beide Stränge — die Base selbst in den Strang, auf dem das Enzym operiert, und ihr Gegenstück in den anderen Strang. Wenn der Kopiermodus aus ist, dann gilt das Kommando „Einfügen“ nur für einen Strang, und so muß eine Leerstelle in den komplementären Strang eingefügt werden.


  Und wenn der Kopiermodus an ist, verlangen die „Bewegungs“- und „Such"-Befehle, daß man vollständige Komplementärbasen zu allen Basen herstellt, die das gleitende Enzym berührt. Übrigens ist der Kopiermodus immer aus, wenn ein Enzym mit seiner Arbeit beginnt. Wenn der Kopiermodus aus ist und man auf den Befehl stößt: ,,Kopiermodus abstellen“, geschieht nichts. Gleichermaßen geschieht nichts, wenn der Kopiermodus bereits an ist und man auf den Befehl „Kopiermodus anstellen“ trifft.


  Aminosäuren


  Es gibt 15 Arten von Befehlen gemäß folgender Liste:


  
    
      	
        abs

      

      	
        Stränge (oder Strang) abschneiden

      
    


    
      	
        til

      

      	
        eine Base vom Strang tilgen

      
    


    
      	
        ver

      

      	
        Enzyme auf einen anderen Strang verschieben

      
    


    
      	
        rür

      

      	
        eine Einheit nach rechts rücken

      
    


    
      	
        rül

      

      	
        eine Einheit nach links rücken

      
    


    
      	
        kop

      

      	
        Kopiermodus anstellen

      
    


    
      	
        aus

      

      	
        Kopiermodus abstellen

      
    


    
      	
        ina

      

      	
        A rechts von dieser Einheit einfügen

      
    


    
      	
        inc

      

      	
        C rechts von dieser Einheit einfügen

      
    


    
      	
        ing

      

      	
        G rechts von dieser Einheit einfügen

      
    


    
      	
        int

      

      	
        T rechts von dieser Einheit einfügen

      
    


    
      	
        pyr

      

      	
        suche das nächste Pyrimidin rechts

      
    


    
      	
        pur

      

      	
        suche das nächste Purin rechts

      
    


    
      	
        pyl

      

      	
        suche das nächste Pyrimidin links

      
    


    
      	
        pul

      

      	
        suche das nächste Purin links

      
    

  


  Jeder Befehl hat eine aus drei Buchstaben bestehende Abkürzung. Wir nennen diese Abkürzungen Aminosäuren. So besteht also jedes Enzym aus einer Folge von Aminosäuren. Schreiben wir eine beliebige Enzymfolge nieder:


  pur — inc — kop — rür — rül — ver — pul — int


  und einen beliebigen Strang:


  TAGATCCAGTCCATCGA


  und schauen wir uns an, wie die Enzyme auf den Strang einwirken. Es trifft sich so, daß das Enzym sich nur an G bindet. Binden wir es also an das mittlere G und beginnen wir. Suchen wir rechts ein Purin (d. h. A oder G). Wir (bzw. unsere Enzyme) überspringen TCC und landen auf A. Fügen wir C ein. Dann haben wir:


  
    
      	
        TAGATCCAGTCCACTCGA

      
    


    
      	
        TAGATCCAGTCCA↑

      
    

  


  Der Pfeil deutet auf die Einheit, an die das Enzym gebunden ist. Schalten wir den Kopiermodus an. Dadurch kommt ein umgekehrtes G über das C zu stehen. Nach rechts rücken, nach links rücken, dann Verschiebung auf den anderen Strang. Damit haben wir:


  [image: ]


  Stellen wir das auf den Kopf, so daß das Enzym an den unteren Strang gebunden ist:


  [image: ]


  Nun suchen wir links nach einem Purin und finden A. Der Kopiermodus ist an, aber die Komplementärbasen sind bereits vorhanden, es braucht also nichts hinzugefügt werden. Schließlich fügen wir ein T (in Kopiermodus) ein und hören auf:


  [image: ]


  Unser Endergebnis besteht also aus den beiden Strängen:


  ATG und TAGATCCAGTCCACATCGA


  Der ursprüngliche Strang ist natürlich verschwunden.


  Übersetzung und der Typogenetische Code


  Nun könnte man sich fragen, woher die Enzyme und Stränge kommen und woher man die ursprüngliche Bindungspräferenz eines bestimmten Enzyms kennt. Eine Methode wäre die, einfach ein paar wahllos herausgegriffene Stränge und Enzyme durcheinanderzuwerfen und zu beobachten, was geschieht, wenn diese Enzyme auf diese Stränge und ihre Nachkommenschaft einwirken. Das schmeckt nach dem MU-Rätsel, wo nur einige Folgerungsregeln und ein Axiom vorgegeben waren und wir einfach begannen. Der einzige Unterschied besteht darin, daß jedesmal, wenn man auf einen Strang einwirkt, seine ursprüngliche Form für immer verloren geht. Im MU-Rätsel zerstört die Operation mit MI, die MIU erzeugen soll, MI nicht.


  In der Typogenetik ist wie in der wirklichen Genetik das Schema um einiges komplizierter. Wir begannen zwar mit einem willkürlichen Strang, ähnlich einem Axiom in einem formalen System. Aber wir haben anfänglich keine „Folgerungsregeln“, d. h. keine Enzyme. Jedoch können wir jeden Strang in ein oder mehrere Enzyme übersetzen! So werden die Stränge selbst die Operation diktieren, die auf ihnen auszuführen sind, und diese Operationen werden ihrerseits neue Stränge erzeugen, die weitere Enzyme diktieren usw. usw. Das bedeutet eine Mischung von Ebenen — und was für eine! Man denke vergleichshalber daran, wie anders das MU-Rätsel gewesen wäre, wenn jeder neu erzeugte SATZ vermittels desselben Codes in eine neue Folgerungsregel verwandelt worden wäre.


  Wie geht diese „Übersetzung“ (oder „Translation“ wie der Fachausdruck lautet) vor sich? Sie erfordert einen Typogenetischen Code, In dem benachbarte Basenpaare genannt Dubletten — in einem einzigen Strang verschiedene Aminosäuren repräsentieren. Es gibt sechzehn mögliche Paare: AA, AC, AG, AT, CA, CC usw. Und es gibt fünfzehn Aminosäuren. Den Typogenetischen Code zeigt Abb. 87.


  Gemäß dieser Tabelle lautet die Übersetzung des Paars GC „inc“ („C einfügen“), die von AT „ver“ (auf einen anderen Strang verschieben) usw. Das läßt klar erkennen, daß ein Strang einem Enzym ganz unmittelbar diktieren kann. Zum Beispiel läßt sich der Strang


  TAGATCCAGTCCACATCGA


  
    
      	
        00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

      

      	
        

      
    


    
      	
        [image: Abb. 87.]

      

      	
        Abb. 87. Der Typogenetische Code, bei dem jedes Paar in einem Strang für eine der fünfzehn „Aminosäuren“ steht (oder für ein Interpunktionszeichen).

      
    

  


  wie folgt in Dubletten auflösen:


  TA GA TC CA GT CC AC AT CG A


  wobei am Ende ein A übrigbleibt. Die Übersetzung in ein Enzym lautet:


  pyr — ina — pur — rür — int — rül — abs — ver — kop.


  (Man beachte, daß das übriggebliebene A nichts beiträgt.)


  Tertiärstrukturen der Enzyme


  Und die Kleinbuchstaben „g“, „1“ und „r“ in der unteren rechten Ecke jedes Fachs? Sie sind für die Bestimmung der Bindungspräferenzen eines Enzyms wesentlich, und das auf eigenartige Weise. Um herauszufinden, an welchen Buchstaben sich ein Enzym mit Vorliebe bindet, muß man die „Tertiärstruktur“ des Enzyms herausfinden, die ihrerseits durch die „Primärstruktur“ des Enzyms bestimmt ist. Unter Primärstruktur verstehen wir seine Aminosäurenfolge, unter Tertiärstruktur die Art, in der es sich mit Vorliebe „auffaltet“. Der Witz ist nämlich, daß Enzyme sich nicht gern auf geraden Linien finden, wie wir das bisher dargestellt haben. In jeder „inneren“ Aminosäure (also ohne die beiden Enden) besteht die Möglichkeit eines „Knicks“, den die Buchstaben in der Ecke bestimmen. Im einzelnen bedeuten „1“ und „r“ „links“ und „rechts“, und „g“ „geradeaus“. Nehmen wir also unser letztes Beispielenzym und lassen es sich falten, um seine Tertiärstruktur zu zeigen. Wir beginnen mit der Primärstruktur des Enzyms und bewegen uns von links nach rechts an ihr entlang. Bei jeder Aminosäure, deren Eckbuchstabe „1“ ist, setzen wir eine Wendung nach links, bei denen mit „r“ eine Wendung nach rechts, und bei „g“ keine Wendung. Abb. 88 zeigt die zweidimensionale Anordnung unseres Enzyms.


  Man beachte den Linksknick bei „pur“, den Rechtsknick bei „ver“ usw. Man beachte auch, daß das erste Segment (pyr [image: arr_r.png] ina) und das letzte Segment (ver [image: arr_r.png] kop)
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  Abb. 88. Die Tertiärstruktur eines Typo-Enzyms.


  senkrecht zueinander stehen. Das ist der Schlüssel zur Bindungspräferenz. Tatsächlich bestimmt die relative Orientierung des ersten und des letzten Segments der Tertiärstruktur eines Enzyms seine Bindungspräferenz. Wir können das Enzym immer so ausrichten, daß das erste Segment nach rechts weist. Tun wir das, dann bestimmt das letzte Segment die Bindungspräferenz, wie in Abb. 89 gezeigt.


  
    
      	
        Erstes Segment

      

      	
        Letztes Segment

      

      	
        Bindungspräferenz für
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        T

      
    

  


  Abb. 89. Tabelle der Bindungspräferenzen für Typo-Enzyme.


  In unserem Fall haben wir also ein Enzym, das eine Vorliebe für den Buchstaben C hat. Wenn sich bei der Faltung ein Enzym mit sich selbst kreuzt, so ist das in Ordnung: Man stelle sich einfach vor, daß es unter oder über sich hinweggeht. Man beachte, daß alle Aminosäuren bei der Bestimmung der Tertiärstruktur eines Enzyms eine Rolle spielen.


  Interpunktion, Gene, Ribosome


  Noch etwas bedarf der Erklärung. Warum ist in Fach AA des Typogenetischen Codes eine Leerstelle? Die Antwort: Das Paar AA fungiert innerhalb des Strangs als Interpunktionszeichen und zeigt das Ende des Codes für ein Enzym an. Das heißt, daß ein Strang zwei oder mehr Enzyme codieren kann, wenn er ein oder mehrere Paare AA enthält. Zum Beispiel codiert der Strang


  CG GA TA CT AA AC CG A


  zwei Enzyme:


  kop — ina — pyr — aus


  und


  abs — kop


  wobei das AA dazu dient, den Strang in zwei „Gene“ zu spalten. Die Definition eines Gens lautet: derjenige Teil eines Strangs, der ein einzelnes Enzym codiert. Man beachte, daß die bloße Anwesenheit von AA innerhalb eines Strangs nicht bedeutet, daß der Strang zwei Enzyme codiert. Zum Beispiel codiert CAAG „rür — til“. Das AA beginnt bei einer geradzahligen Einheit und wird deshalb nicht als Paar gerechnet!


  Den Mechanismus, der Stränge liest und die Enzyme erzeugt, nennt man Ribosom. (In der Typogenetik verrichtet der Teilnehmer am Spiel die Arbeit des Ribosoms.) Ribosome sind in keiner Weise für die Tertiärstruktur des Enzyms verantwortlich, denn diese ist vollständig determiniert, sobald die Primärstruktur geschaffen worden ist. Übrigens verläuft der Übersetzungsprozeß immer vom Strang zum Enzym, und nie in umgekehrter Richtung.


  Rätsel: ein typogenetisches Selbst-Rep


  Nachdem wir nun die Regeln der Typogenetik vollständig dargelegt haben, ist es für den Leser vielleicht interessant, mit dem Spiel zu experimentieren. Insbesondere wäre es von großem Interesse, einen sich selbst replizierenden Strang herzustellen. Der Plan dafür wäre etwa so: Man schreibt einen einzelnen Strang nieder. Ein Ribosom operiert auf ihm, um irgendwelche oder alle Enzyme zu erzeugen, die im Strang codiert sind. Dann werden diese Enzyme mit dem ursprünglichen Strang in Berührung gebracht, die auf ihm operieren. Das ergibt eine Anzahl von „Tochtersträngen“. Die Tochterstränge ihrerseits passieren durch die Ribosome und ergeben nun eine zweite Generation von Enzymen, die auf die Tochterstränge einwirken, und der Zyklus geht immer weiter. Man kann beliebig viele Phasen weitergehen, die Hoffnung bleibt, unter den Strängen, die an einem bestimmten Punkt vorliegen, zwei Kopien des ursprünglichen Strangs zu finden. (Eine dieser Kopien kann auch tatsächlich der ursprüngliche Strang sein.)


  Das Zentraldogma der Typogenetik


  Typogenetische Vorgänge lassen sich schematisch in einem Diagramm darstellen (Abb. 90).


  [image: Abb. 90.]


  Abb. 90. Das „Zentraldogma der Typogenetik“: ein Beispiel einer „Verwickelten Hierarchie“.


  Dieses Diagramm illustriert das Zentraldogma der Typogenetik. Es zeigt, wie Stränge Enzyme definieren (über den Typogenetischen Code), und wie die Enzyme ihrerseits auf die Stränge rückwirken, und neue Stränge ergeben. Die Linie links zeigt also, wie alte Information nach oben fließt, in dem Sinn, daß ein Enzym eine Übersetzung eines Strangs ist, und deshalb die gleiche Information wie der Strang enthält, nur in anderer Form — genau gesagt: in einer aktiven Form. Die Linie rechts jedoch zeigt keinen Informationsfluß nach unten, statt dessen zeigt sie, wie neue Information erzeugt wird: durch das Verschieben von Symbolen in den Strängen.


  Wie eine Folgerungsregel in einem formalen System verschiebt ein Enzym in der Typogenetik blindlings ein Symbol in den Strängen, ohne Rücksicht auf irgendeine „Bedeutung“, die in diesem Symbol versteckt sein mag. So haben wir hier also eine merkwürdige Mischung von Ebenen. Auf der einen Seite wirkt etwas auf die Stränge ein, und sie spielen daher die Rolle von Daten (wie der Pfeil rechts zeigt); andererseits schreiben sie auch die auf den Daten vorzunehmenden Operationen vor, und deshalb spielen sie die Rolle von Programmen (wie der Pfeil links anzeigt). Natürlich ist es der Spieler der Typogenetik, der als Übersetzer und Prozessor wirkt. Die zweibahnige Straße, die die „obere“ und „untere“ Ebene der Typogenetik miteinander verbindet, zeigt, daß man weder von Strängen noch von Enzymen sagen kann, sie befänden sich auf einer höheren Stufe. Im Gegensatz dazu sieht das Zentraldogma des MIU-Systems folgendermaßen aus:


  Folgerungsregeln


   [image: arrs_d.png] (typographische Manipulation)


  Ketten


  Im MIU-System besteht zwischen den beiden Ebenen ein klarer Unterschied: Folgerungsregeln gehören ganz einfach auf eine höhere Ebene als Ketten. Ähnliches gilt für TNT und alle formalen Systeme.


  Seltsame Schleifen, TNT und wirkliche Genetik


  Indessen haben wir gesehen, daß in TNT die Ebenen doch vermischt sind, wenn auch in einem anderen Sinne. Tatsächlich bricht die Unterscheidung zwischen Sprache und Metasprache zusammen: Aussagen über das System spiegeln sich innerhalb des Systems wider. Wenn wir ein Diagramm der Beziehung zwischen TNT und seiner Metasprache herstellen, erweist sich, daß wir etwas erzeugen, das auf bemerkenswerte Weise dem Diagramm ähnelt, das das Zentraldogma der Molekularbiologie darstellt. Wir beabsichtigen tatsächlich, diesen Vergleich im einzelnen durchzuführen; um das aber zu tun, müssen wir die Stellen angeben, an denen Typogenetik und wirkliche Genetik übereinstimmen und an denen sie sich voneinander unterscheiden. Natürlich ist die wirkliche Genetik ungleich komplexer als die Typogenetik — aber das „Begriffsskelett“, das der Leser sich beim Studium der Typogenetik angeeignet hat, wird als Führer im Labyrinth der wirklichen Genetik sehr nützlich sein.


  DNS und Nukleotide


  Wir beginnen mit einer Diskussion über die Zusammenhänge zwischen „Strängen“ und DNS. Die Initialen bedeuten Desoxyribonukleinsäure. Die DNS der meisten Zellen befindet sich im Zellkern, einem kleinen, durch eine Membran geschützten Bereich. Gunther Stent nannte den Kern den „Thronsaal“ der Zelle, worin die DNS die Herrscherin ist. DNS besteht aus langen Ketten von relativ einfachen Molekülen, den Nukleotiden. Jedes Nukleotid besteht aus drei Teilen: 1) einer Phosphatgruppe, 2) einem Zucker (der Ribose), dem ein bestimmtes Sauerstoffatom fehlt, daher die Vorsilbe „desoxy“, und 3) einer Base. Nur durch die Base unterscheiden sich die Nukleotiden voneinander; um ein Nukleotid zu bestimmen, genügt also die Spezifizierung der Base. Die vier Basen-Typen, die in DNS-Nukleotiden auftreten, sind:


  
    
      	
        A: Adenin
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        Purine

      
    


    
      	
        G: Guanin
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        C: Cytosin
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        Pyrimidine

      
    


    
      	
        T: Thymin
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  (Vgl. auch Abb. 91.) Man kann sich leicht merken, welches die Pyrimidine sind, weil der erste Vokal von „Cytosin“, „Thymin“ und „Pyrimidin“ „y“ ist. Später, wenn wir uns mit der RNS beschäftigen werden, wird „Uracil“ in Erscheinung treten und dieses Muster leider zerstören. (Anmerkung: Buchstaben, die Nukleotiden in der wirklichen Genetik repräsentieren, werden nicht in der SYNTAX-Schrift wiedergegeben, wie das bei der Typogenetik der Fall war.)


  Ein einziger DNS-Strang besteht also aus vielen Nukleotiden, die wie Perlen auf einer Schnur aufgereiht sind. Die chemische Bindung, die ein Nukleotid mit seinen beiden Nachbarn verbindet, ist sehr stark; solche Bindungen nennt man kovalente Bindungen und die „Perlenkette“ oft das kovalente Rückgrat der DNS.


  Nun tritt DNS im allgemeinen in Doppelsträngen auf, das heißt als zwei einfache Stränge, die Nukleotid um Nukleotid gepaart sind (Abb. 92). Es sind die Basen, die für
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  Abb. 91. Die vier konstituierenden Basen der DNS: Adenin, Guanin, Thymin, Cytosin. [Nach: Hanawalt und Haynes, The Chemical Basis of Life, San Francisco 1973, S. 142.]
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  Abb. 92. Die DNS-Struktur gleicht einer Leiter, deren Holme abwechselnd Desoxyribose und Phosphat sind. Die Sprossen werden von den auf besondere Weise gepaarten Basen gebildet — A mit T, G mit C — und durch zwei bzw. drei Wasserstoffbrücken zusammengehalten. [Nach: Hanawalt und Haynes, The Chemical Basis of Life, S. 142]


  die besondere Art von Paarung, wie sie zwischen den Strängen stattfindet, verantwortlich sind. Jeder Base in einem Strang liegt eine komplementäre Base gegenüber und bindet sie an sich. Die Komplemente sind wie in der Typogenetik: A paart sich mit T und C mit G. Ein Purin paart sich immer mit einem Pyrimidin.


  Verglichen mit den starken kovalenten Bindungen entlang des Rückgrats sind die Bindungen zwischen den Strängen recht schwach. Es sind keine kovalenten Bindungen, sondern Wasserstoffbrücken. Eine Wasserstoffbrücke ergibt sich, wenn zwei Molekularkomplexe so angeordnet sind, daß ein Wasserstoffatom, das ursprünglich einer der beiden angehörte, „in Verwirrung“ gerät, welchem es angehört, und zwischen den beiden Komplexen schwebt und schwankt, welchem es sich anschließen soll. Weil die zwei Hälften der zweisträngigen DNS nur durch Wasserstoffbrücken zusammengehalten werden, lassen sie sich verhältnismäßig leicht trennen und zusammensetzen, und diese Tatsache ist für das Funktionieren von Zellen von großer Bedeutung.


  Wenn DNS Doppelstränge bildet, ranken sich die beiden Stränge wie Schlingpflanzen umeinander (Abb. 93). Es gibt genau zehn Nukleotidenpaare pro Umdrehung; mit anderen Worten: der Drehwinkel pro Nukleotid ist 36°. Einsträngige DNS weist keine solchen Windungen auf, da sie eine Folge der Basenpaarung sind.


  Boten-RNS und Ribosome


  Wie bereits gesagt, wohnt die DNS, die Herrscherin der Zelle, in vielen Zellen in ihrem privaten Thronsaal, dem Zellkern. Jedoch spielt sich das meiste „Leben“ in einer Zelle außerhalb des Kerns ab, nämlich im Cytoplasma, dem „Hintergrund“ der „Figur“ des Kerns. Insbesondere werden Enzyme, die praktisch jeden Lebensprozeß in Gang setzen, von Ribosomen im Cytoplasma erzeugt, und sie verrichten den größten Teil der Arbeit im Cytoplasma. Und genau wie in der Typogenetik sind die Blaupausen für alle Enzyme in den Strängen aufbewahrt, das heißt in der DNS, die in ihrem eigenen kleinen Kernhaus geschützt bleibt. Wie gelangt also die Information über Enzymstrukturen vom Kern zu den Ribosomen?


  Hier tritt die mRNS („messenger RNS“ = „Boten-RNS“) in Aktion. Die mRNS dient dazu, die Information oder Botschaft der in der „Kernkammer“ gespeicherten DNS zu den Ribosomen im Cytoplasma hinauszutragen. Wie geht das vor sich? Das Prinzip ist leicht zu verstehen: Eine besondere Art von Enzymen innerhalb des Kerns kopiert getreulich lange Abschnitte der Folge der DNS-Basen auf einen neuen Strang, einen Strang von Boten-RNS. Dieses mRNS verläßt dann den Kern und wandert in das Cytoplasma, wo es auf viele Ribosome stößt, die mit der Arbeit beginnen, Enzyme herzustellen.


  Den Vorgang, durch den im Kern DNS auf mRNS kopiert wird, nennt man Transkription; bei diesem Vorgang muß die doppelsträngige DNS in zwei Einzelstränge getrennt werden, von denen der eine als Schablone für die mRNS dient. Übrigens steht „RNS“ für „Ribonukleinsäure“, und es ist der DNS sehr ähnlich, nur daß alle seine Nukleotiden das spezielle Sauerstoffatom besitzen, das den DNS-Nukleotiden abgeht.
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        Abb. 93. Molekularmodell der DNS-Doppelhelix. [Aus: Vernon M. Ingram, Biosynthesis, Menlo Park, Calif. 1972, S. 13.]
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  Deshalb wird das Präfix „desoxy“ weggelassen. Außerdem besitzt RNS anstelle von Thymin die Base Uracil, so daß sich die Information in RNS-Strängen durch beliebige Folgen der vier Buchstaben „A“, „C“, „G“ und „U“ darstellen läßt. Wenn nun mRNS von DNS transkribiert wird, läuft der Vorgang der Transkription über die übliche Basenpaarung (nur mit U anstatt T), so daß eine DNS-Schablone und die ihr zugehörige mRNS etwa folgendermaßen aussehen könnte:


  
    
      	
        DNS . . . . . . .

      

      	
        CGTAAATCAAGTCA

      

      	
        . . . . . (Schablone)

      
    


    
      	
        mRNS . . . . . . .

      

      	
        GCAUUUAGUUCAGU

      

      	
        . . . . . („Kopie“)

      
    

  


  Im allgemeinen bildet RNS keine langen Doppelstränge mit sich selbst, kann es aber tun. Deshalb findet man sie vorwiegend nicht in der für DNS charakteristischen Helix-Form, sondern in langen, etwas regellos gekrümmten Strängen.


  Wenn ein mRNS-Strang dem Kern entwichen ist, stößt er auf jene seltsamen subzellularen Kreaturen namens „Ribosome“ — bevor wir aber erklären, wie ein Ribosom mRNS verwendet, möchte ich einige Bemerkungen über Enzyme und Proteine anbringen. Enzyme gehören in die allgemeine Kategorie von Biomolekülen, die man Proteine nennt, und die Aufgabe der Ribosome ist es, alle Proteine — nicht nur die Enzyme herzustellen. Proteine, die keine Enzyme sind, sind weit passivere Gebilde; viele von ihnen sind z. B. strukturelle Moleküle, was bedeutet, daß sie wie Balken und Träger in einem Haus sind; sie halten die verschiedenen Teile einer Zelle zusammen. Es gibt noch andere Arten von Proteinen, aber für unsere Zwecke sind die Hauptproteine Enzyme, und ich werde im folgenden keine scharfe Trennung versuchen.


  Aminosäuren


  Proteine setzen sich aus Folgen von Aminosäuren zusammen, von denen es zwanzig Hauptarten gibt, jede mit einer dreibuchstabigen Abkürzung:


  
    
      	
        ala

      

      	
        ――――――――――――――

      

      	
        Alanin
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        ――――――――――――――

      

      	
        Arginin

      
    


    
      	
        asn

      

      	
        ――――――――――――――

      

      	
        Asparagin

      
    


    
      	
        asp

      

      	
        ――――――――――――――

      

      	
        Aspartinsäure

      
    


    
      	
        cys

      

      	
        ――――――――――――――

      

      	
        Cystein

      
    


    
      	
        gln

      

      	
        ――――――――――――――

      

      	
        Glutamin

      
    


    
      	
        glu

      

      	
        ――――――――――――――

      

      	
        Glutaminsäure
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        ――――――――――――――

      

      	
        Glycin
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        ――――――――――――――

      

      	
        Histidin

      
    


    
      	
        ile

      

      	
        ――――――――――――――

      

      	
        Isoleuzin

      
    


    
      	
        leu

      

      	
        ――――――――――――――

      

      	
        Leuzin

      
    


    
      	
        lys

      

      	
        ――――――――――――――

      

      	
        Lysin

      
    


    
      	
        met

      

      	
        ――――――――――――――

      

      	
        Methionin

      
    


    
      	
        phe

      

      	
        ――――――――――――――

      

      	
        Phenylalanin

      
    


    
      	
        pro

      

      	
        ――――――――――――――

      

      	
        Prolin

      
    


    
      	
        ser

      

      	
        ――――――――――――――

      

      	
        Serin

      
    


    
      	
        thr

      

      	
        ――――――――――――――

      

      	
        Threonin

      
    


    
      	
        trp

      

      	
        ――――――――――――――

      

      	
        Tryptophan

      
    


    
      	
        tyr

      

      	
        ――――――――――――――

      

      	
        Tyrosin

      
    


    
      	
        val

      

      	
        ――――――――――――――

      

      	
        Valin

      
    

  


  Man beachte den kleinen numerischen Unterschied gegenüber der Typogenetik, wo wir für den Aufbau von Enzymen nur fünfzehn „Aminosäuren“ hatten. Eine Aminosäure ist ein kleines Molekül von ungefähr derselben Komplexität wie ein Nukleotid; deshalb sind die Bausteine der Proteine und der Nukleinsäuren (DNS, RNS) ungefähr gleichgroß. Die Proteine jedoch setzen sich aus kürzeren Folgen von Bestandteilen zusammen; so bilden etwa dreihundert Aminosäuren ein vollständiges Protein, während ein DNS-Strang aus Hunderttausenden oder Millionen Nukleotiden bestehen kann.


  Ribosome und Tonbandgeräte


  Wenn nun ein mRNS-Strang nach seinem Ausbruch in das Cytoplasma auf ein Ribosom stößt, dann setzt ein sehr komplizierter und schöner Prozeß ein, den man Translation oder Übersetzung nennt. Man könnte sagen, daß dieser Translationsprozeß am Beginn allen Lebens steht, und mit ihm sind viele Geheimnisse verbunden. Aber die Grundprinzipien sind leicht zu erklären. Nehmen wir zunächst ein anschauliches Bild und präzisieren wir es dann. Man stelle sich vor, daß die mRNS einem langen Magnetband ähnlich ist und das Ribosom einem Tonbandgerät. Während das Band am Tonkopf des Gerätes vorbeiläuft, wird es „gelesen“ und in Musik oder in andere Töne umgewandelt. So werden magnetische Spuren in Noten „übersetzt“. Wenn in ähnlicher Weise ein „Band“ von mRNS am „Tonkopf“ eines Ribosoms entlangläuft, sind die so hergestellten „Noten“ Aminosäuren, und die „Musikstücke“, die sie erzeugen, sind Proteine. Das ist das Wesentliche an den Translationen (vgl. Abb. 96).


  Der genetische Code


  
    
      	
        Wie aber kann ein Ribosom eine Kette von Aminosäuren erzeugen, wenn es eine Kette von Nukleotiden abliest? Dieses Geheimnis wurde in den frühen sechziger Jahren von Forschern gelöst, und ausschlaggebend für die Lösung war der Genetische Code— die Abbildung von Tripletten von Nukleotiden auf Aminosäuren (Abb. 94). Dies ist ganz im Geist des Typogenetischen Codes, nur daß hier drei aufeinanderfolgende Basen (oder Nukleotide) ein Codon bilden, während dort nur zwei nötig waren. So müssen 4x4x4 (= 64) verschiedene Eintragungen (statt sechzehn) gemacht werden. Ein Ribosom steigt einen RNS-Strang drei Nukleotiden auf einmal hinunter - d. h. ein Codon — und jedesmal , wenn es das tut, hängt es eine einzige neue Aminosäure an das Protein an, an dessen Aufbau es gerade arbeitet. So entsteht das Protein schrittweise — Aminosäure um Aminosäure.

      

      	
        0000000000000000000000000000000000


        CUA GAU


        Cu Ag Au


        


        Ein typisches Segment von mRNS, einmal gelesen als zwei Tripletts (oben) und zweitens als drei Paare (unten): ein Beispiel von Hemiole in der Biochemie.


        


      
    

  


  Tertiärstrukturen


  Während jedoch ein Protein aus einem Ribosom entsteht, wird es nicht nur immer länger, sondern faltet sich selber fortwährend in erstaunliche dreidimensionale Formen, etwa wie ein sehr komplizierter Knallfrosch. Diese phantastischen Gebilde nennt man die Tertiärstruktur des Proteins (Abb. 95), während die Aminosäuren-Sequenz als solche Primärstruktur des Proteins heißt. Die Tertiär- ist in der Primärstruktur — genau wie bei der Typogenetik — angelegt. Jedoch ist das Rezept für die Ableitung, wenn die Primärstruktur bekannt ist, weit komplexer als bei der Typogenetik. Es ist gerade eine der Hauptaufgaben der modernen Molekularbiologie, Regeln aufzustellen, nach denen sich die Tertiärstruktur eines Proteins voraussagen läßt, wenn lediglich seine Primärstruktur bekannt ist.
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  Abb. 94. Der Genetische Code, bei dem jedes Triplett eines Strangs der mRNS für eine von zwanzig Aminosäuren (oder ein Interpunktionszeichen [punc.]) steht.


  Reduktionistische Erklärung der Funktion der Proteinfunktion


  Ein anderer Unterschied zwischen Typogenetik und wirklicher Genetik  und wohl der wichtigste  ist dieser: Während in der Typogenetik jeder Bestandteil in Form einer Aminosäure für eine bestimmte Teilarbeit zuständig ist, können wirklichen Aminosäuren solch klare Rollen nicht zugeschrieben werden. Es ist die Tertiärstruktur als ganze, die bestimmt, wie ein Enzym funktioniert; es besteht keine Möglichkeit zu sagen: Die Anwesenheit dieser Aminosäure bedeutet, daß diese oder jene Handlung ausgeführt wird. Mit anderen Worten, in der wirklichen Genetik ist der Beitrag einer einzelnen Aminosäure zur Gesamtfunktion des Enzyms nicht kontextfrei. Doch darf
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  Abb. 95. Die Struktur von Myoglobin, abgeleitet aus Röntgenstrahlen von hohem Auflösungsvermögen. Das große Gebilde von „ineinandergewickelten Röhren“ ist die Tertiärstruktur; die feinere Helix im Inneren — die „Alpha-Helix“ — ist die Sekundärstruktur. [Aus: A. Lehninger, Biochemistry.]


  diese Tatsache in keiner Weise als Munition für ein antireduktionistisches Argument verwendet werden, daß „das Ganze [das Enzym] nicht als Summe seiner Teile erklärt werden kann“. Das wäre völlig ungerechtfertigt. Was aber gerechtfertigt ist, ist die Ablehnung der einfachen Behauptung, daß „jede Aminosäure zum Gesamten in einer Art und Weise beiträgt, die von den anderen vorhandenen Aminosäuren unabhängig ist“. In anderen Worten: die Funktion eines Proteins darf nicht so verstanden werden, daß es von der kontextfreien Funktion seiner Einzelteile aufgebaut wird, sondern man muß sich überlegen, wie die Teile wechselwirken. Im Prinzip ist es immer noch möglich, ein Computerprogramm aufzustellen, das als Input die Primärstruktur eines Proteins nimmt, und erstens seine Tertiärstruktur bestimmt und zweitens die Funktion des Enzyms. Das ergäbe eine vollkommen reduktionistische Erklärung der Funktion von Proteinen, aber die Bestimmung der „Summe“ der Teile erfordert einen sehr komplizierten Algorithmus. Die Erhellung der Funktion eines Enzyms, wenn man die Primär- oder sogar die Tertiärstruktur kennt, ist eine der anderen großen Fragen der modernen Molekularbiologie.


  Vielleicht läßt sich letztlich das ganze Enzym so auffassen, daß es aus Funktionen von Teilen kontextfrei aufgebaut ist, wobei aber nun diese Teile als individuelle Teilchen aufgefaßt werden, wie etwa Elektronen und Protonen, anstatt als „Ballungen“, wie etwa Aminosäuren. Das ist ein Beispiel für das „reduktionistische Dilemma“: um alles vermittels kontextfreier Summen zu erklären, muß man auf die Ebene der Physik hinuntersteigen, aber dort ist die Anzahl der Teile dermaßen riesig, daß es sich nur um eine theoretische „im-Prinzip“-Aussage handeln kann. So muß man sich mit einer kontextabhängigen Summe begnügen, und das hat zwei Nachteile. Erstens sind die Teile viel größere Einheiten, deren Verhalten sich nur auf einer höheren Ebene, und deshalb unbestimmt, beschreiben läßt. Zweitens verleitet das Wort „Summe“ zu der Auffassung, daß jedem Teil eine einfache Funktion zugeordnet werden kann, und daß die Funktion als ganze einfach eine kontextfreie Summe dieser einzelnen Funktionen ist. Das kann man einfach nicht tun, wenn man versucht, das Funktionieren eines ganzen Enzyms aufgrund seiner Teile, den Aminosäuren, zu erklären. Aber das ist eben ein allgemeines Phänomen, das bei der Erklärung komplexer Systeme auftaucht. Um eine anschauliche Vorstellung zu gewinnen, wie die Teile wechselwirken, muß oft die Genauigkeit, die ein mikroskopisches, kontextfreies Bild ergibt, einfach ihrer Unhandlichkeit wegen geopfert werden. Damit opfert man aber nicht den Glauben, daß eine solche Erklärung prinzipiell existiert.


  Transfer-RNS und Ribosome


  Wir kehren nun zu Ribosomen, RNS und Proteinen zurück. Wir haben festgestellt, daß ein Protein von einem Ribosom gemäß der Blaupause erzeugt wird, die aus den „königlichen Gemächern“ der DNS durch den Boten RNS hinausgetragen wurde. Das scheint die Vermutung nahezulegen, daß das Ribosom aus der Sprache des Codons in die der Aminosäuren übersetzen kann, und das bedeutet, daß das Ribosom den genetischen Code „kennt“. So viel Information ist aber in einem Ribosom einfach nicht vorhanden. Wie geht es also vor? Wo ist der genetische Code eigentlich? Die merkwürdige Tatsache ist, daß der genetische Code in der DNS selbst aufbewahrt wird — wo sonst? Das bedarf sicher einiger erklärender Bemerkungen.


  Sehen wir im Augenblick von einer vollständigen Erklärung ab, und geben wir eine Teilerklärung. In jedem Augenblick schwimmt im Cytoplasma eine große Anzahl von Molekülen in der Form eines vierblättrigen Kleeblatts. Lose befestigt (d. h. mit Wasserstoffbrücke) an ein Blatt ist eine Aminosäure, und am entgegengesetzten Blatt befindet sich eine Dreiergruppe von Nukleotiden, die man Anticodon nennt. Für unsere Zwecke sind die beiden anderen Blätter ohne Belang. Diese „Kleeblätter“ werden von den Ribosomen bei der Herstellung von Proteinen wie folgt verwendet: Wenn ein
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  Abb. 96. Ein Teil eines mRNS-Strangs passiert ein Ribosom. In der Nähe schwimmen tRNS-Moleküle, die Aminosäuren tragen, welche vom Ribosom abgeschält und dem wachsenden Protein angefügt werden. Der Genetische Code ist in den tRNS-Molekülen kollektiv enthalten. Man beachte, wie die Basenpaarung (A-U, C-G) in dem Diagramm durch miteinander verzahnte Buchstabenformen wiedergegeben wird. [Zeichnung von Scott E. Kim.]


  neues Codon von mRNS im Tonkopf des Ribosoms einrastet, reicht das Ribosom in das Cytoplasma und hängt sich ein Kleeblatt an, dessen Anticodon zu dem mRNSCodon komplementär ist. Dann zieht es das Kleeblatt in eine solche Lage, daß es die Aminosäure des Kleeblatts abschälen und es dem Protein kovalent anhängen kann. (Übrigens ist die Bindung zwischen zwei benachbarten Aminosäuren in einem Protein sehr stark; man nennt das eine Peptidbindung. Aus diesem Grund bezeichnet man Proteine manchmal als Polypeptide,) Es ist natürlich kein Zufall, daß die Kleeblätter die richtigen Aminosäuren tragen, denn sie sind alle nach genauen Anweisungen im Thronsaal angefertigt worden.


  Der wirkliche Name für ein solches Kleeblatt lautet Transfer-RNS. Ein tRNS-Molekül ist ganz klein  es hat etwa die Größe eines sehr kleinen Proteins und besteht aus einer Kette von etwa achtzig Nukleotiden. Wie die mRNS-Moleküle werden auch die der tRNS durch eine Transkription von der großen Schablone DNS hergestellt. Doch sind tRNSs im Vergleich mit den riesigen mRNS-Molekülen winzig, die Tausende von Nukleotiden in einer langen, langen Kette enthalten. Auch ähnelt tRNS den Proteinen (und ist darin den mRNS-Strängen unähnlich) in dem Sinn, daß sie feste, wohldefinierte Tertiärstrukturen, bestimmt durch ihre Primärstruktur, besitzt. Die Tertiärstruktur eines tRNS-Moleküls gestattet genau einer Aminosäure, sich an die ihr zugehörige Stelle zu binden; mit Sicherheit handelt es sich um diejenige, die nach dem genetischen Code durch das Anticodon auf dem gegenüberliegenden Arm vorgeschrieben ist. Ein ausdrückliches Bild vom Funktionieren der tRNS-Moleküle ergibt sich, wenn man sie sich als Spickzettel vorstellt, die in einer Wolke um einen Simultandolmetscher herumschweben, der eine aus der Luft holt  und zwar unfehlbar die richtige! , wann immer er ein Wort übersetzen muß. In diesem Fall ist der Dolmetscher das Ribosom, die Wörter sind Codons und ihre Übersetzungen sind Aminosäuren.


  Damit die innere Botschaft von DNS von den Ribosomen entschlüsselt werden kann, müssen die tRNS-Spickzettel im Cytoplasma herumschwimmen. In einem gewissen Sinn enthalten die tRNS den Kern der äußeren Botschaft der DNS, da sie die Schlüssel für den Translationsvorgang bilden. Doch sind sie selbst aus der DNS gekommen. So versucht die äußere Botschaft ein Teil der inneren Botschaft zu sein  man erinnert sich an die Flaschenpost, die uns sagt, in welcher Sprache sie verfaßt wurde. Natürlich kann nicht jeder derartige Versuch völlig gelingen; die DNS kann sich auf keine Weise am eigenen Schopf herausziehen. Der genetische Code muß zum Teil schon vorher in der Zelle vorhanden sein, um die Herstellung von Enzymen zu ermöglichen, welche die tRNSs selbst nach der Vorlage von DNS transkribieren. Dieser Versuch, die Notwendigkeit für jede äußere Botschaft zu umgehen, ist wie Eschers Drachen, der sich alle erdenkliche Mühe gibt, innerhalb des Kontextes der zweidimensionalen Welt, die ihn gefangen hält, dreidimensional zu sein. Er scheint schon weit gekommen zu sein, aber er wird es natürlich, trotz der guten Imitation, die er von der Dreidimensionalität gibt, niemals erreichen.


  Interpunktion und Rahmen


  Wie weiß ein Ribosom, wann ein Protein fertig ist? Genau wie in der Typogenetik gibt es im Inneren der mRNS ein Signal , das das Ende oder den Beginn eines Proteins anzeigt. Drei spezielle Codons  UAA, UAG, UGA  dienen als Interpunktionszeichen und nicht zur Codierung von Aminosäuren. Wann immer ein solches Triplett im Tonkopf eines Ribosoms einrastet, gibt das Ribosom das Protein, an dem es arbeitet, frei, und beginnt mit einem neuen.


  Unlängst wurde das ganze Genom des winzigsten bekannten Virus, ΦX174, bloßgelegt. Dabei machte man beiläufig eine unerwartete Entdeckung: Einige seiner neun Gene überschneiden sich, d. h. zwei verschiedene Proteine werden durch dasselbe Stück DNS codiert! Es gibt sogar ein Gen, das vollständig in einem anderen enthalten ist! Das wird dadurch bewerkstelligt, daß die Bezugsrahmen der beiden Gene um genau eine Einheit gegeneinander verschoben sind. Die Informationsdichte eines solchen Schemas Ist unglaublich. Das ist natürlich die Inspiration des seltsamen 4/17 Haiku in Achilles' Glücksküchlein im Kanon durch intervallische Augmentation.


  Rekapitulation


  Kurz gesagt schält sich somit das folgende Bild heraus: Von seinem zentralen Thron aus schickt die DNS lange Stränge von mRNS zu den Ribosomen im Cytoplasma, welche, indem sie von den Spickzetteln der tRNs, die um sie herumschweben, Gebrauch machen, gemäß der Blaupause in mRNS Proteine aufbauen  eine Aminosäure nach der anderen. Nur die Primärstruktur der Proteine wird von der DNS diktiert; aber das genügt, denn während sie aus den Ribosomen hervorkommen, falten sich die Proteine magisch zu komplexen Gebilden, die die Fähigkeit besitzen, als leistungsfähige chemische Maschinen zu fungieren.


  Strukturschema und Bedeutung in Proteinen und in der Musik


  Wir haben das Bild von Ribosomen als einem Aufnahmegerät, von mRNS als dem Band und von Protein als Musik gebraucht. Das mag willkürlich erscheinen, und doch bestehen elegante Parallelen. Musik ist nicht einfach eine bloß lineare Notenfolge. Unser Geist nimmt Musikstücke auf einer weit höheren Ebene auf. Wir ballen Noten zu Phrasen, Phasen zu Melodien, Melodien zu Sätzen und Sätze zu vollständigen Stücken. Desgleichen haben Proteine einen Sinn nur dann, wenn sie als geballte Einheiten fungieren. Obgleich eine Primärstruktur alle Informationen für die zu schaffende Tertiärstufe trägt, stellt sie rein gefühlsmäßig doch weniger dar, denn ihr Potential wird nur realisiert, wenn die Tertiärstruktur tatsächlich materiell erzeugt ist.


  Übrigens haben wir nur von Primär- und Tertiärstrukturen gesprochen, und man wird sich wohl fragen, was mit der Sekundärstruktur los ist. Es gibt sie tatsächlich, wie es auch eine Quartärstruktur gibt. Die Auffaltung des Proteins findet auf mehr als einer Stufe statt. Insbesondere besteht an gewissen Punkten auf der Kette von Aminosäuren die Tendenz, eine Art von Helix zu bilden, die Alpha-Helix heißt (nicht zu verwechseln mit der DNS-Doppelhelix). Diese helikale Verformung eines Proteins findet auf einer niedrigeren Ebene als der der Tertiärstruktur statt. Diese Strukturebene ist auf Abb. 95 zu erkennen. Die Quartärstruktur läßt sich unmittelbar mit dem Aufbau eines Musikstücks mit voneinander unabhängigen Sätzen vergleichen, denn sie erfordert die Zusammenfügung von verschiedenen Polypeptiden in ihrer vollen tertiären Schönheit zu einer größeren Struktur. Die Bindung dieser voneinander unabhängigen Stränge geschieht gewöhnlich durch Wasserstoffbrücken und nicht durch kovalente Bindungen; das entspricht natürlich genau einem Musikstück, das sich aus verschiedenen Sätzen zusammensetzt, die weit weniger fest aneinander gebunden sind, als sie es nach Innen sind, die aber dennoch ein dichtes organisches Ganzes bilden.
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        Abb. 97. Ein Polyribosom. Ein einzelner Strang von mRNS passiert ein Ribosom nach dem anderen, wie ein Tonband, das durch verschiedene, hintereinander aufgestellte Tonbandgeräte läuft. Das Ergebnis ist eine Anzahl von wachsenden Proteinen in verschiedenen Stadien der Vervollständigung: die Analogie zu einem musikalischen Kanon, der von gestaffelten Tonbandgeräten erzeugt wird. [Aus: A. Lehninger, Biochemistry.]


        


      
    

  


  Die vier Stufen der Primär-, Sekundär-, Tertiär- und Quartärstrukturen lassen sich auch mit den vier Ebenen des MU-Bildes (Abb. 60) in Präludium und ... emsige Fuge vergleichen. Die Globalstruktur — bestehend aus den Buchstaben „M“ und „U“ ist eine Quartärstruktur, dann besitzt jeder dieser beiden Teile eine Tertiärstruktur, die aus „HOLISMUS“ und „REDUKTIONISMUS“ besteht; dann existiert das entgegengesetzte Wort auf der Sekundärebene, und ganz unten ist die Primärstruktur, wieder das Wort MU, endlos wiederholt.


  Polyribosome und zweistufige Kanons


  Wir kommen nunmehr zu einer weiteren schönen Parallele zwischen Wiedergabegeräten, die ein Band in Musik, und Ribosomen, die mRNS in Proteine umsetzen. Man stelle sich eine Anzahl von Wiedergabegeräten vor, die in einer Reihe in gleichen Abständen voneinander angeordnet sind. Wir können dieses Arrangement „Polyrecorder“ nennen. Nun stelle man sich ein einzelnes Tonband vor, das nacheinander durch alle Tonköpfe der einzelnen Geräte läuft. Wenn das Band eine einzelne lange Melodie enthält, wird der Output natürlich ein vielstimmiger Kanon sein, wobei die zeitliche Verschiebung durch die Zeit bestimmt wird, die das Band von einem Gerät zum nächsten braucht. In den Zellen gibt es tatsächlich solche „Molekular-Kanons“, wobei viele Ribosome, in langen Linien angeordnet — man nennt das Polyribosome—, alle den gleichen Strang von mRNS „spielen“ und nacheinander identische Proteine hervorbringen (Abb. 97).


  Aber nicht nur das — die Natur tut noch mehr. Man erinnere sich daran, daß mRNS ein Transkript von DNS ist; die Enzyme, die für diesen Vorgang zuständig sind, nennt man RNS-Polymerasen („ase“ ist das allgemeine Suffix für Enzyme). Oft geschieht es, daß eine Reihe von RNS-Polymerasen parallelgeschaltet auf einem einzigen DNS-Strang operiert, mit dem Ergebnis, daß viele verschiedene (aber gleich beschaffene) Stränge von mRNS hergestellt werden, wobei jeder gegenüber den anderen um die Zeitspanne verschoben ist, die die DNS braucht, um von einer RNS-Polymerase zur nächsten zu gleiten. Gleichzeitig kann es verschiedene Ribosome geben, die auf jeder der parallel in Erscheinung tretenden mRNSs operiert. So kommt man zu einem Doppeldecker, oder zweistufigen „Molekular-Kanon“ (Abb. 98).


  Das entsprechende musikalische Bild ist etwas weit hergeholt, aber ein amüsantes Szenarium: Verschiedene Kopisten sind gleichzeitig am Werk, und jeder kopiert das gleiche Originalmanuskript aus einem Schlüssel, den Flötisten nicht lesen können in einen, den sie lesen können. Wenn ein Kopist eine Seite des Originalmanuskripts beendet hat, gibt er sie dem nächsten Kopisten weiter und beginnt selbst mit der Transkription einer neuen Seite. Unterdessen liest eine Anzahl von Flötisten von jeder Partitur, die aus den Händen der Kopisten kommt — jeder Flötist zeitverschoben im Hinblick auf die anderen, die vom gleichen Blatt spielen. Dieses ziemlich wilde Bild gibt vielleicht eine Vorstellung von der Kompliziertheit der Vorgänge, die in jeder einzelnen Zelle des menschlichen Körpers jeden Tag, jede Minute geschehen ...
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  Abb. 98. Ein noch komplexeres Schema. Nicht nur ein, sondern mehrere mRNS-Stränge, die alle durch Transkription eines einzigen DNS-Strangs entstanden sind, werden vom Polyribosom bearbeitet. Das Ergebnis ist ein zweistufiger Molekular-Kanon. [Aus: Hanawalt und Haynes, The Chemical Basis of Life, S. 271.]


  Was war zuerst da: Ribosom oder Protein?


  Wir haben von den Wundertieren gesprochen, die man Ribosome nennt — aber woraus bestehen sie selbst? Wie entstehen sie? Ribosome sind aus zwei verschiedenen Arten von Dingen zusammengesetzt: 1) verschiedene Protein-Arten und 2) einer anderen Art von RNS, ribosomale RNS (rRNS). Um also ein Ribosom herzustellen, müssen gewisse Arten von Proteinen vorhanden sein, die sie erzeugen. Wie vermeidet man diesen Teufelskreis? Was kommt zuerst — Ribosom oder Protein? Was stellt was her? Darauf gibt es natürlich keine Antwort, weil die Dinge immer auf vorhergehende Mitglieder derselben Klasse zurückgeführt werden — genau wie bei der Scherzfrage über Henne und Ei —, bis alles hinter dem Horizont der Zeit verschwindet. Auf jeden Fall bestehen Ribosome aus zwei Stücken, einem großen und einem kleinen, die beide etwas rRNS und einige Proteine enthalten. Ribosome haben etwa die Größe großer Proteine; sie sind um sehr vieles kleiner als die Stränge der mRNS, die sie als Input verwenden und entlang derer sie sich bewegen.


  Funktion der Proteine


  Wir haben von der Struktur von Proteinen gesprochen, insbesondere von Enzymen. Aber die Aufgaben, die die Zelle ausführt, haben wir eigentlich noch nicht beschrieben. Alle Enzyme sind Katalysatoren, was bedeutet, daß sie in einem gewissen Sinn nicht mehr tun, als verschiedene chemische Vorgänge in der Zelle selektiv zu beschleunigen, und nicht, daß sie Dinge veranlassen, die ohne sie niemals stattfänden. Ein Enzym verwirklicht gewisse Wege aus Myriaden von Myriaden von Möglichkeiten. Bestimmt man aber, welche Enzyme vorhanden sein sollen, dann bestimmt man damit, was geschehen soll und was nicht — trotz der Tatsache, daß, theoretisch gesprochen, die Wahrscheinlichkeit, daß ein beliebiger Zellvorgang spontan, ohne die Hilfe von Katalysatoren stattfindet, nicht gleich null ist.


  Wie wirken nun die Enzyme auf die Zellmoleküle? Wie erwähnt, sind Enzyme gefaltete Polypeptid-Ketten. In jedem Enzym ist eine Spalte, Tasche oder ein anderes klar definiertes Oberflächenmerkmal , mit dem sich das Enzym an ein andersartiges Molekül bindet. Diese Stelle nennt man aktive Stelle, und jedes Molekül, das dort gebunden wird, heißt Substrat. Enzyme können mehr als nur eine aktive Stelle und mehr als ein Substrat haben. Genau wie in der Typogenetik sind Enzyme sehr wählerisch mit dem, woran sie arbeiten. Die aktive Stelle ist im allgemeinen ganz spezifisch und gestattet nur einer Art von Molekülen, sich an sie zu binden, auch wenn es manchmal „Irrläufer“ gibt — andere Moleküle, die zu der aktiven Stelle passen und sie verstopfen, das Enzym zum Narren halten, und es sogar inaktiv machen.


  Sind ein Enzym und ein Substrat aneinander gebunden, ergibt sich ein Ungleichgewicht in der elektrischen Ladung, und als Folge davon fließt die Ladung — in Form von Elektronen und Protonen — um die gebundenen Moleküle herum und verteilt sich entsprechend neu. Wenn das Gleichgewicht wiederhergestellt ist, kann das Substrat sehr einschneidende chemische Veränderungen erfahren haben. Einige Beispiele: Eine „Verschweißung“ kann stattgefunden haben, in der ein kleines Standardmolekül an ein Nukleotid, eine Aminosäure oder andere Moleküle aus der Zelle geheftet wurde; ein DNS-Strang kann an einer gewissen Stelle einen „Einschnitt“ aufweisen; ein Stück des Moleküls kann abgeschnitten werden usw. Tatsächlich führen Bio-Enzyme Operationen an den Molekülen aus, die den typographischen Operationen, die die Typo-Enzyme erzeugen, ganz ähnlich sind. Jedoch führen die meisten Enzyme im wesentlichen nur eine einzige Aufgabe aus und nicht eine ganze Folge von Aufgaben. Ein anderer auffallender Unterschied zwischen Typo-Enzymen und Bio-Enzymen ist der, daß, während Typo-Enzyme nur auf Strängen operieren, Bio-Enzyme auf DNS, RNS, andere Proteine, Ribosome, Zellmembranen einwirken können — kurz auf alles und jedes in der Zelle. Mit anderen Worten: Enzyme sind die Universalmechanismen zur Erledigung dessen, was in der Zelle zu tun ist. Es gibt Enzyme, die zusammenspleissen und auseinandernehmen und modifizieren und aktivieren und de-aktivieren und kopieren und reparieren und vernichten ...


  Einige der komplexesten Vorgänge in der Zelle haben mit „Kaskaden“ zu tun, wobei ein einziges Molekül eines gewissen Typs die Herstellung eines gewissen Enzyms auslöst; der Erzeugungsprozeß beginnt, und die Enzyme, die vom „Fließband“ kommen, öffnen eine neue chemische „Straße“, die es gestattet, eine weitere Art von Enzymen zu erzeugen. Das kann auf drei oder vier Ebenen geschehen, wobei jedes neu erzeugte Enzym die Erzeugung eines anderen Typs auslöst. Zum Schluß wird ein „Schauer“ von Kopien des abschließenden Enzym-Typs produziert, und all die Kopien gehen fort und erfüllen ihren Auftrag, etwa „fremdes“ DNS zu zerkleinern oder bei der Herstellung einer Aminosäure helfen, nach der die Zelle gerade dürstet usw.


  Die Notwendigkeit eines hinlänglich starken Stützungssystems


  Beschreiben wir nunmehr, wie die Natur das Rätsel löst, das die Typogenetik stellt: „Welche Art von DNS-Strang kann seine eigene Replikation steuern?“ Gewiß ist nicht jeder DNS-Strang an sich ein Selbst-Rep. Der springende Punkt ist der folgende: Jeder Strang, der seine eigene Kopierung leiten will, muß Anweisungen für die Zusammenstellungen genau der Enzyme enthalten, die die Aufgabe ausführen können. Es ist aber vergebliche Hoffnung, daß ein isolierter DNS-Strang ein Selbst-Rep sein könnte; denn damit diese potentiellen Proteine aus der DNS herausgeholt werden können, braucht es nicht nur Ribosomen, sondern auch RNS-Polymerasen, die die mRNS herstellen, die zu den Ribosomen transportiert wird. Und deshalb müssen wir damit anfangen, daß wir eine Art „minimales Stützungssystem“ annehmen, das hinlänglich stark ist, um Transkriptionen vorzunehmen. Dieses Minimalsystem wird somit bestehen aus 1) einigen Proteinen, wie z. B. RNS-Polymerasen, die gestatten, mRNS aus DNS zu machen und 2) einigen Ribosomen.


  Wie DNS sich selbst vervielfältigt


  Daß die Wendungen „hinlänglich starkes Stützungssystem“ und „hinlänglich starkes formales System“ ähnlich klingen, ist kein Zufall. Das eine ist die Bedingung, daß ein Selbst-Rep, das andere, daß ein Selbst-Ref entstehen kann. Eigentlich handelt es sich um ein und dasselbe Phänomen in zwei ganz verschiedenen Verkleidungen, und wir werden das in Kürze explizit ausführen. Zuvor jedoch bringen wir die Beschreibung, wie ein DNS-Strang ein Selbst-Rep sein kann, zu Ende.


  Die DNS muß Codes für einen Satz von Proteinen enthalten, welche sie kopieren. Nun gibt es eine sehr wirksame und elegante Methode zur Kopierung eines doppelsträngigen Stücks DNS, dessen zwei Stränge komplementär sind. Das geschieht in zwei Schritten:
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        die beiden Stränge entwirren,

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        einen neuen Strang mit jedem der zwei neuen einfachen Stränge „paaren“.

      
    

  


  Dieser Vorgang erzeugt zwei neue DNS-Doppelstränge, die mit dem Original identisch sind. Wenn unsere Lösung auf dieser Idee beruhen soll, muß es einen Satz von Proteinen geben, der in der DNS selbst codiert ist und die beiden Schritte ausführen wird.


  Man nimmt an, daß diese beiden Schritte in den Zellen in koordinierter Weise vollzogen werden und daß sie drei Hauptenzyme erfordern: DNS-Endonuklease, DNS-Polymerase, DNS-Ligase. Das erste ist ein „Öffnungs“-Enzym; es schält den „Reißverschluß“ der beiden ursprünglichen Stränge auf eine kurze Strecke auseinander und hört dann mit seiner Tätigkeit auf. Darauf treten die beiden anderen Enzyme in Aktion. Die DNS-Polymerase ist im Grunde ein „kopiere-und-gehe-weiter“-Enzym; es geht die kurzen Einzelstränge von DNS entlang und kopiert sie komplementär ähnlich wie der Kopiermodus in der Typogenetik. Um zu kopieren, bedient es sich des im Cytoplasma schwimmenden Rohmaterials, insbesondere der Nukleotiden. Weil das ruckweise vor sich geht, wobei jedesmal „geöffnet“ und kopiert wird, entstehen kleine Lücken, und die DNS-Ligase füllt diese aus. Dieser Prozeß wiederholt sich immer wieder, bis das ganze auseinandergeschält und gleichzeitig repliziert ist, so daß es nunmehr zwei Kopien davon gibt.


  Vergleich von DNS-Selbst-Reps und Quinieren


  Man beachte, daß bei der enzymatischen Tätigkeit der DNS-Stränge die Tatsache, daß in dem DNS Information aufbewahrt ist, völlig irrelevant ist; die Enzyme führen einfach ihre Funktion aus, Symbole zu verschieben, wie die Folgerungsregel im MIU-System. Für die drei Enzyme ist es ohne jede Bedeutung, daß sie an einem gewissen Punkt tatsächlich genau die Gene kopieren, in denen sie selbst codiert sind. Die DNS ist für sie einfach eine Schablone ohne Bedeutung und Interesse.


  Es ist recht interessant, das mit der Methode des Quine-Satzes zur Herstellung von Kopien seiner selbst zu vergleichen. Auch dort hat man eine Art „Doppelstrang“ — zwei Kopien der gleichen Information, wobei die eine als Anweisung, die andere als Schablone fungiert. Bei DNS ist der Vorgang in etwa parallel, da die drei Enzyme (DNSEndonuklease, DNS-Polymerase, DNS-Ligase) nur in einem der beiden Stränge codiert sind, der deshalb als Programm fungiert, während der andere Strang nur als Schablone fungiert. Die Parallele ist nicht vollkommen, denn während des Kopiervorgangs dienen beide Stränge als Schablonen, nicht nur einer. Dennoch ist die Analogie sehr anregend. Es gibt eine biochemische Entsprechung zu der Gebrauch-Erwähnung-Dichotomie: Wenn die DNS als eine bloße Folge zu kopierender chemischer Stoffe behandelt wird, handelt es sich nur um die Erwähnung typographischer Symbole; wenn die DNS diktiert, welche Operationen auszuführen sind, ist das wie der Gebrauch typographischer Symbole.


  Bedeutungsebenen der DNS


  Es gibt verschiedene Bedeutungsebenen auf einem DNS-Strang, je nachdem wie groß die Ballungen sind, die man ins Auge faßt, und wie stark der verwendete Decoder ist. Auf der untersten Ebene enthält jeder DNS-Strang die Codierung für einen äquivalenten RNS-Strang — der Entschlüsselungsprozeß ist die Transkription. Wenn man die DNS in Dreiergruppen ballt, dann kann man sie vermittels einer „genetischen Entschlüsselung“ als eine Folge von Aminosäuren lesen. Das ist eine Translation (zusätzlich zur Transkription). Auf der nächsten natürlichen Ebene der Hierarchie läßt sich die DNS als Code für ein Gruppe von Proteinen lesen. Das physische Herausholen von Proteinen aus den Genen nennt man Gen-Expression. Zur Zeit ist das die höchste Ebene, auf der wir die DNS verstehen können.


  Indessen gibt es mit Sicherheit höhere Bedeutungsebenen der DNS, die schwieriger zu erkennen sind. Zum Beispiel kann man zuversichtlich annehmen, daß die DNS, sagen wir eines Menschen, solche Eigenschaften wie Nasenform, musikalisches Talent, Reflexgeschwindigkeit usw. codiert. Könnte man im Prinzip lernen, solche Informationsbrocken direkt vom DNS-Strang abzulesen, ohne durch den physischen Prozeß der Epigenese hindurchzugehen - das physische Herausholen des Phänotyps aus dem Genotyp? Vermutlich ja, da man - theoretisch - ein unglaublich leistungsfähiges Computerprogramm haben könnte, das den ganzen Vorgang simuliert, einschließlich jeder Zelle, jedes Proteins, jedes noch so winzigen Faktors, der an der Replikation von DNS oder von Zellen beteiligt ist - bis zum bitteren Ende. Der Output eines solchen PseudoEpigenese-Programms wäre eine Beschreibung des Phänotyps auf hoher Stufe.


  Es gibt noch eine andere, wenn auch äußerst vage Möglichkeit, nämlich die, daß wir lernen könnten, den Phänotyp vom Genotyp abzulesen, ohne eine isomorphe Simulierung des materiellen Vorgangs des materiellen Epigenese-Vorgangs, sondern indem man einen einfachen Entschlüsselungsmechanismus findet. Man könnte ihn die „abgekürzte Pseudo-Epigenese“ nennen. Abkürzung oder nicht - Pseudo-Epigenese ist gegenwärtig natürlich außer Reichweite. Ausnahme: bei der Spezies Felis Catus haben tiefschürfende Untersuchungen gezeigt, daß es tatsächlich möglich ist, den Phänotyp direkt vom Genotyp abzulesen. Der Leser wird diese bemerkenswerte Tatsache vielleicht besser würdigen können, wenn er das folgende typische Stück der DNS von Fells catus anschaut:


  ... CATCATCATCATCATCATCATCATCATCATCAT ...


  Nachstehend eine Zusammenfassung der Ebenen, auf denen DNS gelesen werden kann, zusammen mit den Bezeichnungen der verschiedenen Entschlüsselungsstufen. DNS läßt sich lesen als eine Folge von


  
    
      	
        1)

      

      	
        Basen (Nukleotide)

      

      	

      	
        Transkription

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        Aminosäuren

      

      	

      	
        Translation

      
    


    
      	
        3)

      

      	
        Proteine (Primärstrukturen)

      

      	
        [image: brv_top.png]

      

      	
        

      
    


    
      	

      	
        

      

      	
        [image: brv_cen.png]

      

      	
        Gen-Expression

      
    


    
      	
        4)

      

      	
        Proteine (Tertiärstrukturen)

      

      	
        [image: brv_bot.png]

      

      	
        

      
    


    
      	
        5)

      

      	
        Proteinklumpen

      

      	

      	
        höhere Stufen der Gen-Expression

      
    


    
      	
        6)

      

      	
        ???

      

      	

      	
        

      
    


    
      	

      	
        ..

      

      	
        [image: brv_top.png]

      

      	
        

      
    


    
      	

      	
        ..

      

      	
        [image: brv_cen.png]

      

      	
        unbekannte Ebenen der Bedeutung von DNS

      
    


    
      	

      	
        ..

      

      	
        [image: brv_bot.png]

      

      	
        

      
    


    
      	
        (N-1)

      

      	
        ???

      

      	

      	
        

      
    


    
      	
        (N)

      

      	
        körperliche, geistige und psychologische Züge

      

      	

      	
        Pseudo-Epigenese

      
    

  


  Abbildung des Zentraldogmas


  Mit diesem Hintergrundwissen können wir nun einen ausführlichen Vergleich anstellen zwischen F. Cricks „Zentraldogma der Molekularbiologie“ (.DOGMA I), auf dem alle Zellprozesse basieren, und dem, was ich mit dichterischer Freiheit als „Zentraldogma der mathematischen Logik“ (.DOGMA II) bezeichne, auf welchem Gödels Satz beruht. Die Abbildung des einen auf das andere ist in Abb. 99 dargestellt sowie in der folgenden Tabelle, die zusammen die Abbildung des Zentraldogmas bilden.
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  Abbildung des Zentraldogmas.
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  Abb. 99. Die Abbildung des Zentraldogmas. Zwischen zwei fundamentalen Verwickelten Hierarchien, der Molekularbiologie und der mathematischen Logik, wird eine Analogie hergestellt.


  Man beachte die Basenpaarung von A und T (Arithmetisierung und Translation) wie auch die von G und C (Gödel und Crick). Die mathematische Logik bekommt die Purin-Seite und die Molekularbiologie die Pyrimidin-Seite.


  Um die ästhetische Seite des Abbildungsvorgangs zu vervollständigen, entschloß ich mich, mein Gödelisierungsschema getreulich dem Genetischen Code nachzubilden. Tatsächlich wird nach dem folgenden Entsprechungsschema die Tabelle des genetischen Codes zu der des Gödel-Codes:
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  Jede Aminosäure (es gibt ihrer zwanzig) entspricht genau einem Symbol von TNT von denen es zwanzig gibt. So kommt endlich der Grund dafür zum Vorschein, warum ich strenges' TNT ausgeheckt habe  damit es genau zwanzig Symbole sind! Den Gödel-Code zeigt Abb. 100. Man vergleiche Abb. 94 (Genetischer Code).


  Es liegt beinahe etwas Mystisches darin, zu sehen, wie diese zwei esoterischen, doch fundamentalen Wissensfortschritte unseres Jahrhunderts in ihrer tiefsten Tiefe eine gemeinsame Struktur aufweisen. Diese Abbildung des Zentraldogmas ist keineswegs ein strenger Beweis für die Identität der beiden Theorien  aber sie weist deutlich auf eine engere Verwandtschaft hin, die tieferschürfende Erforschung verdient.


  Seltsame Schleifen in der Abbildung des Zentraldogmas


  Eine der interessantesten Ähnlichkeiten zwischen den beiden Seiten der Abbildung ist, wie Schleifen von beliebiger Komplexität auf der obersten Stufe erscheinen: links Proteine, die auf Proteine einwirken, die auf Proteine einwirken usw., und rechts Aussagen über Aussagen über Aussagen von Meta-TNT und so weiter, ad infinitum. Diese sind den Heterarchien ähnlich, die wir in Kapitel V besprochen haben, wo ein hinreichend komplexes Substrat das Vorhandensein von Seltsamen Schleifen ermöglicht, die sich dann, von der niedrigeren Stufe abgetrennt, im Kreis herumdrehen. Wir werden dieser Frage ausführlicher in Kapitel XX nachgehen.


  Nebenbei ist Ihnen vielleicht die folgende Frage eingefallen: Worauf wird gemäß der Abbildung des Zentraldogmas Gödels Unvollständigkeitssatz abgebildet? Das ist eine gute Frage, über die man vor dem Weiterlesen nachdenken sollte.


  Die Abbildung des Zentraldogmas und der Contrakrostipunktus


  Es zeigt sich, daß die Abbildung des Zentraldogmas der Abbildung zwischen dem Contrakrostipunktus und Gödels Satz sehr ähnlich ist (Kapitel IV). Man kann somit zwischen allen drei Systemen Parallelen ziehen:
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  Abb. 100. Der Gödel-Code. Nach diesem Schema erhält jedes TNT-Symbol ein oder mehrere Codons. Die kleinen Ovale zeigen, wie diese Tabelle die frühere Tabelle für Gödel-Numerierung (Kap. IX) einschließt.
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  In der folgenden Tabelle wird die Abbildung der Systeme 2 und 3 sorgfältig erklärt:
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  Die Entsprechung zu Gödels Satz gibt sich als eine eigenartige Tatsache zu erkennen, die wahrscheinlich für den Molekularbiologen von geringem Nutzen ist (und die für ihn wohl auf der Hand liegt):


  Es ist immer möglich, einen DNS-Strang zu entwerfen, der, in eine Zelle injiziert, die Herstellung von Proteinen veranlassen würde, welche die Zelle (oder die DNS) zerstören würden, und deshalb in der Nicht-Reproduktion dieser DNS resultieren würde.


  


  [image: Abb. 101.]


  (a)00000000000000000000000000000000000000000000 (b)


  Abb. 101. Das T4-Virus ist aus Proteinbestandteilen zusammengesetzt (a). Der „Kopf“ ist eine Proteinmembran in Form eines in die Länge gezogenen Ikosaeders mit 30 Facetten und mit DNS gefüllt. Er ist durch einen Hals an einem „Schwanz“ befestigt, der aus einem hohlen Kern und einer kontraktilen Scheide besteht. Sie stehen auf einer stacheligen Grundplatte, an der sechs Tentakel befestigt sind. Die Stachel und Tentakel halten das Virus an der Zellwand eines Bakteriums fest (b). Die Scheide zieht sich zusammen, treibt so den Kern durch die Zellwand, und virale DNS dringt in die Zelle ein. [Aus: Hanawalt und Haynes, The Chemical Basis of Life, S. 230.]


  Das beschwört ein etwas seltsames Szenarium herauf, jedenfalls im Licht der Evolution betrachtet: Ein Virus dringt heimlicherweise in eine Zelle ein und sorgt dann für die Herstellung von Proteinen, welche die Wirkung haben, das Virus selbst zu zerstören! Es ist eine Art Selbstmord oder, wenn man so will, ein Epimenides-Satz auf der Molekularstufe. Offensichtlich wäre das vom Standpunkt des Überlebens der Spezies nicht vorteilhaft. Indessen zeigt es den Geist, wenn auch nicht den Buchstaben der Schutz- und Subversiv-Mechanismen, die Zellen und ihre Eindringlinge entwickelt haben.


  E. Coli contra T4


  Schauen wir uns die Lieblingszelle der Biologen an, nämlich die des Bakteriums Escherichia coli (mit M. C. Escher nicht verwandt), und einen der bevorzugten Eindringlinge dieser Zelle: den sinistren und unheimlichen T4-Phage (s. Abb. 101). (Übrigens sind die Wörter „Virus“ und „Phage“ synonym und bedeuten „Angreifer von Bakterienzellen“.) Dieses bedrohliche Ding sieht ein bißchen wie eine Kreuzung zwischen einer Mondlandefähre und einem Moskito aus — aber es ist viel unheilvoller als jene. Es besitzt einen „Kopf“, in dem sein ganzes „Wissen“ — nämlich seine DNS untergebracht ist; es hat sechs „Beine“, mit denen es sich an der Zelle befestigt, in die es eindringen will, und es besitzt wie ein Moskito einen „Stachel“ (den man besser aber als „Schwanz“ bezeichnet). Der Hauptunterschied liegt darin, daß es im Gegensatz zum Moskito, das seinen Stachel zum Blutsaugen gebaucht, den seinen dazu verwendet, um seine Erbmasse gegen den Willen des Opfers in die Zelle zu injizieren. So begeht der Phage eine „Vergewaltigung“ in winzigem Maßstab.


  Ein molekulares Trojanisches Pferd


  Was geschieht eigentlich, wenn die virale DNS in eine Zelle eindringt? Um es anthropomorph zu sagen: Das Virus „hofft“, daß seine DNS genau so behandelt wird wie die der Wirtzelle. Das würde bedeuten, daß sie transkribiert und übersetzt würde, was ermöglichen würde, die Synthese spezifischer eigener Proteine zu veranlassen, die der Wirtzelle fremd sind und die dann mit ihrer Arbeit beginnen. Das läuft darauf hinaus, daß insgeheim fremde Proteine „im Code“ (d. h. dem genetischen Code) „decodiert“ (nämlich produziert) werden.


  In gewisser Weise erinnert das an die Geschichte vom Trojanischen Pferd, nach der Hunderte von Soldaten in einem harmlos aussehenden hölzernen Pferd sich nach Troja einschlichen; als sie aber in der Stadt waren, brachen sie aus und bemächtigten sich derselben. Die fremden Proteine treten, nachdem sie einmal aus Ihrer Träger-DNS „entschlüsselt“ (synthetisiert) sind, in Aktion. Die von T4-Phagen diktierte Folge von Vorgängen ist eingehend erforscht worden, mehr oder weniger läuft folgendes ab (siehe auch Abb. 102 und 103):
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  Wenn also ein T4-Phage in eine E-Coli-Zelle eindringt, ist diese nach der kurzen Zeitspanne von 24 oder 25 Minuten völlig zerstört und bricht auf. Und heraus kommen ungefähr zweihundert genaue Kopien des ursprünglichen Virus — „Verzweihundertfachungen“ —, bereit, weitere bakterielle Zellen anzugreifen, wobei die ursprüngliche Zelle während dieses Vorgangs zum größten Teil aufgezehrt worden ist.
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  Abb. 102. Virale Infektion beginnt, wenn virale DNS in ein Bakterium eindringt. Die bakterielle DNS wird auseinandergerissen und virale DNS repliziert. Die Synthese von viralen strukturellen Proteinen und ihr Zusammenbau geht weiter, bis die Zelle zerplatzt und die Teilchen freigelassen werden. [Aus: Hanawalt und Haynes, The Chemical Basis of Life, S. 230.]


  Wenn auch so etwas vom Standpunkt der Bakterien aus eine tödliche Bedrohung bedeutet, so können wir es von unserem Standpunkt aus als ein amüsantes Spiel zwischen zwei Teilnehmern auffassen: dem Eindringling oder „T“-Spieler (benannt nach der T-geraden Phagenklasse T2, T4 und andere) und dem „C“-Spieler (für Coli-Zelle). Das Ziel des T-Spielers ist es, in die Zelle des C-Spielers einzudringen, und das des C-Spielers, sich selbst zu schützen und den Eindringling zu zerstören. Nach dieser Beschreibung entspricht das molekulare TC-Spiel dem im vorstehenden Dialog beschriebenen makroskopischen TC-Spiel. (Der Leser kann sicher ohne weiteres herausfinden, welcher Spieler — T oder C — Theo entspricht und welcher Carl.)


  Erkennen, Verkleiden, Etikettieren


  Das „Spiel“ betont die Tatsache, daß das Erkennen eines der zentralen Themen der zellularen und subzellularen Biologie bildet. Wie erkennen sich Moleküle oder Strukturen höherer Stufe? Wesentlich für das Funktionieren der Enzyme ist es, daß sie imstande sind, sich an besonderen „Bindungsstellen“ des Substrats anzuheften; es ist wesentlich, daß ein Bakterium seine eigene DNS von dem der Phagen zu unterscheiden vermag; es ist wesentlich, daß zwei Zellen fähig sind, sich zu erkennen und in kontrollierter Weise wechselwirken. Solche Erkenntnisprobleme erinnern den Leser vielleicht an die ursprünglichen Schlüsselprobleme in formalen Systemen: Wie kann man feststellen, ob eine Kette eine gewisse Eigenschaft besitzt — wie die, ein SATZ zu sein oder nicht. Gibt es ein Entscheidungsverfahren? Fragen dieser Art sind nicht auf die mathematische Logik beschränkt; sie tauchen überall in der Computerwissenschaft und, wie wir sehen, der Molekularbiologie auf.


  Die im Dialog beschriebene Etikettierungstechnik ist tatsächlich einer der Tricks, mit dem E. Coli die eindringenden Phagen zu überlisten versucht. Man geht davon
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        Abb. 103. Der morphogenetische Weg des T4-Virus hat drei Hauptäste, die unabhängig voneinander zur Bildung von Köpfen, Schwänzen und Tentakeln führen, die sich dann kombinieren, um vollständige Teile von Viren zu bilden. [Aus: Hanawalt und Haynes, The Chemical Basis of Life, S. 237.]
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  aus, daß DNS-Stränge chemisch etikettiert werden können, indem den verschiedenen Nukleotiden ein kleines Molekül — Methyl — hinzugefügt wird. Diese Etikettierung ändert die üblichen biologischen Eigenschaften der DNS nicht; mit anderen Worten, methylisierte (etikettierte) DNS kann genauso transkribiert werden wie unmethylisierte (nicht etikettierte) DNS, und so kann sie die Proteinsynthese steuern. Wenn also die Wirtzelle einen besonderen Mechanismus für die Prüfung der Frage besitzt, ob DNS etikettiert ist oder nicht, dann kann das Etikett von ausschlaggebender Bedeutung sein. Insbesondere kann die Wirtzelle ein Enzymsystem besitzen, das nach unetikettierter DNS Ausschau hält und alles, was es findet erbarmungslos in Stücke zerhackt und zerstört. In diesem Falle: Wehe allen unetikettierten Eindringlingen!


  Man hat die Methyl-Etiketten an Nukleotiden mit den Serifen an Buchstaben verglichen. So könnten wir, dieses Bild benutzend, sagen, daß die E-Coli-Zelle nach DNS in ihrem eigenen „Hausstil“ mit ihrem eigenen charakteristischen Schriftbild Ausschau hält, und jeden in einer „fremden“ Schrift geschriebenen DNS-Strang in Stücke hackt. Eine Gegenstrategie für die Phagen besteht natürlich darin, sich selbst etikettieren zu lernen und damit imstande zu sein, die Zellen, in die sie eindringen, dahin zu bringen, den Eindringling zu reproduzieren.


  Der Kampf zwischen T und C kann bis zu beliebigen Komplexitätsstufen weitergeführt werden; dem wollen wir aber nicht nachgehen. Die Hauptsache ist, daß es sich um einen Kampf handelt zwischen einem Wirt, der versucht, alle eindringenden DNSs zurückzuweisen, und den Phagen, die versuchen, die DNS in einen Wirt zu infiltrieren, der es in mRNS transkribiert (wonach die Reproduktion garantiert ist). Jede Phagen-DNS, der es gelingt, sich auf diese Weise zu reproduzieren, kann so betrachtet werden, daß es auf hoher Stufe interpretiert werden kann als: „Ich kann in Zellen vom Typus X reproduziert werden.“ Das ist zu unterscheiden von der früher erwähnten, vom evolutionären Standpunkt aus sinnlosen Art von Phagen, die für Proteine codiert sind, welche sie zerstören — und deren Interpretation auf hoher Stufe sich selbst aufhebt: „Ich kann nicht in Zellen vom Typus X reproduziert werden.“


  Henkin-Sätze und Viren


  Nun haben beide dieser gegensätzlichen Arten von Selbstbezüglichkeit in der Molekularbiologie ihre Entsprechung in der mathematischen Logik. Wir haben die Entsprechungen der sich selbst aufhebenden Phagen bereits besprochen — nämlich Ketten vom Gödel-Typ, die behaupten, daß sie in spezifischen formalen Systemen produziert werden können. Aber man kann auch ein Satz-Gegenstück zu einem wirklichen Phagen herstellen: der Phage behauptet seine eigene Produzierbarkeit in einer spezifischen Zelle, und der Satz behauptet seine eigene Produzierbarkeit in einem spezifischen formalen System. Sätze dieser Art nennt man Henkin-Sätze, nach dem mathematischen Logiker Leon Henkin. Sie können ganz ähnlich wie Gödelsätze konstruiert werden; der einzige Unterschied ist der, daß ein Verneinungszeichen weggelassen wird. Man beginnt natürlich mit einem „Onkel“:


  ∃a:∃a':<TNT-BEWEISPAAR {a,a'}∧ARITHMOQUINE{a'',a'}>


  und macht dann mit dem Standardtrick weiter. Nehmen wir an, die Gödelnummer des obigen „Onkels“ sei h. Indem man nun eben diesen Onkel arithmoquiniert, erhält man einen Henkin-Satz:


  
    
      	
        ∃a:∃a':<TNT-BEWEISPAAR {a,a'}∧ARITHMOQUINE{SSS...SSS0/a'',a'}>
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        ∃a:∃a':<TNT-BEWEISPAAR {a,a'}∧ARITHMOQUINE{SShS' s

      
    

  


  (Können Sie übrigens herausfinden, wie der Satz sich von ~G unterscheidet?) Ich will das explizit zeigen, um zu betonen, daß ein Henkin-Satz kein vollständiges Rezept für seine eigene Ableitung gibt; er behauptet lediglich, daß eine existiert. Man kann sich wohl fragen, ob diese Behauptung gerechtfertigt ist. Besitzen Henkin-Sätze Ableitungen? Sind sie, wie behauptet, SÄTZE? Es ist nützlich, sich daran zu erinnern, daß man einem Politiker, der „Ich bin ehrlich“ sagt, nicht zu glauben braucht. Vielleicht ist er ehrlich, vielleicht auch nicht. Sind Henkin-Sätze vertrauenswürdiger als Politiker?


  Es stellt sich heraus, daß diese Henkin-Sätze so unbezweifelbar, wie Menschen fünf Finger an einer Hand haben, die Wahrheit sagen. Warum dem so ist, ist nicht so leicht zu erkennen, aber wir wollen diese kuriose Tatsache unbewiesen zur Kenntnis nehmen.


  Explizite und implizite Henkin-Sätze


  Ich habe erwähnt, daß ein Henkin-Satz uns nichts über seine eigene Ableitung sagt; er behauptet einfach, daß eine existiert. Nun ist es möglich, eine Variante zum Thema der Henkin-Sätze zu erfinden — nämlich Sätze, die ihre eigene Ableitung explizit beschreiben.


  Die Interpretation einer solchen Aussage auf hoher Stufe lautet nicht: „Es existiert eine Folge von Zeichenketten die eine Ableitung von mir ist“, sondern vielmehr: „Die hier beschriebene Folge von Zeichenketten ... ist eine Ableitung von mir.“ Nennen wir den ersten Typus einen impliziten Henkin-Satz. Die neuen Sätze werden wir explizit nennen, da sie ihre eigene Ableitung explizit beschreiben. Man beachte, daß HenkinSätze im Gegensatz zu ihren impliziten Schwestern nicht SÄTZE zu sein brauchen. Tatsächlich ist es ganz leicht, eine Zeichenkette niederzuschreiben, die behauptet, daß ihre eigene Ableitung aus dem einzigen Strang 0=0 besteht — eine Fehlbehauptung, da 0=0 keine Ableitung von irgendetwas darstellt. Es ist aber auch möglich, einen expliziten Henkin-Satz niederzuschreiben, der ein SATZ ist— d. h. ein Satz, der tatsächlich ein Rezept für seine eigene Ableitung liefert.


  Henkin-Sätze und Selbstaufbau


  Der Grund, warum ich diese Unterscheidung zwischen expliziten und impliziten Henkin-Sätzen aufs Tapet bringe, ist der, daß sie sehr gut einer wichtigen Unterscheidung zwischen zwei Typen von Viren entspricht. Es gibt gewisse Viren, wie z. B. das sogenannte „Tabakmosaik-Virus“, die man selbstaufbauend nennt, und andere, wie z. B. unsere Favoriten, die T-Geraden, die es nicht sind. Worin besteht dieser Unterschied. Er ist genau analog dem zwischen impliziten und expliziten Henkin-Sätzen.


  Die DNS eines „selbstaufbauenden“ Virus codiert nur die Teile eines neuen Virus, aber nicht irgendwelche Enzyme. Wenn die Teile hergestellt sind, verläßt sich dieses hinterlistige Virus darauf, daß sie sich ohne die Hilfe von Enzymen miteinander verbinden. Ein solcher Vorgang hängt von der chemischen Affinität ab, die die Teile für einander haben, wenn sie in der reichen chemischen Suppe einer Zelle schwimmen. Nicht nur Viren, sondern auch Organellen — wie etwa die Ribosomen — fügen sich selbst zusammen. Manchmal sind Enzyme nötig — aber in solchen Fällen werden sie der Wirtzelle entnommen und versklavt. Das versteht man unter Selbst-Aufbau.


  Im Gegensatz dazu codieren die DNSs komplexerer Viren, wie etwa die der T-Geraden, nicht nur die Teile, sondern überdies verschiedene Enzyme, die bei der Zusammensetzung des Ganzen aus seinen Teilen eine besondere Rolle spielen. Da die Zusammensetzung nicht spontan ist, sondern „Maschinen“ braucht, betrachtet man solche Viren nicht als selbstaufbauend. Das Wesentliche an der Unterscheidung zwischen selbstaufbauend und nicht-selbstaufbauend liegt darin, daß die ersten die Selbstreproduktion bewerkstelligen, ohne der Zelle etwas über ihre Konstruktion zu sagen, während die letzten Anweisungen geben müssen, wie die Teile zusammenzusetzen sind.


  Die Parallelen zum impliziten und expliziten Henkin-Satz sollten nunmehr klar sein. Implizite Henkin-Sätze beweisen sich selbst, sagen aber gar nichts über diese Beweise aus — sie sind den selbstaufbauenden Viren analog. Explizite Henkin-Sätze geben Anweisungen zum Aufbau ihrer eigenen Beweise — sie sind den komplexeren Viren analog, die ihre Wirtzellen anleiten, Kopien ihrer selbst zusammenzufügen.


  Die Vorstellung von sich selbst aufbauenden biologischen Strukturen von der Komplexität eines Virus wirft die Frage nach einer sich selbst aufbauenden Maschine auf. Man stelle sich eine Menge von Teilen vor, die, wenn man sie in eine angemessene und günstige Umgebung versetzt, sich spontan so gruppieren, daß sie eine komplexe Maschine bilden. Es scheint unwahrscheinlich, und doch ist es eine ziemlich genaue Beschreibung des Vorgangs, mit dem das Tabakmosaik-Virus sich selbst aufbaut. Die Information für die völlige Ausbildung des Organismus (oder der Maschine) ist über ihre Einzelteile verstreut und nicht an einer einzelnen Stelle konzentriert.


  Nun kann uns diese Vorstellung in seltsame Richtungen führen, wie wir bei den Erbaulichen Gedanken eines Tabakrauchers sahen. Dort sahen wir, wie der Krebs von der Tatsache Gebrauch machte, daß Information für den Aufbau überall verstreut, anstatt an einer einzelnen Stelle konzentriert sein kann. Er hoffte, daß das die neuen Grammophone davor bewahren würde, der grammophonzerschmetternden Methode von Herrn Schildkröte zu erliegen. Wenn das System niedergelegt und in eine Schachtel verpackt ist, macht wie bei den ausgefeiltesten Axiomen-Schemata seine Wohldefiniertheit es einem hinlänglich gewitzten „Gödelisator“ gegenüber anfällig, und das war die traurige Geschichte, die der Krebs erzählte. Trotz seiner offensichtlichen Absurdität ist das phantastische Szenarium dieses Dialogs von der seltsamen, surrealen Welt der Zelle gar nicht so weit entfernt.


  Zwei Hauptprobleme: Differenzierung und Morphogenese


  Vielleicht ist Selbstaufbau der Trick, vermöge dessen gewisse Teile der Zellen und gewisse Viren aufgebaut sind. Wie steht es aber mit den komplexesten makroskopischen Strukturen wie dem Körper des Elefanten oder einer Spinne oder der Form einer fleischfressenden Pflanze? Wie ist der Heimkehrinstinkt in das Gehirn eines Vogels eingebaut oder der Jagdinstinkt in das eines Hundes? Kurz, wie kommt es, daß die DNS einfach dadurch, daß sie diktiert, welche Proteine in den Zellen zu erzeugen sind, eine so auffallend genaue Kontrolle über die genaue Struktur und Funktion makroskopischer Lebewesen ausüben kann? Hier liegen zwei verschiedene wichtige Probleme vor. Das erste ist das der Zelldifferenzierung: wie erfüllen verschiedene Zellen, die genau die gleiche DNS besitzen, verschiedene Rollen, zum Beispiel eine Nierenzelle, eine Knochenmarkzelle, eine Gehirnzelle? Das andere Problem ist das der Morphogenese („Entstehung der Form“). Wie ergeben sich aus den Kommunikationen der Zelle auf einer örtlich beschränkten Ebene Gebilde großen Maßstabs, globale Strukturen und Organisationen, wie z. B. die verschiedenen Organe, die Form eines Gesichts, die Unterorgane des Gehirns usw.? Obgleich man über Zelldifferenzierung und Morphogenese nur wenig weiß, scheint es mir, daß der Witz der Sache in äußerst fein gestimmten Rückkopplungs- und „Vorwärtskopplungs“-Mechanismen innerhalb der Zelle und zwischen den Zellen sitzt, die einer Zelle sagen, wann sie die Erzeugung der verschiedenen Proteine „an-“ und „abschalten“ soll.


  Rückkopplung und Vorwärtskopplung


  Rückkopplung findet dann statt, wenn in einer Zelle zuviel oder zuwenig der erwünschten Substanz vorhanden ist: Dann muß die Zelle irgendwie die Produktion dieser Substanz regeln. Auch Vorwärtskopplung hat mit der Regulierung eines Fließbandes zu tun, aber nicht gemäß der Menge der vorhandenen Produkte, sondern vielmehr gemäß einem Vorläufer des Endprodukts dieser Fertigungsstraße. Für die Erzielung einer negativen Rückkopplung oder Vorwärtskopplung gibt es zwei Methoden. Die eine ist die, die betreffenden Enzyme an der Ausführung ihrer Aufgabe zu hindern, das heißt, ihre „aktiven“ Stellen zu verstopfen. Das nennt man Inhibition („Hemmung“). Die andere Methode wäre die, zu verhindern, daß gewisse Enzyme überhaupt hergestellt werden. Das heißt man Repression („Unterdrückung“). Die Inhibition ist im Prinzip einfach: Man blockiert die aktive Stelle der ersten Enzyme auf der Fabrikationsstraße, und der ganze Synthetisierungsprozeß hört auf.


  Repressoren und Inducer


  Die Repression ist nicht ganz so einfach. Wie hält eine Zelle ein Gen davon ab, sich auszudrücken? Die Antwort lautet: Sie hindert es daran, je transkribiert zu werden. Das bedeutet: sie muß verhindern, daß die RNS-Polymerase ihre Arbeit verrichtet. Erreichen kann man das dadurch, daß man längs der DNS, genau vor dem Gen, das die Zelle nicht transkribiert haben will, ein riesiges Hindernis in den Weg legt. Solche Hindernisse gibt es, und man nennt sie Repressoren. Sie sind echte Proteine und binden sich an besonders dafür angelegten Hindernis-Stellen der DNS, die — warum, weiß ich nicht — Operatoren heißen. Ein Operator ist somit eine Kontrollstelle für das unmittelbar folgende Gen (oder mehrere). Diese Gene nennt man Operone. Weil eine Reihe von Enzymen bei der Ausführung langer chemischer Umwandlungen gemeinsam handelt, werden sie oft nacheinander codiert, und das ist der Grund, weshalb Operone oft verschiedene Gene (und nicht nur eines) enthalten. Die erfolgreiche Repression eines Operons wirkt sich so aus, daß eine ganze Reihe von Genen an der Transkription verhindert wird, und das bedeutet, daß eine ganze Menge von verwandten Enzymen nicht synthetisiert wird.


  Wie steht es mit der positiven Rückkopplung und Vorwärtskopplung? Auch hier hat man die Wahl zwischen zwei Möglichkeiten: 1) die verstopften Enzyme befreien und 2) Repression des betreffenden Operons. (Man beachte, wie die Natur Doppelnegationen geradezu zu lieben scheint! Wahrscheinlich gibt es dafür einen tiefliegenden Grund.) Der Mechanismus, mit dem die Repression unterdrückt wird, bringt ein Molekül ins Spiel, das man Inducer nennt. Seine Rolle ist einfach: Es vereinigt sich mit einem Repressor-Protein, bevor dieses eine Gelegenheit gehabt hat, sich an einen Operator auf einem DNS-Molekül zu binden. Der so entstandene „Repressor-InducerKomplex“ ist nicht imstande, sich an einen Operator zu binden, und das läßt die Tür offen für die Transkription des entsprechenden Operons in mRNS und daran anschließend die Übersetzung in ein Protein. Oft kann das Endprodukt oder ein Vorläufer des Endprodukts als Inducer wirken.


  Rückkopplung und Seltsame Schleifen — ein Vergleich


  Dies ist übrigens ein guter Zeitpunkt, um eine Unterscheidung zu treffen zwischen einfachen Rückkopplungs-Typen, wie bei Vorgängen der Inhibition und der Repression, und dem schleifenartigen Rückgriff zwischen verschiedenen Informationsebenen, wie in der Abbildung des Zentraldogmas dargestellt. Beide sind in einem gewissen Sinn „Rückkopplungen“, aber die letztere greift ungleich tiefer als das erste. Wenn eine Aminosäure, wie etwa Tryptophan oder Isoleuzin (in Form eines Inducers) als Rückkopplung fungiert, indem sie sich an ihren Repressor bindet, so daß mehr von ihr hergestellt wird, so sagt sie nicht, wie sie selbst konstruiert werden soll; sie weist die Enzyme lediglich an, mehr zu produzieren. Das ließe sich mit der Lautstärke eines Radios vergleichen, die, wenn sie durch die Ohren des Zuhörers geht, bewirkt, daß sie gesenkt oder erhöht wird. Das ist etwas ganz anderes als der Fall, in dem die Sendung den Zuhörer explizit anweist, das Radio an- oder abzustellen oder auf eine andere Wellenlänge umzuschalten, ja sogar, ein anderes Radio zu bauen! Dieser letzte Fall ähnelt weit mehr einer Schleife zwischen verschiedenen Informationsebenen, denn hier wird die Information des Radiosignals „decodiert“ und in geistige Strukturen übersetzt. Das Radiosignal setzt sich aus symbolischen Bestandteilen zusammen, deren symbolische Bedeutung wichtig ist — ein Fall von „Gebrauch“, nicht von „Erwähnung“. Wenn andererseits der Ton einfach zu laut ist, vermitteln die Symbole keine Bedeutung — sie werden lediglich als laute Töne wahrgenommen und könnten gerade so gut völlig bedeutungsleer sein — ein Fall von „Erwähnung“, nicht von „Gebrauch“. Dieser Fall ähnelt vielmehr den Rückkopplungsschleifen, vermöge derer Proteine ihre eigene Synthetisierungsrate regulieren.


  Man hat die Theorie aufgestellt, daß der Unterschied zwischen zwei benachbarten Zellen, die genau denselben Genotyp, aber verschiedene Funktionen haben, darin liegt, daß verschiedene Segmente ihrer Genome unterdrückt worden sind, und daß sie deshalb verschiedene aktive Gruppen von Proteinen haben. Eine solche Hypothese könnte die erstaunlichen Unterschiede zwischen Zellen in verschiedenen Organen im menschlichen Körper erklären.


  Zwei einfache Beispiele für Differenzierung


  Der Vorgang, bei dem eine ursprüngliche Zelle sich immer weiter und weiter repliziert und eine Myriade differenzierter Zellen mit spezialisierten Funktionen erzeugt, läßt sich mit der Verbreitung eines Kettenbriefs von einem Menschen zum anderen vergleichen, bei denen jeder Teilnehmer gebeten wird, die Botschaft getreulich weiterzugeben, aber auch, eine zusätzliche, persönliche Änderung vorzunehmen. Schließlich kommen dabei Briefe heraus, die voneinander völlig verschieden sind.


  Ein anderes Beispiel für die der Differenzierung zugrundeliegende Überlegung liefert ein äußerst einfacher Computer, analog einer differenzierenden Selbst-Rep. Man nehme ein ganz kurzes, von einem einfachen Schalter kontrolliertes Programm, das einen internen Parameter N — eine natürliche Zahl — enthält. Das Programm kann auf zwei Arten laufen — mit der Schalterstellung „oben“ oder „unten“. Wenn es in der Schalterstellung oben arbeitet, fertigt es eine Kopie seiner selbst an und legt diese in einen benachbarten Speicherbereich ab — aber der interne Parameter N der „Tochter“ wird um eins größer gemacht als der des Originals. In der Schalterstellung unten wird keine Kopie produziert, sondern statt dessen die Zahl


  (-1)N/(2N+1)


  berechnet und zu einer laufenden Summe addiert.


  Nehmen wir also an, daß sich zu Beginn nur ein Exemplar des Programms im Speicher befindet, N=O, und der Schalter auf „oben“ steht, dann kopiert sich das Programm im Speicher nebenan, mit N=1. Der Vorgang wird wiederholt und das neue Programm kopiert sich selbst (Selbst-Rep) nebenan, wobei für eine Kopie N=2 ist. Und so immer weiter ... Nun wächst im Speicher ein sehr großes Programm heran. Wenn der Speicher voll ist, hört der Vorgang auf. Nun kann man den ganzen Speicher als ein mit einem großen Programm angefülltes Gebilde auffassen, das sich aus verschiedenen ähnlichen Moduln oder „Zellen“ zusammensetzt. Nehmen wir nun an, wir stellen den Schalter auf „unten“ und fahren dieses große Programm. Was geschieht? Die erste „Zelle“ läuft durch und berechnet 1/1. Die zweite „Zelle“ läuft durch und berechnet -1/3, was zum vorhergehenden Ergebnis zu addieren ist. Die dritte „Zelle“ läuft, berechnet +1/5 und addiert es ... Das Endergebnis ist, daß der ganze „Organismus“ — das große Programm — die folgende Summe berechnet:


  1 -1/3 +1/5 -1/7 +1/9 -1/11 +1/13 -1/15 + ...


  und zwar auf eine große Anzahl von Termen (so viele wie sich an „Zellen“ im Speicher unterbringen läßt). Und da diese Reihe — wenn auch langsam — zu π/4 konvergiert, haben wir einen „Phänotyp“, dessen Funktion es ist, den Wert einer berühmten mathematischen Konstante zu errechnen.


  Mischung von Ebenen in der Zelle


  Ich hoffe, daß die Beschreibung von Prozessen wie Etikettierung, Selbst-Aufbau, Differenzierung, Morphogenese, wie auch Transkription und Translation dazu beigetragen hat, eine gewisse Vorstellung von dem ungeheuer komplexen System, das eine Zelle darstellt, zu geben — ein Informationsverarbeitungssystem mit einigen überraschend neuartigen Zügen. Wir haben bei der Abbildung des Zentraldogmas gesehen, daß wir zwar versuchen können, einen klaren Trennungsstrich zwischen Programm und Daten zu ziehen, daß diese Unterscheidung aber etwas willkürlich ist. Wenn wir diese Überlegungen weiterführen, finden wir, daß nicht nur Programme und Daten eng miteinander verflochten sind, sondern auch der Interpreter von Programmen, der physische Prozessor und sogar die Sprache sind damit aufs engste verbunden. Obgleich es also bis zu einem gewissen Grad — möglich ist, Grenzen zu ziehen und die verschiedenen Ebenen voneinander zu trennen, ist es ebenso wichtig, zu erkennen, wie die Ebenen sich kreuzen und mischen. Eine Illustration dafür ist die erstaunliche Tatsache, daß in biologischen Systemen alle für ein Selbst-Rep nötigen Eigenschaften (also Sprache, Programm, Daten, Interpreter und Prozessor) so eng zusammenarbeiten, daß alle gleichzeitig verdoppelt werden — was zeigt, wieviel tiefer biologische Selbst-Rep geht als irgendetwas, das bisher vom Menschen in dieser Richtung entworfen worden ist. Zum Beispiel setzt das zu Beginn dieses Kapitels vorgelegte Selbst-Rep-Programm die Existenz von drei externen Aspekten stillschweigend voraus: Sprecher, Interpreter, Prozessor — und repliziert diese nicht.


  Versuchen wir, verschiedene Möglichkeiten zusammenzufassen, wie die Bestandteile einer Zelle in der Sprache der Computerwissenschaft klassifiziert werden können. Nehmen wir zuerst DNS. Da die DNS die gesamte Information für den Aufbau von Proteinen enthält, die die aktiven Elemente der Zelle sind, kann sie als in einer Sprache höherer Stufe geschriebenes Programm aufgefaßt werden, das dann in die „Maschinensprache“ der Zelle (Proteine) übersetzt und interpretiert wird. Andererseits ist die DNS selbst ein passives Molekül, das von verschiedenartigen Enzymen manipuliert wird; in diesem Sinn entspricht ein DNS-Molekül auch einer langen Folge von Daten. Drittens enthält die DNS die Schablonen, von denen die tRNS-„Spickzettel“ abgepaust werden, und das bedeutet, daß die DNS auch die Definition Ihrer eigenen Sprache höherer Stufe enthält.


  Gehen wir zu den Proteinen über. Proteine sind aktive Moleküle und führen alle Funktionen der Zelle aus; deshalb ist es ganz angemessen, sie als Programme in der „Maschinensprache“ der Zelle aufzufassen (wobei die Zelle selbst der Prozessor ist). Da andererseits Proteine Hardware sind und die meisten Programme Software, ist es vielleicht besser, die Proteine als Prozessoren aufzufassen. Drittens wirken Proteine oft auf andere Proteine ein, was bedeutet, daß Proteine oft Daten sind. Schließlich kann man Proteine auch als Interpreter sehen; dies bedingt, daß man die DNS als eine Sammlung von Programmen in Sprache höherer Stufe versteht, und in diesem Fall führen die Enzyme einfach die im DNS-Code geschriebenen Programme aus, was bedeutet, daß die Proteine als Interpreter handeln.


  Und dann die Ribosome und die tRNS-Moleküle. Sie regeln die Translation von DNS in Proteine, was mit der Übersetzung eines Programms aus einer Sprache hoher Stufe in eine Maschinensprache verglichen werden kann; mit anderen Worten, die Ribosome fungieren als Interpreter, und die tRNS-Moleküle liefern die Definition der Sprache höherer Stufe. Aber eine andere Auffassung der Translation spricht von den Ribosomen als Prozessoren, wobei die tRNSs Interpreter sind.


  In unserer Analyse der Beziehungen aller dieser Biomoleküle untereinander haben wir noch kaum die Oberfläche angekratzt. Doch wir haben gesehen, daß die Natur sich beim Vermischen von Ebenen, die wir gerne als ganz verschieden voneinander ansehen, ganz behaglich fühlt. In der Computerwissenschaft besteht tatsächlich eine Tendenz, alle diese anscheinend verschiedenen Aspekte eines datenverarbeitenden Systems miteinander zu vermischen. Das trifft vor allem auf die AI-Forschung zu, die im allgemeinen beim Entwerfen von Computersprachen in vorderster Front steht.


  Der Ursprung des Lebens


  Wenn man sich dieser unglaublich verzwickten, ineinandergreifenden Stücke von Hardware und Software bewußt geworden ist, stellt sich eine auf der Hand liegende und fundamentale Frage: „Wie hat das überhaupt angefangen?“ Es ist doch eine wahrlich rätselhafte Sache. Man muß sich einen Prozeß der Art „An-den-Haaren-aus-demSumpf-ziehen“ vorstellen, etwa so wie der bei der Entwicklung neuer Computersprachen verwendete — aber ein solcher Vorgang von einfachen Molekülen zu ganzen Zellen ist kaum vorstellbar. Über die Entstehung des Lebens gibt es verschiedene Theorien. Sie alle scheitern an der zentralsten aller zentralen Fragen: „Wie ist der Genetische Code zusammen mit den Mechanismen für seine Übersetzung (Ribosome und tRNS-Moleküle) entstanden?“ Vorerst müssen wir uns mit einem Gefühl des Staunens und der Ehrfurcht begnügen. Und vielleicht sind Staunen und Ehrfurcht zufriedenstellender als der Besitz einer Antwort — zumindest für eine gewisse Zeit.


  Dd. Magnifikrebs


  Es ist Frühling, und Theo Schildkröte und Achilles machen ihren Sonntagsspaziergang in einem Wald. Sie haben sich vorgenommen, einen Hügel zu ersteigen, auf dessen Gipfel, wie man sagt, ein wundervolles Teehaus steht, mit wohlschmeckendem Gebäck aller Art.


  Achilles: Mann, o Mann! Wenn ein Krebs ...


  Schildkröte: ... wenn ein Krebs??


  Achilles: Ich wollte sagen: Wenn ein Krebs jemals intelligent war, dann ganz gewiß unser gemeinsamer Freund Carl. Er muß mindestens doppelt so gescheit sein wie irgendein anderer Krebs. Oder sogar dreimal so gescheit, oder vielleicht ...


  Schildkröte: Meiner Seel! Wie Sie den Krebs magnifizieren!


  Achilles: Nun, ich bin ein Bewunderer seiner ...


  Schildkröte: Sie brauchen sich nicht zu entschuldigen. Auch ich bewundere ihn. A propos Bewunderer von Krebsen  habe ich Ihnen von den kuriosen Fan-Briefen erzählt, die der Krebs vor nicht allzu langer Zeit erhielt?


  Achilles: Ich glaube nicht. Wer war der Absender?


  Schildkröte: Sie waren mit einer indischen Briefmarke frankiert und stammten von jemand, von dem wir beide noch nie etwas gehört hatten: ein Herr Najunamar, glaube ich.


  Achilles: Merkwürdig, daß jemand, der Herrn Krebs überhaupt nicht kannte, ihm einen Brief schrieb. Woher er wohl seine Adresse erhielt?


  Schildkröte: Offensichtlich bildet der Betreffende sich ein, der Krebs sei ein Mathematiker. Der Brief enthielt zahlreiche Ergebnisse, von denen alle ... aber hallo! Wenn man des Esel nennt, kommt er gerennt. Da kommt grad der Krebs den Hügel herunter.


  Krebs: Wiedersehen! Es war nett, mal wieder mit Ihnen zu sprechen! Nun, ich mache mich wohl am besten davon. Aber ich bin voll bis obenhin  ich brächte keinen Bissen mehr hinunter, selbst wenn ich müßte. Ich bin gerade dort oben gewesen  sehr zu empfehlen. Sind Sie jemals in dem Teehaus auf dem Gipfel des Hügels gewesen? Wie geht's denn, Achilles? Oh, da ist Achilles! Hallo, hallo!  Ja, nun, wenn das nicht Herr Schildkröte ist!


  Schildkröte: Hallo, Herr K. Gehen Sie zum Teehaus hinauf?


  Krebs: Aber natürlich. Wie haben Sie das nur erraten? Ich freue mich schon auf die leckeren Petits fours, die köstlichen kleinen Stückchen. Ich bin so hungrig, daß ich eine Fuhre verschlingen könnte. Oh, da ist ja Achilles. Wie geht's denn immer?


  Achilles: Man schlägt sich durch.


  Krebs: Fabelhaft. Nun, ich will Ihr Gespräch nicht unterbrechen. Ich laufe einfach so mit.


  


  [image: Abb. 104.]


  Abb. 104. Castrovalva, von M. C. Escher (Lithographie, 1930).


  Schildkröte: Seltsamerweise wollte ich gerade über den geheimnisvollen Brief sprechen, den Sie vor ein paar Wochen von jenem Inder bekamen; aber da Sie nun hier sind, soll Achilles die Geschichte direkt von Ihnen erfahren.


  Krebs: Nun, das war also so. Dieser Najunamar hat anscheinend nie systematischen Unterricht in Mathematik genossen, sondern statt dessen seine eigenen Methoden zu Ableitung neuer mathematischer Wahrheiten entwickelt. Einige seiner Entdeckungen erschlugen mich regelrecht; ich hatte noch nie etwas Derartiges gesehen. Zum Beispiel machte er eine Landkarte von Indien, die mit nicht weniger als 1729 verschiedenen Farben gemalt war.


  Achilles: 1729? Sagten Sie 1729?


  Krebs: Ja, warum fragen Sie?


  Achilles: Weil 1729 eine sehr interessante Zahl ist, wissen Sie ...


  Krebs: Tatsächlich? Das wußte ich nicht.


  Achilles: Insbesondere war 1729 zufällig die Nummer des Taxis, das ich heute nahm, um zu Herrn Schildkröte zu fahren.


  Krebs: Faszinierend! Sie könnten mir nicht etwa die Nummer des Straßenbahnwagens nennen, den Sie morgen früh nehmen werden, um zu Herrn S. zu fahren?


  Achilles (denkt einen Augenblick lang nach): Sie fällt mir im Moment nicht ohne weiteres ein, aber ich glaube, daß sie sehr groß sein wird.


  Schildkröte: Achilles hat einen sechsten Sinn für dergleichen Dinge.


  Krebs: Nun, wie ich eben sagen wollte: Najunamar bewies auch in seinem Brief, daß jede gerade Primzahl die Summe von zwei ungeraden Zahlen ist und daß es für die Gleichung


  an + bn = cn mit n=0


  keine Lösung in ganzen positiven Zahlen gibt.


  Achilles: Was! All diese alten klassischen mathematischen Probleme mit einem Streich erledigt? Das muß ja ein Genie ersten Ranges sein!


  Schildkröte: Aber Achilles! So völlig unskeptisch?


  Achilles: Was? Ach so, ja. Skeptisch. Natürlich bin ich das. Sie meinen doch nicht etwa, daß ich glaube, daß Herr Krebs einen solchen Brief erhalten hat? Ich falle nicht auf alles rein, wissen Sie. So müssen SIE es gewesen sein, Herr Schildkröte, der den Brief empfangen hat!


  Schildkröte: Oh nein, Achilles. Daß Herr K. den Brief erhalten hat, das stimmt so. Was ich aber eigentlich gemeint habe: Sind Sie nicht skeptisch, was den Inhalt betrifft — seine übertriebenen Behauptungen?


  Achilles: Warum sollte ich? Hmm ... Aber natürlich bin ich es. Ich bin ein sehr skeptischer Mensch, wie Sie beide nachgerade wissen sollten. Ich bin sehr schwer von etwas zu überzeugen, so falsch oder richtig es auch sein mag.


  Schildkröte: Sehr gut gesprochen, Achilles! Sie wissen sicher genauestens über Ihre eigenen Denkvorgänge Bescheid.


  Achilles: Ist Ihnen jemals in den Sinn gekommen, meine Freunde, daß diese Behauptungen Najunamars unrichtig sein könnten?


  Krebs: Ehrlich, Achilles, ich bin ja selber eher konservativ und orthodox. Ich war über diesen Punkt etwas beunruhigt, als ich den Brief las. Ja, eigentlich hatte ich zunächst den Verdacht, daß es sich hier schlicht und einfach um Betrug handle. Dann aber fiel mir ein, daß nicht viele Menschen so merkwürdige und komplexe Ergebnisse einfach aus ihrer Phantasie heraus erzeugen könnten. Eigentlich lief es auf die Frage hinaus: „Was ist wahrscheinlicher, ein Scharlatan von außerordentlicher Gescheitheit, oder ein wirklich genialer Mathematiker?“ Und ich kam bald darauf, daß die erste Möglichkeit die wahrscheinlichere war.


  Achilles: Sind Sie denn keiner dieser erstaunlichen Behauptungen nachgegangen?


  Krebs: Warum denn? Das Wahrscheinlichkeitsargument war das überzeugungskräftigste, das ich jemals gesehen hatte: Kein mathematischer Beweis wäre ihm gleichgekommen. Aber Herr Schildkröte bestand auf Strenge. Schließlich gab ich nach und prüfte alle Ergebnisse von Najunamar. Zu meiner Überraschung stimmte jedes einzelne. Wie er sie entdeckte, werde ich aber nie erfahren. Er muß einen erstaunlichen orientalischen Scharfblick gehabt haben, von dem wir hier im Abendland uns keine Vorstellung machen können. Im Augenblick ist dies die einzige Theorie, die mir sinnvoll erscheint.


  Schildkröte: Herr Krebs ist für mystische und phantastische Erklärungen immer anfälliger gewesen, als ich es bin. Ich glaube steif und fest, daß alles, was Najunamar auf seine Weise getan hat, eine vollständige Entsprechung innerhalb der orthodoxen Mathematik aufweist. Meiner Ansicht nach gibt es keine Form der mathematischen Arbeit, die von der uns geläufigen grundsätzlich abweicht.


  Achilles: Eine interessante Ansicht. Wahrscheinlich hat das etwas mit der Church-Turing-These und verwandten Themen zu tun.


  Krebs: Nun, lassen wir an einem so schönen Tag wie heute diese technischen Dinge auf sich beruhen und genießen die Ruhe des Waldes, das Vogelgezwitscher und das Spiel des Sonnenlichts auf den jungen Blättern und Knospen. Ho!


  Schildkröte: Ganz meine Meinung. Schließlich haben schon alle, alle Generationen von Schildkröten in solchen Naturschönheiten geschwelgt.


  Krebs: Und alle Generationen von Krebsen ebenfalls.


  Achilles: Sie haben nicht zufällig ihre Flöte mitgebracht, Herr Krebs?


  Krebs: Aber gewiß doch. Ich nehme sie überallhin mit. Würden Sie gerne ein paar Melodien hören?


  Achilles: Das wäre wunderschön in dieser ländlichen Umgebung. Spielen Sie aus dem Gedächtnis?


  Krebs: Leider übersteigt das meine Kräfte. Ich muß meine Musik vom Blatt spielen. Das ist aber kein Problem. Ich habe einige sehr hübsche Stücke hier in meiner Mappe.


  (Er öffnet seine dünne Mappe und entnimmt ihr einige Blätter. Das kürzeste trägt das Symbol


  ∀a:~Sa=0


  Er steckt das oberste Blatt in einen kleinen, an der Röte festgemachten Halter und spielt die Melodie. Sie ist sehr kurz.)


  Achilles: Das war reizend. (Er schielt nach dem Blatt auf der Flöte, und sein Gesicht nimmt einen fragenden Ausdruck an.) Was soll diese zahlentheoretische Aussage, und warum ist sie an der Flöte befestigt?


  (Der Krebs schaut auf seine Flöte, dann auf sein Papier, dreht den Kopf herum und scheint leicht verwirrt.)


  Krebs: Verstehe ich nicht. Was für eine zahlentheoretische Aussage?


  Achilles: „Null ist nicht der Nachfolger einer natürlichen Zahl.“ Gleich dort, am Halter Ihrer Flöte.


  Krebs: Das ist das dritte Piano-Postludium. Es gibt ihrer fünf, und ich habe sie alle für Flöte arrangiert. Sie sind sehr einleuchtend, aber gehen ins Ohr.


  Achilles: Was mir nicht einleuchtet ist, wie eine zahlentheoretische Aussage als Musik gespielt werden kann.


  Krebs: Aber ich bestehe darauf: es ist KEINE zahlentheoretische Aussage, es ist ein Piano-Postludium! Wollen Sie ein anderes hören?


  Achilles: Das wäre wunderbar.


  (Der Krebs befestigt ein anderes Blatt an seiner Flöte, und diesmal schaut Achilles genauer hin.)


  Nun, ich habe Ihre Augen beobachtet, und sie blickten auf diese FORMEL auf dem Blatt. Sind Sie sicher, daß dies eine musikalische Notation ist? Ich schwöre, daß sie derjenigen erstaunlich gleicht, die man in einer formalisierten Spielart der Zahlentheorie verwenden würde.


  Krebs: Wie seltsam! Das ist aber doch gewiß Musik, nicht eine irgendwie geartete mathematische Aussage, soweit ich sehen kann! Gewiß bin ich weit davon entfernt, ein Mathematiker zu sein. Möchten Sie noch andere Melodien hören?


  Achilles: Aber sicher. Haben Sie noch welche?


  Krebs: Haufenweise!


  (Er nimmt ein neues Blatt und befestigt es an seiner Flöte. Es enthält die folgenden Symbole:


  ~∃a:∃b:(SSa·SSb)=SSSSSSSSSSSSS0


  Achilles schaut genau hin, während der Krebs spielt.)


  Ist es nicht wunderschön?


  Achilles: Ja, es ist gewiß ein recht melodisches Stück. Aber ich muß sagen, es sieht mir immer mehr nach Zahlentheorie aus.


  Krebs: Meine Güte! Es ist einfach meine übliche musikalische Notation, sonst nichts. Ich verstehe einfach nicht, wie Sie in diese schlichten Darstellungen von Tönen nicht-musikalische Tatsachen hineinlesen können.


  Achilles: Hätten Sie etwas dagegen, ein von mir komponiertes Stück zu spielen?


  Krebs: Durchaus nicht. Haben Sie es bei sich?


  Achilles: Noch nicht. Aber ich habe so eine Ahnung, daß ich einige Melodien ganz allein komponieren könnte.


  Schildkröte: Ich muß Ihnen sagen, Achilles, daß Herr K. ein strenger Richter von Musik ist, die andere komponiert haben. Seien Sie also nicht enttäuscht, wenn er für Ihre Leistungen nicht gerade Feuer und Flamme ist.


  Achilles: Nett, daß Sie mich vorwarnen. Trotzdem will ich's versuchen ...


  (Er schreibt:


  ((SSS0·SSS0)+(SSSS0·SSSS0))=(SSSSS0·SSSSS0)


  Der Krebs nimmt es, überfliegt es, steckt es in den Notenhalter und bläst.)


  Krebs: Nun, das ist ja ganz nett, Achilles; ich mag seltsame Rhythmen.


  Achilles: Was ist am Rhythmus dieses Stücks so seltsam?


  Krebs: Oh, natürlich, Ihnen als dem Komponisten mag es ganz problemlos vorkommen; in meinen Ohren klingt der Wechsel von einem 3/3-Rhythmus zu 4/4 und 5/5 recht exotisch· Wenn Sie noch andere Lieder haben, spiele ich sie gerne.


  Achilles: Vielen Dank. Ich habe noch nie etwas komponiert, und ich muß sagen, Komponieren Ist etwas ganz anderes als das, was ich mir vorgestellt hatte. Lassen Sie mich's mit etwas anderem versuchen. (Er notiert eine Zeile.)


  ~∃a:∃b:(SSa·SSb)=SSSSSSSSSSSSSS0


  Krebs: Hmm. Ist das nicht einfach eine Kopie meines früheren Stücks?


  Achilles: Oh nein! Ich habe ein weiteresShinzugefügt. Wo Sie dreizehn in einer Reihe hatten, habe ich vierzehn.


  Krebs: Oh ja. Natürlich! (Er spielt das Stück und schaut dabei sehr streng drein.)


  Achilles: Ich hoffe wirklich, daß mein Stück Ihnen nicht mißfällt!


  Krebs: Ich befürchte, Achilles, Sie haben das Wesentliche meines Stücks, auf dem das Ihrige fußt, überhaupt nicht begriffen. Aber wie konnte ich nur erwarten, daß Sie es auf Anhieb begreifen würden. Was der Schönheit zugrundeliegt, versteht man nicht immer. Es ist so leicht, die oberflächlichen Eigenschaften eines Stücks als seine Schönheit mißzuverstehen und zu imitieren, wenn doch die Schönheit selbst in den Tiefen der Musik verborgen ist, auf eine Weise, die dem analytischen Denken immer unzugänglich zu sein scheint.


  Achilles: Ich fürchte, ich kann Ihren hochgelehrten Kommentaren nicht ganz folgen. Ich sehe ein, daß mein Stück Ihren hohen Ansprüchen nicht immer genügt, aber ich weiß nicht, wo genau ich in die Irre ging. Können Sie mir vielleicht etwas deutlicher sagen, inwiefern Sie meine Komposition fehlerhaft finden?


  Krebs: Eine Möglichkeit, Ihre Komposition zu retten, Achilles, wäre, weitere drei S oder auch fünf — in die lange S-Gruppe gegen Ende einzufügen. Das hätte eine subtile, ungewöhnliche Wirkung.


  Achilles: Aha!


  Krebs: Es stehen Ihnen aber noch andere Methoden zur Verfügung, um Ihr Stück zu ändern. Ich persönlich fände es am reizvollsten, eine weitere Tilde vor den Anfang zu setzen. Dann bestünde ein wohlausgewogenes Gleichgewicht zwischen Anfang und Ende. Wissen Sie, zwei Tilden nacheinander geben so einem Stück immer einen kleinen Dreh, der nicht unlustig ist.


  Achilles: Und wenn ich nun Ihre beiden Vorschläge annehme und das folgende Stück mache:


  ~~∃a:∃b:(SSa·SSb)=SSSSSSSSSSSSSSSSS0


  Krebs (sein Gesicht schmerzhaft verzerrt): Nun, Achilles, es ist wichtig, die folgende Regel zu lernen: Versuche niemals, zuviel in ein einziges Stück hineinzupressen. Es gibt einen Punkt, von dem an keine Verbesserung mehr möglich ist, und weitere Verbesserungen in Wirklichkeit zerstören. So in diesem Fall. Ihr Einfall, meine beiden Vorschläge zusammen anzunehmen, gibt nicht die erhoffte zusätzliche Schönheit, sondern stellt im Gegenteil ein Ungleichgewicht her, das den ganzen Reiz zerstört.


  Achilles: Wie kommt es, daß zwei ganz ähnliche Stücke — wie das Ihrige mit dreizehn S und meines mit vierzehn S Ihnen, was den musikalischen Wert betrifft, so verschieden erscheinen? Abgesehen von dieser unwichtigen Tatsache sind die zwei identisch.


  Krebs: Meine Güte! Zwischen Ihrem Stück und dem meinen liegen Welten! Vielleicht können hier Worte das, was der Geist empfindet, nicht mehr übermitteln. In der Tat würde ich soweit gehen, zu sagen, daß es keine Menge von Regeln gibt, die festlegen, was dem Stück Schönheit verleiht, und eine solche Menge wird es auch nie geben. Der Sinn für Schönheit gehört völlig in den Bereich des bewußten Geistes, der durch die Lebenserfahrung eine Tiefe gewonnen hat, die die Erklärung vermittels einer bloßen Menge von Regeln transzendiert.


  Achilles: An diese anschauliche Erklärung des Wesens der Schönheit werde ich mich immer erinnern. Ich nehme an, etwas Ähnliches gilt auch für den Begriff der Wahrheit.


  Krebs: Ohne Zweifel. Wahrheit und Schönheit sind so miteinander verwandt wie ... wie ...


  Achilles: So miteinander verwandt wie, sagen wir, Mathematik und Musik?


  Krebs: Genau das wollte ich auch sagen! Woher wußten Sie, daß es das war, woran ich gerade dachte?


  Schildkröte: Achilles ist sehr gescheit, Herr K. Sie dürfen nie vergessen, wie tief er in die Dinge hineinsieht.


  Achilles: Würden Sie sagen, daß möglicherweise zwischen der Wahrheit oder Unwahrheit einer mathematischen Aussage und der Schönheit — oder dem Mangel an Schönheit — eines entsprechenden Musikstücks eine Beziehung bestehen kann? Oder ist das einfach eine weit hergeholte Idee ohne Wirklichkeitsbezug?


  Krebs: Wenn Sie mich fragen, dann heißt das die Dinge etwas zu sehr auf die Spitze treiben. Wenn ich von der Verwandtschaft zwischen Musik und Mathematik sprach, dann sprach ich sehr bildlich. Was jedoch die direkte Verbindung zwischen einzelnen Musikstücken und spezifischen mathematischen Aussagen betrifft, habe ich äußerst schwerwiegende Bedenken. Ich möchte Ihnen mit allem Respekt raten, nicht mit solch müßigen Spekulationen allzuviel Zeit zu verlieren.


  Achilles: Sicher haben Sie recht. Es wäre ganz unergiebig. Vielleicht sollte ich mich darauf konzentrieren, meinen musikalischen Verstand zu schärfen, indem ich ein paar neue Stücke komponiere. Würden Sie mir dabei als Mentor behilflich sein, Herr K.?


  Krebs: Ich wäre sehr glücklich, Ihnen bei Ihrem Weg zum Musikverständnis beizustehen.


  (Also nimmt Achilles die Feder zur Hand und schreibt mit anscheinend beträchtlicher Konzentration:


  ∧00a∀'∨~∧∧:b+cS(∃∃=0∧⊃ ((~d)<∨(∀S·+(>∨


  Der Krebs schaut recht verdutzt.)


  Sie wollen tatsächlich, daß ich dieses ... dieses ... nun, was immer es sein mag, spiele?


  Achilles: Ach ja, tun Sie das.


  (Der Krebs tut es, mit offensichtlichen Schwierigkeiten.)


  Schildkröte: Bravo! Bravo! Ist John Cage Ihr Lieblingskomponist, Achilles?


  Achilles: Tatsächlich ist er mein Lieblings-Antikomponist. Jedenfalls freue ich mich, daß Ihnen MEINE Musik gefallen hat.


  Krebs: Sie beide finden es vielleicht amüsant, sich eine so völlig sinnlose Kakophonie anzuhören, aber ich versichere Ihnen, daß es für einen feinfühligen Komponisten keineswegs angenehm ist, solche qualvollen, leeren Dissonanzen und sinnlosen Rhythmen über sich ergehen lassen zu müssen. Achilles, ich dachte doch, Sie hätten ein gutes Gefühl für Musik. Wäre es möglich, daß Ihre früheren Musikstücke nur zufällig etwas taugten?


  Achilles: Oh, ich bitte um Verzeihung, Herr Krebs. Ich wollte die Grenzen Ihrer musikalischen Notation untersuchen ... Ich wollte direkt erfahren, was für Töne erklingen, wenn ich gewisse Arten von Notenfolgen niederschreibe, und auch, wie man in verschiedenen Typen von Notenfolgen und wie man in verschiedenen Tonarten geschriebene Stücke beurteilt.


  Krebs: Pah! Ich bin nicht einfach eine automatische Musikmaschine, und auch keine Müllabfuhr für musikalischen Müll.


  Achilles: Es tut mir sehr leid, aber ich habe das Gefühl, daß ich beim Komponieren dieses kleinen Stücks sehr viel gelernt habe, und ich bin überzeugt, daß ich jetzt viel bessere Musik komponieren kann, als wenn ich diese Idee nicht versucht hätte. Und wenn Sie einfach ein weiteres Musikstück spielen wollen, werden Sie ganz sicher über meine musikalische Begabung besser urteilen.


  Krebs: Also gut. Schreiben Sie es auf, und ich gebe Ihnen eine Chance.


  (Achilles schreibt:


  ∀a:∀b:<(a·a)=(SS0·(b·b))⊃a=0>


  und der Krebs spielt.)


  Sie hatten recht, Achilles. Anscheinend haben Sie Ihren musikalischen Scharfsinn wiedergewonnen. Das ist ja ein Kleinod! Wie haben Sie es geschafft, das zu komponieren? Etwas Ähnliches habe ich noch nie gehört. Es gehorcht allen Harmonieregeln und hat doch, wie soll ich sagen, einen gewissen irrationalen Charme. Ich kann es nicht genau ausdrücken, doch eben deshalb mag ich es.


  Achilles: Ich dachte mir schon, daß Sie es mögen würden.


  Schildkröte: Haben Sie einen Namen dafür, Achilles? Man könnte es vielleicht „Lied des Pythagoras“ nennen. Sie erinnern sich, daß Pythagoras und seine Schüler zu den ersten gehörten, die musikalische Töne erforschten.


  Achilles: Ja, das stimmt. Das wäre ein sehr schöner Titel.


  Krebs: War es nicht Pythagoras, der als erster entdeckte, daß der Quotient zweier Quadrate nie gleich 2 sein kann?


  Schildkröte: Ich glaube Sie haben recht. Zu seiner Zeit sah man das als eine wahrhaft unheilvolle Entdeckung an, denn noch hatte niemand erkannt, daß es Zahlen gibt — wie etwa die Quadratwurzel aus 2 —, die nicht Quotienten von ganzen Zahlen sind. Und so war die Entdeckung für die Pythagoreer zutiefst beunruhigend, denn sie meinten, daß sich damit ein ungeahnter und grotesker Defekt in der abstrakten Welt der Zahlen kundtat. Es kam Ihnen so exotisch und unheimlich vor wie unsereinem der Kaiser von China.


  Achilles: A propos China — ist das gleich da vorn nicht das Teehaus?


  Schildkröte: Gewiß. In ein paar Minuten sollten wir da sein.


  Achilles: Hmm ... Da habe ich gerade noch genügend Zeit, um die Melodie zu pfeifen, die ich während der Taxifahrt heut' morgen im Radio hörte. Sie ging so ...


  Krebs: Moment mal. Ich hole Papier aus meiner Mappe und notiere mir die Melodie. (Er wühlt in seiner Aktentasche und findet ein leeres Blatt.) Gut, ich wäre soweit.


  (Achilles pfeift eine ziemlich lange Melodie, und der Krebs muß sich beeilen, um Schritt zu halten.)


  Könnten Sie die letzten Takte noch einmal pfeifen?


  Achilles: Aber gewiß.


  (Nach einigen solchen Wiederholungen ist die Transkription zu Ende, und der Krebs zeigt sie stolz den anderen:


  <((SSSSS0·SSSSS0)+(SSSSS0·SSSSS0))=((SSSSSSS0·SSSSSS0)+(S0·S0)) ∧ ~∃b:<∃c:(Sc+b)=((SSSSSSS0·SSSSSSS0)+(S0·S0)) ∧ ∃d:∃d':∃e:∃e': <~<d=e ∨ d=e'> ∧ <b=((Sd·Sd)+(Sd'·Sd')) ∧ b=((Se·Se)+(Se'·Se'))>>>>


  Dann spielt Herr Krebs sie selber.)


  Schildkröte: Eigenartige Musik, nicht? Klingt für meine Ohren ein bißchen indisch.


  Krebs: Ich meine, sie ist zu einfach, als daß sie aus Indien kommen könnte. Allerdings kenne ich mich in solchen Dingen nur wenig aus.


  Schildkröte: Nun, hier wären wir also beim Teehaus. Wollen wir draußen auf der Veranda sitzen?


  Krebs: Wenn Sie nichts dagegen haben, würde ich lieber hineingehen. Ich habe wohl für heute genug Sonne gehabt.


  (Sie betreten das Teehaus und setzen sich an einen hübschen hölzernen Tisch und bestellen Kuchen und Tee. Bald darauf wird ein Wagen mit lecker aussehenden Stückchen hereingerollt, und jeder nimmt sein Lieblingsgebäck.)


  Achilles: Herr K., ich wüßte doch gar zu gern, was Sie von einem anderen Stück halten, das ich soeben in meinem Kopf komponiert habe.


  Krebs: Können Sie es mir zeigen? Hier, schreiben Sie es auf die Serviette.


  (Achilles schreibt:


  ∀a:∃b:∃c:<~∃d:∃e:<(SSd·SSe)=b∨(SSd·SSe)=c>∧(a+a)=(b+c)>


  Der Krebs und Herr Schildkröte betrachten es interessiert.)


  Schildkröte: Ist das in Ihren Augen ebenfalls ein schönes Stück, Herr K.?


  Krebs: Nun, äh ... (Rückt seinen Stuhl zurecht und schaut etwas unbehaglich drein.)


  Achilles: Was ist denn los? Ist es schwieriger als bei anderen Stücken zu entscheiden, ob es schön ist?


  Krebs: Nein ... das ist es nicht, überhaupt nicht. Es geht mehr darum ... das heißt ... nun, daß ich ein Stück HÖREN muß, bevor ich sagen kann, wie sehr ich es mag.


  Achilles: Also los. Spielen Sie es! Ich wüßte allzugerne, ob Sie es schön finden oder nicht.


  Krebs: Natürlich. Ich würde es sehr gerne für Sie spielen, nur ...


  Achilles: Können Sie es denn nicht? Was ist denn los? Was hindert Sie denn daran?


  Schildkröte: Sehen Sie denn nicht, Achilles, daß es äußerst unbehaglich und für die Besucher und Angestellten dieses feinen Hauses störend und belästigend wäre, wenn Herr Krebs Ihre Bitte erfüllte?


  Krebs (plötzlich erleichtert): Ganz richtig. Wir haben nicht das Recht, andere mit unserer Musik zu behelligen.


  Achilles (niedergeschlagen): Ach je, und ich hätte doch so gern gewußt, was er von diesem Stück hält.


  Krebs: Uff, das war aber knapp.


  Achilles: Wie sagten Sie?


  Krebs: Oh — nichts, nichts. Es ist nur der Kellner da drüben, ein anderer Kellner stieß ihn an, und nur mit Mühe konnte er verhindern, daß er eine ganze Kanne Tee in den Schoß einer Dame vergoß. Um ein Haar! Was sagen Sie dazu, Herr Schildkröte?


  Schildkröte: Geschickt gemacht, nicht wahr, Achilles?


  Achilles: Ja, sehr gelungen ...


  Krebs: Nun, was immer Sie beide tun mögen — ich sollte wohl gehen. Mein Heimweg ist lang, und ich habe schon den ersten schönen Film im Fernsehen verpaßt.


  Achilles: Sie meinen, „Der große Bluff“ lief gerade?


  Krebs: Ganz richtig, Achilles.


  Achilles: Ich muß mir das merken.


  Krebs: Es war so ein gemütlicher Nachmittag, Achilles, und ich hoffe sehr, daß wir später einmal noch mehr musikalische Kompositionen austauschen können.


  Achilles: Darauf freue ich mich sehr, Herr K. Auf Wiedersehen!


  Schildkröte: Auf Wiedersehen, Herr K.


  (Und eilig geht der Krebs auf der anderen Seite den Hügel hinab.)


  Achilles: Da geht er, der brillante Bursche ... Nach meiner Schätzung ist er mindestens viermal so klug wie jeder andere Krebs. Oder vielleicht sogar fünfmal ...


  Schildkröte: Wie Sie bereits am Anfang gesagt haben und wahrscheinlich für immerdar sagen werden — Worte in Ewigkeit, Ah ...!


  KAPITEL XVII


  Church, Turing, Tarski und andere


  Formale und informale Systeme


  WIR SIND AN EINEM PUNKT angelangt, an dem wir eine der Hauptthesen dieses Buches entwickeln können, nämlich daß das Denken in all seinen Aspekten als eine Beschreibung hoher Stufe eines Systems verstanden werden kann, das auf einer tieferen Stufe von einfachen, sogar formalen Regeln beherrscht wird. Das „System“ ist natürlich ein Gehirn — solange man nicht von Denkprozessen spricht, die in einem anderen Medium fließen, wie etwa die Schaltkreise eines Computers. Die Vorstellung ist die von einem formalen System, das einem „informalen System“ zugrunde liegt, einem System, das zum Beispiel Witze machen, Zahlenmuster entdecken, Namen vergessen, grobe Schnitzer im Schach machen kann usw. Das ist das, was man von außen sieht: die informale, zutage liegende Software-Ebene. Im Gegensatz dazu besitzt es eine formale, verborgene Hardware-Ebene (oder „Substrat“), einen Mechanismus von furchterregender Komplexität, der nach feststehenden, in ihn eingebauten Regeln je nach den eingegebenen Signalen von einem Zustand in einen anderen übergeht.


  Eine solche Auffassung vom Gehirn hat natürlich viele philosophische und andere Konsequenzen. Einige will ich in diesem Kapitel näher ausführen. Unter anderem scheint diese Auffassung zu implizieren, daß das Gehirn im Grund eine Art „mathematisches“ Gebilde ist. Jedoch ist das im besten Falle eine sehr schwerfällige Betrachtungsweise. Selbst wenn nämlich das Gehirn in einem abstrakten oder technischen Sinn eine Art formales System ist, bleibt die Tatsache bestehen, daß die Mathematiker nur mit einfachen und eleganten Systemen arbeiten, Systemen, in denen alles mit äußerster Klarheit definiert ist; das Gehirn aber mit seinen zehn Milliarden oder mehr halb-unabhängigen Neuronen, die sozusagen zufällig miteinander verknüpft sind, ist etwas völlig anderes. So würden die Mathematiker nie die Netzwerke eines wirklichen Gehirns untersuchen. Und wenn man „Mathematik“ als das definiert, was die Mathematiker gern tun, dann sind die Eigenschaften des Gehirns nicht mathematisch.


  Die einzige Methode zum Verständnis eines so komplexen Systems, wie das Gehirn eines ist, ist die der Ballung auf immer höherer Ebene, wobei man bei jedem Schritt etwas an Genauigkeit einbüßt. Was auf der obersten Stufe in Erscheinung tritt, ist das „informale System“, das so vielen Regeln von solcher Komplexität gehorcht, daß wir das Vokabular, in dem wir darüber nachdenken könnten, noch nicht besitzen. Und eben das hofft die Erforschung der Artifiziellen Intelligenz zu finden. Sie hat ein ganz anderes „Flair“ als mathematische Forschungen. Dennoch besteht eine lockere Beziehung zur Mathematik. AI-Forscher haben oft einen stark mathematisch getönten Hintergrund, und Mathematiker sind manchmal von den Leistungen des eigenen Gehirns fasziniert. Der folgende Passus aus Stanislaw Ulams autobiographischem Buch Adventures of a Mathematician (New York 1976) illustriert diesen Punkt:


  Mir scheint, daß man mehr tun könnte, um das Wesen von Assoziationen zu bestimmen, wobei Computer das Material für solche Experimente liefern würden. Eine solche Untersuchung bedürfte einer Skala von Begriffen, von Symbolen, von Klassen von Symbolen, von Klassen von Klassen usw. auf die gleiche Weise, wie wenn man die Komplexität physikalischer Strukturen erforscht.


  Der Fluß der Gedanken muß einen gewissen „Dreh“ besitzen, eine rekursive Formel. Eine Gruppe von Neuronen beginnt automatisch zu arbeiten, manchmal ohne Impuls von außen. Es ist eine Art wiederholbarer Prozeß mit einem wachsenden Muster. Es wandert im Gehirn umher, und die Art, wie das geschieht, muß von der Erinnerung an andere Muster abhängen.


  Intuition und der magnifike Krebs


  Artifizielle (oder: künstliche) Intelligenz wird häufig einfach „AI“ genannt. Häufig, wenn ich den Sinn dieses Ausdrucks zu erklären suche, sage ich, daß die Buchstaben „AI“ genauso gut für „Artifizielle Intuition“ oder sogar „Artifizielle Imagination“ stehen könnten. AI will klären, was geschieht, wenn unser Geist aus Myriaden von Möglichkeiten diejenigen aussucht, die in einer sehr komplexen Situation am vernünftigsten sind. In vielen Situationen des täglichen Lebens ist deduktives folgerichtiges Denken unangebracht — nicht weil es falsche Antworten, sondern weil es soviel richtige, aber irrelevante Aussagen, die gemacht werden könnten, ergäbe: es sind einfach zuviele Dinge gleichzeitig in Betracht zu ziehen, als daß Logik allein genügte. Man schaue sich diesen Mini-Dialog an:


  „Vor kurzem las ich in der Zeitung, daß ...


  „Ach, Sie haben gelesen? Daraus folgt, daß Sie Augen haben. Oder mindestens ein Auge. Oder vielmehr, daß Sie damals mindestens ein Auge hatten.“


  Hier ist ein Gefühl für das Angemessene — „Was ist wichtig und was nicht?“ — vonnöten. Damit in Zusammenhang steht ein Gefühl für Einfachheit und Schönheit. Woher kommen diese Intuitionen? Wie können Sie aus dem zugrundeliegenden formalen System auftauchen?


  Im Magnifikrebs treten einige ungewöhnliche geistige Kräfte des Krebses zutage. Seine eigene Aussage über seine Kräfte ist einfach die, daß er der Musik zuhört und das Schöne vom Nicht-Schönen unterscheidet. (Anscheinend gibt es dabei für ihn einen klaren Trennungsstrich.) Nun findet Achilles eine andere Möglichkeit, die Fähigkeit des Krebses zu beschreiben: Der Krebs teilt zahlentheoretische Aussagen in die Kategorien wahr und falsch ein. Der Krebs jedoch behauptet, das geschehe, wenn er es tue, ganz zufällig, denn nach seiner eigenen Aussage ist er ja mathematisch unbegabt. Das Vorgehen des Krebses ist für Achilles unverständlich, weil es offensichtlich im Widerspruch zu einem berühmten Satz der Metamathematik steht, mit dem Achilles vertraut ist:


  CHURCHS SATZ: Es gibt keine unfehlbare Methode zur Unterscheidung von SÄTZEN in TNT von Nicht-SÄTZEN.


  Er wurde im Jahre 1936 von dem amerikanischen Logiker Alonzo Church bewiesen. Eng damit verwandt ist ein anderer, ich nenne ihn den


  TARSKI-CHURCH-TURING-SATZ: Es gibt keine unfehlbare Methode zur Unterscheidung von wahren und falschen Aussagen in der Zahlentheorie.


  Die Church-Turing-These


  Zum besseren Verständnis von Churchs Satz und dem Tarski-Church-Turing-Satz müssen wir zuerst eine der Ideen beschreiben, auf denen diese Sätze beruhen, und das ist die Church-Turing-These (oft „Church-These“ genannt), denn die Church-Turing-These ist sicher eines der wichtigsten Konzepte in der Philosophie der Mathematik, des Gehirns und des Denkens.


  Die Church-Turing-These kann — wie Tee — in verschiedenen Stärken serviert werden. Ich werde also verschiedene Varianten vorlegen, und wir werden uns Gedanken darüber machen, was sie bedeuten.


  Die erste Variante klingt ganz harmlos, beinahe nichtssagend:


  CHURCH-TURING-THESE, TAUTOLOGISCHE VERSION: Mathematische Probleme kann man nur lösen, wenn man Mathematik betreibt.


  Die Bedeutung liegt natürlich in der Bedeutung der einzelnen Bestandteile. Unter einem „mathematischen Problem“ verstehe ich das Problem, zu entscheiden, ob eine gewisse Zahl eine bestimmte arithmetische Eigenschaft besitzt oder nicht. Es erweist sich, daß fast alle Probleme in jedem Zweig der Mathematik mittels Gödel-Numerierung und verwandten Codierungstricks in diese Form gebracht werden können, so daß „mathematisch“ seine übliche Bedeutung beibehält. Wie steht es mit „Mathematik treiben“? Versucht man festzustellen, ob eine Zahl eine gewisse Eigenschaft besitzt, dann gibt es offensichtlich nur eine kleine Anzahl von Operationen, die man immer und immer wieder in Kombination verwendet — Addition, Multiplikation, Prüfung auf Gleichheit oder Ungleichheit. Das heißt: das einzige uns zur Verfügung stehende Mittel für die Erforschung der Zahlenwelt scheinen aus diesen Operationen gebildete Schleifen zu sein. Man beachte das Wort „scheinen“: Das ist das kritische Wort, um das sich die Church-Turing-Tarski-These dreht. Nun können wir eine revidierte Fassung angeben:


  CHURCH-TURING-THESE, STANDARDVERSION: Angenommen, es gibt eine Methode, die ein vernunftbegabtes Wesen anwendet, um Zahlen in zwei Klassen zu sortieren. Angenommen zudem, daß diese Methode eine Antwort immer in einer endlichen Zeitspanne ergibt und daß sie für eine bestimmte Zahl immer die gleiche Antwort ergibt. Dann gibt es ein endliches FlooP-Programm (d. h. eine allgemein rekursive Funktion), das genau die gleiche Antwort ergibt wie die Methode des vernunftbegabten Wesens.


  Die grundlegende Hypothese — um das ganz klar zu machen — ist die, daß jeder Denkprozeß, der die ganzen Zahlen in zwei Arten aufteilt, in der Form eines FlooP-Programms beschrieben werden kann. Intuitiv kann man glauben, daß es keine anderen Werkzeuge als die in FlooP gibt und daß es keine anderen Methoden für den Gebrauch dieser Werkzeuge gibt als unbeschränkte Wiederholungen (die in FlooP zugelassen sind). Die Church-Turing-These ist nicht eine beweisbare Tatsache in dem Sinn wie ein Satz in der Mathematik — sie ist eine Hypothese über die Vorgänge im menschlichen Gehirn.


  Die „öffentliche“ Variante


  Nun hat mancher vielleicht das Gefühl, daß diese Variante zuviel behauptet. Die Einwände könnten etwa so lauten: „Jemand wie der Krebs könnte existieren — jemand mit beinahe mystischen Einsichten in die Mathematik, der aber über seine eigenen Fähigkeiten genau so im Dunkel wäre wie jeder andere — und die Denkmechanismen dieser Person könnten vielleicht Operationen durchführen, die in FlooP keine Entsprechung haben.“ Dahinter steht die Vorstellung, daß wir vielleicht ein unbewußtes Potential für die Ausführung von Dingen haben, die die bewußten Prozesse transzendieren — Dinge, die sich durch die elementaren FlooP-Operationen nicht ausdrücken lassen. Für die, die diese Einwände vorbringen, geben wir eine schwächere Version der These, eine, die zwischen öffentlichen und privaten Denkprozessen unterscheidet:


  CHURCH-TURING-THESE, ÖFFENTLICHE VERSION: Angenommen, es gibt eine Methode, die ein vernunftbegabtes Wesen anwendet, um Zahlen in zwei Klassen zu sortieren. Weiter sei angenommen, daß diese Methode in einer endlichen Zeitspanne immer eine Antwort liefert. Bedingung: Angenommen wird außerdem, daß diese Methode zuverlässig von einem vernunftbegabten Wesen einem anderen vermittels der Sprache mitgeteilt werden kann. Dann existiert ein endliches FlooP-Programm (d. h. eine allgemein rekursive Funktion), das genau die gleichen Antworten gibt wie die Methode des vernunftbegabten Wesens.


  Das bedeutet, daß öffentliche Methoden der „FlooPifikation“ unterliegen, sagt aber nichts über private Methoden. Es bedeutet nicht, daß sie unFlooPierbar sind, läßt aber zumindest die Tür offen.


  Srinivasa Ramanujan


  Betrachten wir als Evidenz gegen eine schärfere Fassung der Church-Turing-These den Fall eines berühmten indischen Mathematikers aus dem ersten Viertel des 20. Jahrhunderts, Srinivasa Ramanujan (1887-1920). Ramanujan (Abb. 105) stammte aus Tamilnadu, dem südlichsten Teil Indiens, und studierte auf der Highschool etwas Mathematik. Eines Tages schenkte ihm jemand, der sein mathematisches Talent erkannt hatte, ein etwas veraltetes Lehrbuch der Analysis, das Ramanujan, bildlich gesprochen, ver-
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        Abb. 105. Srinivasa Ramanujan und eine seiner seltsamen indischen Melodien.
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  schlang. Dann begann er, auf eigene Faust Streifzüge ins Reich der Analysis zu machen, und im Alter von 23 Jahren hatte er eine Reihe von Entdeckungen gemacht, die ihm bedeutsam erschienen. Er wußte nicht, an wen er sich wenden sollte, hörte aber etwas von einem Mathematikprofessor namens G. H. Hardy im fernen England. Ramanujan stellte seine besten Ergebnisse zusammen und schickte das ganze Paket mit einem Brief, den er mit Hilfe von Freunden auf Englisch abfaßte, dem ahnungslosen Hardy. Nachstehend einige Auszüge aus Hardys Beschreibung seiner Reaktion, als er das Paket erhielt:


  ... Es war mir bald klar, daß Ramanujan noch weit allgemeinere SÄTZE in seinem Besitz haben mußte und daß er manches zurückhielt ... [Einige Formeln] erschlugen mich regelrecht; ich hatte zuvor nichts auch nur im Entferntesten Ähnliches zu Gesicht bekommen. Ein einziger Blick darauf genügte, um zu erkennen, daß nur ein Mathematiker allerhöchsten Ranges sie niedergeschrieben haben konnte. Sie mußten wahr sein, denn wären sie das nicht gewesen, so hätte kein Mensch die Phantasie besessen, sie zu erfinden. Schließlich ... mußte der Verfasser absolut ehrlich sein, denn große Mathematiker sind häufiger als so unglaublich begabte Diebe und Scharlatane. 2


  Das Ergebnis dieser Korrespondenz war, daß Ramanujan auf Hardys Einladung 1913 nach England kam, und darauf folgte eine intensive Zusammenarbeit, der Ramanujans früher Tod infolge von Tuberkulose im Alter von 33 Jahren ein Ende setzte.


  Ramanujan hatte verschiedene charakteristische Eigenschaften, die ihn von der Mehrheit der Mathematiker unterschied. Eine war der Mangel an Strenge. Sehr oft gab er einfach das Ergebnis an, das, wie er betonte, ihm aus einer unbestimmten Quelle der Intuition weit jenseits des Bereichs der bewußten Forschung zufloß. Er behauptete oft, daß die Göttin Namagiri ihn in seinen Träumen inspiriere. Das geschah immer wieder, und was alles noch geheimnisvoller machte, ja der ganzen Angelegenheit eine gewisse mystische Note verlieh, war die Tatsache, daß viele seiner „Intuitions-SÄTZE“ falsch waren. Nun gibt es einen merkwürdigen paradoxen Effekt, nämlich daß manchmal ein Vorgang, der, wie man meinen möchte, leichtgläubige Menschen etwas skeptischer machen müßte, tatsächlich die umgekehrte Wirkung hat, indem er den Leichtgläubigen an einem empfindlichen Punkt seines Denkens trifft und ihn mit dem Wink beunruhigt, daß es eine geheimnisvolle irrationale Seite der menschlichen Natur gibt. Das war auch der Fall mit Ramanujans Schnitzern: viele gebildete Leute, die eine gewisse Sehnsucht verspürten, solche Dinge zu glauben, betrachteten Ramanujans intuitive Kräfte als Evidenz für einen mystischen Einblick in die Wahrheit, und die Tatsache seiner Fehlbarkeit schien den Glauben zu verstärken und nicht abzuschwächen.


  Natürlich schadete es nicht, daß er aus einem der rückständigsten Gebiete Indiens kam, in denen das Fakirwesen und andere Riten jahrtausendelang praktiziert wurden und noch immer praktiziert werden — wahrscheinlich in einem weit größeren Maß als höhere Mathematik. Und seine gelegentlichen falschen Ergebnisse waren für viele nicht einfach ein Zeichen dafür, daß auch er nur ein Mensch war, sondern verleiteten paradoxerweise zu der Vorstellung, daß Ramanujan dort, wo er sich getäuscht hatte, so etwas wie eine „tiefere Richtigkeit“ bewies — eine „orientalische Richtigkeit“, die vielleicht dem westlichen Geist unzugängliche Wahrheiten berührte. Was für ein anziehender, fast unwiderstehlicher Gedanke! Sogar Hardy — der der erste gewesen wäre, Ramanujan mystische Kräfte abzusprechen — schrieb einmal über einen Fehler Ramanujans: „Und doch bin ich nicht sicher, daß in einem gewissen Sinn sein Versagen nicht wunderbarer gewesen ist als alle seine Triumphe.“


  Die andere hervorragende Eigenschaft von Ramanujans mathematischer Persönlichkeit war seine „Freundschaft mit ganzen Zahlen“, wie sein Kollege Littlewood es nannte. Das ist eine Eigenschaft, die sich in verschiedenem Maß bei ziemlich vielen Mathematikern findet, die aber Ramanujan in besonderem Maß besaß. Es gibt einige Anekdoten, die diese besondere Fähigkeit belegen. Die erste stammt von Hardy:


  Ich erinnere mich, daß ich ihn eines Tags besuchen ging, als er in Putney krank im Bett lag. Ich war im Taxi Nr. 1729 gekommen und erwähnte, daß mir diese Zahl ziemlich langweilig vorkäme und ich hoffte, das sei kein ungünstiges Vorzeichen. „Nein“, antwortete er, „es ist eine sehr interessante Zahl, nämlich die kleinste Zahl, die sich auf zwei verschiedene Arten als die Summe zweier Dreierpotenzen darstellen läßt.“ Ich fragte ihn natürlich, ob er die Antwort auf das entsprechende Problem für Viererpotenzen wisse, und nach kurzem Nachdenken sagte er, ohne weiteres falle ihm kein Beispiel ein, aber er glaube, die erste derartige Zahl müßte sehr groß sein. 2


  Es zeigt sich, daß die Lösung für Viererpotenzen lautet:


  635318657 = 1344 + 1334 = 154 + 594


  Der Leser findet es vielleicht interessant, sich an dem entsprechenden Problem für Zweierpotenzen zu versuchen — es ist viel leichter.


  In der Tat ist es sehr interessant, darüber nachzudenken, warum Hardy sofort auf die vierte Potenz überging. Schließlich gibt es verschiedene andere einigermaßen natürliche Verallgemeinerungen der Gleichung


  u3 + v3 = x3 + y3


  in verschiedenen Dimensionen, so zum Beispiel die Frage, wie eine Zahl auf drei verschiedene Arten als Summe zweier Dreierprotenzen dargestellt werden kann:


  r3 + s3 = u3 + v3 = x3 + y3


  Oder man kann drei verschiedene Dreierpotenzen verwenden:


  u3 + v3 + w3 = x3 + y3 + z3


  Oder man kann sogar eine „Umfassende Verallgemeinerung“ in allen Dimensionen zugleich vornehmen:


  r4 + s4 + t4 = u4 + v4 + w4 = x4 + y4 + z4


  In einem bestimmten Sinn ist jedoch Hardys Verallgemeinerung die „mathematischste“. Ob sich ein solches Gefühl für mathematische Ästhetik jemals programmieren lassen wird?


  Die zweite Anekdote entnehme ich der von seinem Landsmann S. R. Ranganathan verfaßten Biographie, in der die Begebenheit als „Ramanujans Blitz“ bezeichnet wird. Die Anekdote wird überliefert von einem indischen Freund Ramanujans aus seinen Cambridger Tagen, P. C. Mahalanobis:


  Ein anderes Mal ging ich auf sein Zimmer, um mit ihm zu Mittag zu essen. Kurz zuvor war der Erste Weltkrieg ausgebrochen. Ich hatte ein Exemplar der Monatsschrift „Strand Magazine“ in der Hand, die damals eine Anzahl von Denksportaufgaben zu publizieren pflegte, die der Leser lösen sollte. Ramanujan rührte etwas auf dem Feuer für unsere Mahlzeit. Ich saß nahe am Tisch, blätterte in der Zeitschrift und begann, mich für ein Problem zu interessieren, das eine Beziehung zwischen zwei Zahlen zum Gegenstand hatte. Die Einzelheiten habe ich vergessen, aber ich entsinne mich der Art des Problems. Zwei englische Offiziere waren in Paris in zwei verschiedenen Häusern in einer langen Straße einquartiert. Die Hausnummern standen in einer besonderen Beziehung zueinander; das Problem war, die beiden Zahlen zu finden. Schwierig war das keinesfalls; ich fand die Lösung nach ein paar Minuten des Herumprobierens.


  MAHALANOBIS (scherzend): „Hier ist ein Problem für Sie.“


  RAMANUJAN: „Was für ein Problem?“ (Er rührte weiter in seinem Topf.)


  Ich las das Problem aus dem „Strand Magazine“ vor.


  RAMANUJAN: „Bitte notieren Sie die Lösung.“ (Er diktierte einen Kettenbruch.)


  Der erste Term war die Lösung, die ich gefunden hatte, jeder weitere Term stellte sukzessive Lösungen für die gleiche Beziehung dar, wenn die Straße unendlich verlängert wurde. Ich war erstaunt.


  MAHALANOBIS: „Kam Ihnen die Lösung blitzartig?“


  RAMANUJAN: „Sobald ich das Problem gehört hatte, war mir klar, daß die Lösung offensichtlich ein Kettenbruch war; dann dachte ich: welcher Kettenbruch? — und die Antwort fiel mir ein. So einfach war das.“4


  Nach Ramanujans Tod wurde Hardy, der mit ihm am engsten zusammengearbeitet hatte, oft gefragt, ob ein Element des Okkulten oder sonst des Ausgefallenen in Ramanujans Denken gewesen sei. Hier einer seiner Kommentare:


  Man hat mich oft gefragt, ob Ramanujan ein besonderes Geheimnis besessen habe, ob seine Methoden anders als die anderer Mathematiker gewesen seien, ob seine Denkweise nicht eigentlich abnorm gewesen sei. Ich kann diese Fragen nicht mit Zuversicht oder Überzeugung beantworten, glaube es aber nicht. Vielmehr glaube ich, daß alle Mathematiker im Grunde in der gleichen Weise denken und daß Ramanujan keine Ausnahme darstellt.5


  Hier spricht Hardy im wesentlichen seine eigene Fassung der Church-Turing-These aus. Ich paraphrasiere:


  CHURCH-TURING-THESE, HARDYS VERSION: Im Grunde sind alle Mathematiker isomorph.


  Damit wird nicht das mathematische Potential der Mathematiker mit dem von allgemein rekursiven Funktionen gleichgesetzt; dazu muß man jedoch nur noch zeigen, daß die geistige Kapazität eines Mathematikers nicht umfassender ist als das der rekursiven Funktionen. Wenn man dann Hardys Version akzeptiert, weiß man, daß sie auf alle Mathematiker zutrifft.


  Dann vergleicht Hardy Ramanujan mit mathematischen Wunderkindern:


  Sein Gedächtnis und seine rechnerischen Fähigkeiten waren sehr ungewöhnlich, aber „abnorm“ konnte man sie wohl nicht nennen. Wenn er zwei große Zahlen zu multiplizieren hatte, tat er das auf die übliche Weise; er konnte das mit ungewöhnlicher Geschwindigkeit und Genauigkeit tun, aber nicht schneller und genauer als irgendein Mathematiker, der von Natur aus flink und ans Rechnen gewöhnt ist.6


  Was er als Ramanujans hervorstechendste intellektuelle Eigenschaft betrachtete, beschreibt Hardy wie folgt:


  Mit seinem Gedächtnis, seiner Geduld und seiner rechnerischen Begabung kombinierte er ein Verallgemeinerungsvermögen, ein Gefühl für Form und eine Fähigkeit, seine Hypothesen rasch zu modifizieren, die oft wirklich verblüffend waren, so daß er in seiner Zeit auf seinem Gebiet ohne Rivalen war.7


  Der von mir hervorgehobene Teil dieses Passus scheint mir eine vorzügliche Charakterisierung einiger der subtilsten Eigenschaften der Intelligenz im allgemeinen zu sein. Hardy schließt etwas nostalgisch:


  [Sein Werk] hat nicht die Einfachheit und die Zwangsläufigkeit von mathematischer Arbeit höchsten Ranges; es wäre größer, wäre es weniger exotisch. Er hat eine Gabe, die niemand ihm absprechen kann: tiefe und unbesiegbare Originalität.


  Er wäre vermutlich ein größerer Mathematiker geworden, wäre er in seiner Jugend an die Hand genommen und etwas gezähmt worden: Er hätte mehr Neues entdeckt und ohne Zweifel Wichtigeres. Andererseits wäre er weniger er selbst, Ramanujan, gewesen, sondern eher ein europäischer Professor, und der Verlust wäre vielleicht größer gewesen als der Gewinn. 8


  Die Hochachtung, die Hardy Ramanujan entgegenbrachte, zeigt sich in der romantischen Art und Weise, in der er von ihm spricht.


  „Idioten-Gelehrte“


  Es gibt noch eine andere Gruppe von Menschen, deren mathematische Fähigkeiten anscheinend rational nicht erklärt werden können, die sogenannten „Idioten-Gelehrten“, die im Kopf — oder wo immer sie es tun — blitzschnell komplexe Berechnungen durchführen. Johann Martin Zacharias Dase, der von 1824 bis 1861 gelebt hat und von verschiedenen europäischen Regierungen für die Ausführung von Berechnungen angestellt wurde, ist dafür ein Paradebeispiel. Er konnte nicht nur zwei je hundertstellige Zahlen im Kopf multiplizieren, er hatte auch einen unheimlichen Sinn für Mengen, d. h. er konnte ohne zu zählen „sagen“, wieviel Schafe sich auf einer Weide befanden oder wieviele Wörter ein Satz enthielt usw. bis etwa 30 — dies im Gegensatz zu den meisten von uns, die das mit einiger Sicherheit nur bis etwa 6 tun können. Übrigens war Dase kein Idiot.


  Ich will die sehr faszinierenden dokumentarisch belegten Fälle von „Schnellrechnern“ hier nicht beschreiben, denn das brächte mich nur von meinem Ziel ab. Ich halte es aber für wichtig, der Vorstellung entgegenzutreten, daß sie es mittels einer geheimnisvollen, unerklärlichen Methode tun. Obgleich Menschen mit solchen Rechenbegabungen oft unfähig sind, ihr Ergebnis zu erklären, taucht immer wieder einmal jemand mit anderen Begabungen auf, der ebenfalls solche spektakuläre Fähigkeiten im Umgang mit Zahlen besitzt. Aus der Selbstbeobachtung solcher Menschen wie auch aus umfangreichen psychologischen Forschungen hat man schließen können, daß während der Arbeit im Kopf der Schnellrechner nichts Okkultes stattfindet, sondern nur, daß ihr Denken durch die Zwischenstufen rast — mit jenem Selbstvertrauen, das der geborene Athlet hat, wenn er eine komplizierte Bewegung rasch und elegant ausführt.


  Sie erhalten ihre Lösungen nicht durch eine Art plötzlicher Erleuchtung (obgleich es einigen subjektiv so vorkommen mag), sondern, wie wir alle, durch schrittweise Berechnung, d. h. durch „FlooP“ und „BlooP“.


  Übrigens ist ein auf der Hand liegendes Zeichen dafür, daß kein „heißer Draht“ zu Gott im Spiel ist, die einfache Tatsache, daß die Antworten mehr Zeit brauchen, wenn die Zahlen größer werden. Wenn Gott durch ein Orakel die Antwort gäbe, würde der Rechner vermutlich nicht langsamer werden, wenn die Zahlen größer werden. Man könnte wohl eine hübsche graphische Darstellung anfertigen, die zeigt, wie die von einem Schnellrechner benötigte Zeit mit der Größe der Zahlen variiert, und daraus gewisse Eigenschaften der verwendeten Algorithmen ableiten.


  Die Isomorphie-Version der Church-Turing-These


  Das führt uns schließlich zu einer verschärften Standardversion der Church TuringThese:


  CHURCH-TURING-THESE, ISOMORPHIE-VERSION: Angenommen, es gibt eine Methode, die ein vernunftbegabtes Wesen anwendet, um Zahlen in zwei Klassen aufzuteilen; und angenommen außerdem, daß diese Methode immer in einer endlichen Zeitspanne eine Antwort und für eine gegebene Zahl immer die gleiche Antwort ergibt, dann existiert ein endliches FlooP-Programm (d. h. eine allgemein rekursive Funktion), die genau die gleiche Antwort ergibt wie die Methode des vernunftbegabten Wesens. Zudem: Der Denkprozeß und das FlooP-Programm sind isomorph in dem Sinn, daß auf einer gewissen Ebene zwischen den ausgeführten Schritten sowohl im Gehirn wie auch im Computer eine Entsprechung besteht.


  Man beachte, daß nicht nur die Schlußfolgerung verschärft worden ist, sondern auch, daß die Bedingungen der Mitteilbarkeit der schwächeren öffentlichen Version fallengelassen wurde. Diese kühne Version ist die, die wir nunmehr diskutieren wollen.


  Kurz gesagt behauptet diese Version, daß, wenn man etwas berechnet, diese geistige Tätigkeit isomorph in einem FlooP-Programm gespiegelt werden kann. Und seien wir uns außerdem ganz klar darüber, daß das nicht bedeutet, daß das Gehirn tatsächlich ein FlooP-Programm durchlaufen läßt, komplett mit Zeichen wie ANFANG, ENDE, BRECHE AB usw. — ganz und gar nicht. Es geht nur darum, daß die Schritte in der gleichen Reihenfolge vorgenommen werden wie in einem FlooP-Programm und daß die logische Struktur der Berechnung im FlooP-Programm gespiegelt werden kann.


  Damit wir diese Vorstellung sinnvoll verwenden können, müssen wir sowohl im Gehirn wie auch im Computer gewisse Ebenen unterscheiden, denn sonst könnte sie als barer Unsinn mißdeutet werden. Vermutlich finden die Schritte einer Berechnung im Kopf eines Menschen auf der höchsten Stufe statt und werden von tieferliegenden Stufen sowie wahrscheinlich von Hardware getragen. Wenn wir also von Isomorphie sprechen, bedeutet das, daß wir stillschweigend angenommen haben, daß die höchste Stufe isoliert werden kann, was uns gestattet, das, was dort geschieht, unabhängig von anderen Ebenen zu diskutieren und dann diese oberste Stufe auf FlooP abzubilden. Genauer gesagt ist die Annahme die, daß es Software-Gebilde gibt, die die Rolle verschiedener mathematischer Konstrukte spielen und die auf eine Weise aktiviert werden können, welche in FlooP exakt widergespiegelt werden kann (Abb. 106). Was diesen Softwaregebilden zu existieren erlaubt, ist die gesamte in Kapitel XI und XII sowie in Präludium und ... emsige Fuge diskutierte Infrastruktur. Es wird nicht behauptet, daß auf den tieferen Stufen des Gehirns und des Computers (z. B. Neuronen, Bits) isomorphe Aktivität stattfindet.


  Es ist im Geist der Isomorphie-Version, wenn auch nicht dem Buchstaben nach, wenn man sagt, daß das, was der „Idioten-Gelehrte“ tut, wenn er, sagen wir, den Logarithmus von π errechnet, isomorph dem ist, was ein Taschenrechner in diesem Falle tut — wobei die Isomorphie auf der Stufe der Arithmetik gilt, nicht aber auf den tieferen Stufen, in einem Falle der der Neuronen, im anderen der integrierten Schaltkreise. (Natürlich kann man bei der Berechnung verschiedene Wege einschlagen, aber wahrscheinlich könnte der Taschen-, wenn nicht sogar der menschliche Rechner angewiesen werden, die Antwort auf eine bestimmte Weise zu errechnen.)


  Repräsentierung des Wissens über die reale Welt


  Nun scheint dies ganz plausibel zu sein, wenn der Bereich, auf den man sich bezieht, die Zahlentheorie ist, denn hier ist das Gesamtuniversum, in dem etwas geschieht, sehr klein und säuberlich abgegrenzt. Ihre Grenzen, ihre Bewohner und ihre Regeln sind wohldefiniert wie die Wege in einem sauber abgegrenzten Labyrinth. Eine solche Welt ist weit weniger kompliziert als die offene und schlecht definierte Welt, in der wir leben. Wenn ein Problem der Zahlentheorie einmal ausgesprochen ist, ist es in sich vollständig. Andererseits ist ein Problem der wirklichen Welt nie mit absoluter Sicherheit gegen irgendeinen anderen Teil der Welt abgeschirmt. Zum Beispiel kann die Aufgabe, eine ausgebrannte Glühbirne zu ersetzen, die Notwendigkeit mit sich brin-
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  Abb. 106. Das Verhalten natürlicher Zahlen kann im menschlichen Gehirn oder in einem Computer widergespiegelt werden. Diese beiden Repräsentierungen können dann auf einer genügend abstrakten Ebene aufeinander abgebildet werden.


  gen, einen Müllsack zu entfernen; das kann die unerwartete Folge haben, daß eine Schachtel voll Pillen ausgeleert wird; und das bedingt, daß man den Boden fegt, damit der Hund keine der verschütteten Pillen frißt usw. usw. Pillen und Müll und Hund und Glühbirnen sind alle recht entfernt verwandte Teile dieser Welt — aber durch einige alltägliche Geschehnisse treten sie in eine enge Verbindung miteinander. Und niemand vermag zu sagen, was geschehen wird, wenn andere kleine Abweichungen vom Erwarteten eintreten. Wenn man es dagegen mit zahlentheoretischen Problemen zu tun hat, dann braucht man bei ihrer Lösung niemals äußerliche Dinge wie Pillen oder Hunde oder Müllsäcke oder Besen zu berücksichtigen. (Natürlich kann die intuitive Kenntnis solcher Dinge von Nutzen sein, wenn man unbewußt versucht, Bilder zu erzeugen, die behilflich sind, das Problem in geometrischer Form zu sehen — aber das ist etwas anderes.)


  Weil die Welt so komplex ist, kann man sich nur schwer einen kleinen Taschenrechner vorstellen, der an ihn gestellte Fragen beantworten kann, wenn man ein paar Knöpfe drückt, die Etiketten wie „Hund“, „Müll“, „Glühbirne“ usw. tragen. Bis heute hat es sich tatsächlich als äußerst kompliziert erwiesen, mit großen, sehr schnell arbeitenden Computern Fragen zu beantworten über das, was uns als eher simpler Teilbereich der wirklichen Welt vorkommt. Anscheinend muß viel hochintegriertes Wissen berücksichtigt werden, damit „Verstehen“ stattfinden kann. Die Denkprozesse der wirklichen Welt können wir mit einem Baum vergleichen, dessen sichtbarer Teil fest über dem Boden steht, der aber entscheidend auf seine unsichtbaren Wurzeln angewiesen ist, die sich weit in die Tiefe erstrecken und ihm Festigkeit und Nahrung verschaffen. In diesem Fall symbolisieren die Wurzeln komplizierte Vorgänge, die unter der Bewußtseinsebene stattfinden, Vorgänge, deren Auswirkungen unsere Denkweise beeinflussen, derer wir uns aber nicht bewußt werden. Das sind die „Auslösungsmuster von Symbolen“, die wir in Kapitel XI und XII behandelt haben.


  Denken in der wirklichen Welt ist etwas ganz anderes als das, was bei der Multiplikation zweier Zahlen geschieht, wobei alles sozusagen „über dem Erdboden“ ist. In der Arithmetik kann die oberste Stufe „abgeschöpft“ und in viele verschiedene Arten von Hardware eingebaut werden: mechanische Addiermaschinen, Taschenrechner, Großcomputer, menschliche Gehirne usw. Das ist der Kern der Church-Turing-These. Wenn es sich aber um das Verständnis der wirklichen Welt handelt, scheint es keine einfache Methode zu geben, um die oberste Stufe „abzuschöpfen“ und für sich zu programmieren. Die auslösenden Symbolmuster sind ganz einfach zu komplex. Es muß verschiedene Stufen geben, durch die die Gedanken „sickern“ und „blubbern“ können.


  Insbesondere — und damit greifen wir auf ein Hauptthema von Kapitel XI und XII zurück — bringt die Darstellung der wirklichen Welt im Gehirn gewisse Elemente ins Spiel, die in der äußeren Welt überhaupt keine Entsprechungen besitzen. Das heißt, es gibt weit mehr als nur die einfachen geistigen Strukturen, die „Hund“, „Besen“ usw. repräsentieren. Gewiß existieren all diese Symbole, aber ihre inneren Strukturen sind äußerst komplex und zu einem großen Teil bewußter Prüfung unzugänglich. Außerdem wäre es vergebliche Mühe, jeden Aspekt der inneren Struktur eines Symbols auf eine spezifische Eigenschaft der wirklichen Welt abzubilden.


  Nicht „abschöpfbare“ Prozesse


  Aus diesem Grund sieht das Gehirn allmählich wie ein recht eigenartiges formales System aus, denn auf der untersten Ebene, jener der Neuronen, auf der die „Regeln“ operieren und den Status quo ändern, gibt es vielleicht keine Interpretation der primitiven Elemente (Erregung von Neuronen oder vielleicht noch tieferliegende Vorgänge). Und doch gibt es auf der obersten Stufe eine bedeutungstragende Interpretation, ein Abbilden der großen „Wolken“ neuraler Aktivität, die wir „Symbol“ genannt haben, auf die wirkliche Welt. Es besteht eine gewisse Ähnlichkeit zu Gödels Konstruktion, indem eine Isomorphie auf hoher Ebene uns gestattet, eine hohe Bedeutungsebene in Ketten hineinzulesen; in Gödels Konstruktion jedoch „reitet“ die Bedeutung höherer Stufe auf der tieferen Stufe — das heißt, sie wird von der tieferen Stufe abgeleitet, wenn der Begriff der Gödelnumerierung erst einmal eingeführt ist. Im Gehirn sind jedoch die Vorgänge auf der Neuronenstufe nicht einer Interpretation in der wirklichen Welt unterworfen; sie imitieren ganz einfach nichts. Sie existieren einzig und allein als Substrate, um die höhere Stufe zu tragen, so wie die Transistoren in einem Taschenrechner nur da sind, um seine Tätigkeit — die Widerspiegelung von Zahlen — zu tragen. Und das bedeutet, daß es keine Möglichkeit gibt, einfach die höchste Stufe „abzuschöpfen“ und in einem Programm eine isomorphe Kopie herzustellen; will man die Vorgänge im Gehirn widerspiegeln, die uns gestatten, die wirkliche Welt zu verstehen, dann muß man Einiges von der niedrigeren Stufe spiegeln, die „Sprachen des Gehirns“. Das heißt nicht notwendigerweise, daß man den ganzen Weg bis zur Hardware-Stufe zurücklegen muß, obwohl sich das vielleicht doch als notwendig erweisen könnte.


  Wenn man ein Programm entwickeln will, das eine „intelligente“ (d. h. menschenähnliche) innere Repräsentation dessen, „was dort draußen“ ist, ergibt, wird man sich wahrscheinlich an einem gewissen Punkt gezwungen sehen, Strukturen und Vorgänge zu verwenden, die sich nicht direkt interpretieren lassen, das heißt, die sich nicht direkt auf Wirklichkeitselemente abbilden lassen. Diese tieferen Schichten des Programms lassen sich nur kraft der katalytischen Beziehung zu darüberliegenden Schichten verstehen und nicht, weil sie eine bestimmte Beziehung zur Außenwelt haben. (Ein konkretes Beispiel für diese Vorstellung gibt der Ameisenbär in der ... emsigen Fuge: den „unbeschreiblich langweiligen Alptraum“, ein Buch auf der Buchstabenstufe zu verstehen.)


  Ich persönlich neige zu der Hypothese, daß eine derartige vielstöckige Architektur der Systeme für die Verarbeitung von Konzepten gerade dann notwendig wird, wenn Bilder und Analogien betreffende Vorgänge signifikante Elemente des Programms werden — im Gegensatz zu Vorgängen, die vermutlich streng deduktive Schlußfolgerungen vollziehen. Solche Vorgänge können im wesentlichen auf nur einer einzigen Ebene programmiert werden und sind deshalb qua Definition „abschöpfbar“. Nach meiner Hypothese benötigen also bildliche und analoge Gedankengänge ihrem Wesen nach verschiedene Substratschichten und sind deshalb von Natur aus nicht abschöpfbar. Außerdem glaube ich, daß genau an diesem Punkt die Kreativität an den Tag tritt, was bedeutet, daß die Kreativität auf gewissen Arten von „uninterpretierbaren“ Vorgängen tieferer Stufe beruht. Die Schichten, die das Analogiedenken tragen, sind natürlich von außerordentlichem Interesse, und ein paar Überlegungen über ihre Form werde ich in den nächsten zwei Kapiteln vorlegen.


  Reduktionistische Glaubensartikel


  Über die höheren und tieferen Stufen im Gehirn kann man sich unter anderem auf folgende Weise Gedanken machen: Man könnte ein Netz von Neuronen zusammenstellen, das auf der lokalen (Neuron-zu-Neuron-)Stufe sich so verhielte, daß es sich von einem Neuronennetz im Gehirn nicht unterscheiden ließe, aber keinerlei Bedeutung höherer Ordnung hätte. Die Tatsache, daß die tiefere Stufe aus wechselwirkenden Neuronen zusammengesetzt ist, erzwingt nicht notwendigerweise, daß eine Bedeutung höherer Stufe auftritt, so wenig wie die Tatsache, daß Buchstabensuppe Buchstaben enthält, uns zwingt, in der Schüssel herumschwimmende sinnvolle Sätze zu finden. Bedeutung höherer Stufe ist nur eine mögliche Eigenschaft eines Neuronennetzes — was die Folge von Evolution- und Umweltdruck sein kann.


  Das Diagramm in Abb. 107 illustriert die Tatsache, daß das Auftreten einer höheren Bedeutungsstufe nicht zwingend ist. Der nach oben gerichtete Pfeil zeigt an, daß es ein Substrat ohne höhere Bedeutungsstufe geben kann, aber nicht umgekehrt: Die höhere Stufe muß aus den Eigenschaften einer tieferliegenden abgeleitet werden.


  Das Diagramm enthält einen Hinweis auf eine Computer-Simulation eines Neuronennetzwerks. Im Prinzip ist das durchführbar, so kompliziert das Netzwerk auch sein mag, vorausgesetzt, daß das Verhalten individueller Neuronen in der Form von Berechnungen beschrieben werden kann, die ein Computer auszuführen vermag. Das ist eine sehr subtile Bedingung, die nur wenige anzweifeln werden. Dennoch ist sie ein Stück
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  Abb. 107. Auf der Aktivität der Neuronen "schwimmend“, spiegelt die Symbolebene des Gehirns die ganze Welt. Die Aktivität der Neuronen als solche, die auf einem Computer simuliert werden kann, schafft noch kein Denken; das bedarf höherer Organisationsebenen.


  „reduktionistischen Glaubens“, man könnte sie als eine „mikroskopische“ Version der Church-Turing-These auffassen. Wir sprechen sie wie folgt aus:


  CHURCH-TURING-THESE, MIKROSKOPISCHE VERSION: Das Verhalten der Einzelteile eines Lebewesens kann von einem Computer simuliert werden. Vorausgesetzt, daß eine genügend genaue Beschreibung des inneren Zustands und der näheren Umgebung vorliegt, kann das Verhalten jeder Komponente (typischerweise etwa einer Zelle) mit jeder gewünschten Genauigkeit vermittels eines FlooP-Programms berechnet werden.


  Diese Version der Church-Turing-These sagt uns, daß Vorgänge im Gehirn nichts „Mystisches“ an sich haben, obgleich sie mehr Organisationsebenen besitzen als etwa die Verdauungsvorgänge. Hier und heute wäre die Behauptung undenkbar, daß der Mensch seine Nahrung nicht durch gewöhnliche chemische Prozesse, sondern durch eine Art mysteriöser und magischer „Assimilierung“ verdaut. Diese Version der CT-These dehnt diese Art von „normalem“ Argumentieren einfach auf die Vorgänge im Gehirn aus. Kurz, es ist nichts anderes als der Glaube, daß das Gehirn auf eine Weise funktioniert, die prinzipiell einsehbar ist. Es ist ein Stück reduktionistischen Glaubens.


  Eine natürliche Folge der Mikroskopischen CT-These ist die recht knappe neue makroskopische Version:


  CHURCH-TURING-THESE, REDUKTIONISTISCHE VERSION: Alle Gehirnprozesse leiten sich aus einem berechenbaren Substrat her.


  Diese Aussage ist das stärkste theoretische Fundament, das sich zur Stützung der Möglichkeit einer Verwirklichung von Artifizieller Intelligenz angeben läßt.


  Selbstverständlich ist das Ziel der AI-Forschung nicht das Simulieren von neuralen Netzwerken, denn sie beruht auf einem Glauben anderer Art: daß es wahrscheinlich wichtige Eigenschaften der Intelligenz gibt, die auf völlig anderen Substraten als organischen Gehirnen in Umlauf gebracht werden können. Abb. 108 zeigt die vermutlichen Beziehungen zwischen Artifizieller Intelligenz, natürlicher Intelligenz und der wirklichen Welt.


  Paralleler Fortschritt bei AI und Gehirnsimulation?


  Die Vorstellung, daß die Hardware des Gehirns eines Tages simuliert oder dupliziert werden muß, wenn AI erreicht werden soll, ist zumindest jetzt noch für viele AI-Forscher abstoßend. Doch fragt man sich: „Wie fein werden wir das Gehirn kopieren müssen, um AI zu erreichen?“ Die richtige Antwort ist wohl die, daß alles davon abhängt, wieviele Eigenschaften des menschlichen Bewußtseins man zu simulieren wünscht.


  Ist die Fähigkeit, Dame zu spielen, ein hinreichendes Anzeichen für Intelligenz? Wenn ja, dann existiert AI bereits, da für das Damespiel Programme vorliegen. Oder ist Intelligenz eine Fähigkeit, Funktionen wie bei Mathematik-Erstsemestern symbolisch zu integrieren? Wenn ja, dann gibt es AI bereits, denn symbolische Integrationsprogramme übertreffen in den meisten Fällen die besten Leute. Oder ist Intelligenz die
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  Abb. 108. Wesentlich für die Bemühungen der AI-Forschung ist die Vorstellung, daß die Symbol-Ebenen des Geistes von ihrem neuralen Substrat „abgeschöpft“ werden und anderen Medien, z. B. dem elektronischen Substrat von Computern, eingegeben werden können. Wie tief dieses Kopieren des Gehirns reichen muß, ist zur Zeit noch völlig unklar.


  Fähigkeit, gut Schach zu spielen? Wenn ja, dann ist AI auf dem besten Weg, da Schachprogramme den meisten guten Amateuren überlegen sind; das Niveau des Computer-Schach wird wohl weiterhin langsam steigen.


  Die Frage, welche Eigenschaften — mechanisch umgesetzt — unzweifelhaft Intelligenz konstituieren würden, wurde historisch sehr naiv betrachet. Mitunter hat es den Anschein, als enthülle jeder Schritt in Richtung auf AI nicht etwas, bei dem alle sich einig sind, daß es sich um wirkliche Intelligenz handelt, sondern bloß, was wirkliche Intelligenz nicht ist. Wenn Intelligenz Lernen, Kreativität, gefühlsmäßige Reaktion, Schönheitssinn, Bewußtsein seiner selbst einschließt, dann haben wir einen langen Weg vor uns, und es ist möglich, daß all das sich erst verwirklichen läßt, wenn wir ein menschliches Gehirn vollständig dupliziert haben.


  Die Schönheit, der Krebs und die Seele


  Was sagt uns das alles über das virtuose Spiel des Krebses vor Achilles? Hier sind zwei Probleme miteinander vermengt, nämlich:


  
    
      	
        1)

      

      	
        Könnte irgendein Gehirnprozeß unter irgendwelchen Umständen völlig zuverlässig zwischen wahren und falschen TNT-Aussagen unterscheiden, ohne die Church-Turing-These zu verletzen — oder ist das im Prinzip unmöglich?

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        Ist die Wahrnehmung von Schönheit ein Gehirnprozeß?

      
    

  


  Zunächst einmal die Antwort auf 1): Wenn Verletzungen der Church-Turing-These zugelassen werden, dann scheint für die seltsamen Geschehnisse in diesem Dialog kein grundlegendes Hindernis vorzuliegen. Uns interessiert also, ob jemand, der an die Church-Turing-These glaubt, nicht an die Fähigkeit des Krebses glaubt. Nun, es kommt ganz darauf an, an welche Version der CT-These man glaubt. Hält man sich zum Beispiel an die Öffentliche Version, dann kann man das Verhalten des Krebses sehr leicht mit ihr in Einklang bringen, indem man fordert, daß die Fähigkeit des Krebses nicht vermittelbar ist. Wer dagegen an die reduktionistische Version glaubt, dem wird es schwerfallen, an die offenbare Fähigkeit des Krebses zu glauben (wegen des in Kürze vorzustellenden Satzes von Church). Wer an die dazwischenliegende Version glaubt, kann sich ein gewisses Maß an Verschwommenheit leisten. Wer natürlich seinen Standpunkt je nach Bedarf wechselt, kann sogar noch konfuser daherreden.


  Es ist wohl angebracht, eine neue Version der CT-These vorzulegen, und zwar eine, die eine große Zahl von Menschen stillschweigend voraussetzen, und die in verschiedenen Spielarten von verschiedenen Autoren öffentlich vertreten worden ist. Einige der bekanntesten sind die Philosophen Hubert Dreyfus, S. Jaki, Mortimer Taube und J. R. Lucas, der Biologe und Philosoph Michael Polanyi (ein Holist par excellence), der bekannte australische Neurophysiologe John Eccles. Sicher gibt es viele andere Autoren, die ähnliche Ideen ausgesprochen haben, und unzählige Leser, die für sie Verständnis aufbringen. Im Nachstehenden habe ich versucht, den allen gemeinsamen Kern zusammenfassend darzustellen. Ich bin ihm vielleicht nicht in allem gerecht geworden, aber ich habe versucht, das Flair so genau wie möglich wiederzugeben.


  CHURCH-TURING-THESE, HOLISTISCH BESEELTE VERSION: Gewisse Dinge, die das Gehirn verrichten kann, können auf einem Computer annähernd simuliert werden, die meisten jedoch nicht und ganz gewiß nicht die interessantesten. Aber selbst wenn sie alle nachgeahmt werden könnten, wäre immer noch die Seele zu erklären, und zu ihr haben die Computer keinen Zugang.


  Diese Version hängt mit der Geschichte vom Magnifikrebs in doppelter Hinsicht zusammen. Erstens werden ihre Anhänger die Geschichte vermutlich als einfältig und unplausibel abtun — aber nicht als prinzipiell unerlaubt. Zweitens würden sie wohl behaupten, daß die Fähigkeit, Qualitäten wie etwa Schönheit zu würdigen, eine der Eigenschaften ist, die mit der schwer greifbaren Seele zu tun haben und daher ihrem Wesen nach nur Menschen, nicht aber Maschinen möglich ist.


  Auf diesen zweiten Punkt werden wir gleich zurückkommen; da wir aber schon beim Thema der „holistisch Beseelten“ sind, sollten wir die letzte Version in einer noch extremeren Fassung darlegen, und es ist diese Fassung, die eine große Zahl von Gebildeten in unserer Zeit vertritt:


  CHURCH-TURING-THESE, THEODORE-ROSZAK-VERSION: Computer sind lächerlich. Das gilt für die Wissenschaft überhaupt.


  Diese Ansicht ist bei gewissen Menschen im Schwang, die in allem, was nach Zahlen oder nach Genauigkeit schmeckt, eine Bedrohung menschlicher Werte erblicken. Schade ist, daß sie die Tiefe, Komplexität und Schönheit nicht zu würdigen wissen, die die Erforschung abstrakter Strukturen; wie etwa der des menschlichen Geistes, enthüllt, wo man tatsächlich In engen Kontakt mit den letzten Fragen nach dem Wesen des Menschen kommt.


  Zurück zur Schönheit. Wir wollten uns überlegen, ob die Erkenntnis der Schönheit ein Vorgang im Gehirn ist, und wenn ja, ob ein Computer ihn nachbilden kann. Wer glaubt, daß sie sich nicht aufs Gehirn zurückführen läßt, glaubt sicher nicht, daß ein Computer diese Eigenschaft besitzt. Diejenigen aber, die an einen Gehirnprozeß glauben, teilen sich ihrerseits je nach der CT-These-Version, an die sie glauben, in verschiedene Gruppen auf. Ein konsequenter Reduktionist müßte glauben, daß jeder Gehirnvorgang grundsätzlich in ein Computerprogramm transformiert werden kann; andere jedoch könnten der Ansicht sein, daß „Schönheit“ ein zu locker definierter Begriff ist, als daß ein Computerprogramm jemals damit etwas anfangen könnte. Vielleicht meinen sie, daß die Wahrnehmung der Schönheit ein Element des Irrationalen enthalten muß, und deshalb mit dem eigentlichen Wesen eines Computers unvereinbar ist.


  Irrationales und Rationales können auf verschiedenen Ebenenkoexistieren


  Indessen beruht die Vorstellung, daß „Irrationalität mit Computern unvereinbar“ sei, auf einer schwerwiegenden Verwirrung der Ebenen. Diese irrige Auffassung rührt von der Vorstellung her, daß Computer fehlerfrei funktionierende Maschinen sind, die deshalb auf allen Ebenen „logisch“ sein müssen. Und doch liegt es auf der Hand, daß ein Computer angewiesen werden kann, eine Folge unlogischer Aussagen auszudrucken — oder, zur Abwechslung, ein Bündel von Aussagen mit zufälligem Wahrheitsgehalt. Und ein Computer würde keine Fehler begehen, wenn er diesen Anweisungen folgte! Im Gegenteil — ein Fehler wäre es, wenn der Computer etwas anderes ausdruckte als die Aussage, die auszudrucken er angewiesen worden ist. Das zeigt, wie fehlerfreies Funktionieren auf einer Ebene der Symbolmanipulation auf einer höheren Stufe zugrunde liegen kann — und die Ziele auf der höheren Ebene haben vielleicht überhaupt nichts mit der Verbreitung der WAHRHEIT zu tun.


  Man kann dieses Problem auch dadurch ins richtige Licht rücken, indem man sich daran erinnert, daß auch ein Gehirn eine Ansammlung fehlerfrei funktionierender Elemente — der Neuronen — ist. Wann immer die Schwelle eines Neurons von der Summe der eingehenden Symbole überschritten wird, wird es erregt und feuert — PENG! — seine Impulse ab. Daß ein Neuron sein arithmetisches Wissen vergißt, sorglos seinen Input addiert und ein falsches Ergebnis erhält, kommt nie vor. Sogar wenn ein Neuron stirbt, funktioniert es weiterhin richtig in dem Sinn, daß seine Bestandteile weiterhin an die Gesetze der Mathematik und der Physik gebunden sind. Wie wir aber alle wissen, sind Neuronen durchaus fähig, Verhalten hoher Stufe, das aber falsch ist, in ganz erstaunlicher Weise zu unterstützen. Abb. 109 soll solch ein Aufeinanderprallen von Ebenen zeigen: einen unrichtigen Glauben in der Software des Geistes, gestützt durch die Hardware eines fehlerfrei funktionierenden Gehirns.


  Der springende Punkt — einer, den wir in früheren Zusammenhängen mehrfach
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  Abb. 109. Das Gehirn ist rational , der Geist vielleicht nicht. [Zeichnung des Autors.]


  betont haben — ist einfach der, daß Bedeutung auf zwei oder mehr verschiedenen Stufen eines Symbole manipulierenden Systems vorkommen kann, und daß es zusammen mit Bedeutung auf allen Stufen Richtigkeit und Unrichtigkeit geben kann. Ob auf einer bestimmten Stufe Bedeutung vorhanden ist, bestimmt sich dadurch, ob Realität in einer isomorphen (oder lockeren) Weise auf dieser Stufe widergespiegelt wird. So hat also die Tatsache, daß die Neuronen immer richtige Additionen (und noch viel verwickeltere Operationen) ausführen, überhaupt keinen Einfluß auf die Richtigkeit der Schlußfolgerungen jener höchsten Stufe, die von ihrer Maschinerie getragen wird. Ob die oberste Stufe damit beschäftigt ist, Kōans in Booleschem Buddhismus zu beweisen oder über SÄTZE der Zen-Algebra zu meditieren — die Neuronen funktionieren rational. Gleichermaßen sind die symbolischen Vorgänge auf hoher Stufe, die im Gehirn die Erfahrung der Schönheit schaffen, auf der unteren Ebene, wo das fehlerfreie Funktionieren stattfindet, durchaus rational; jede etwaige Irrationalität liegt auf einer höheren Ebene und ist ein Epiphänomen — eine Folgeerscheinung — der Vorgänge auf der tieferen Stufe.


  Um es noch mit anderen Worten zu sagen: nehmen wir an, es falle jemandem schwer zu entscheiden, ob er seinen Hamburger mit Käse oder mit Ananas bestellen soll. Heißt das, daß seine Neuronen ebenfalls zögern und bei der Entscheidung, ob sie sich erregen lassen sollen oder nicht, Schwierigkeiten haben? Natürlich nicht. Die Unentschlossenheit bei der Wahl des Hamburgers ist ein Zustand hoher Stufe, der vollständig von der Erregung von Tausenden von Neuronen in äußerst straff organisierter Art und Weise abhängt. Das ist ein bißchen ironisch, denkt man aber darüber nach, so liegt es auf der Hand. Dennoch ist es wahrscheinlich fair zu sagen, daß fast alle Verwirrung über Gehirne und Computer ihren Ursprung in eben solch elementaren Verwirrungen zwischen verschiedenen Ebenen hat.


  Es besteht kein Grund zu der Annahme, daß fehlerfrei funktionierende Hardware ein solches Verhalten nicht tragen könne, das so komplizierte Zustände wie Verwirrung, Vergessen und Erfahrung von Schönheit repräsentieren würde. Man müßte umfangreiche Teilsysteme voraussetzen, die nach einer komplexen „Logik“ miteinander interagieren. Das zutage liegende Verhalten könnte entweder rational oder irrational erscheinen, aber darunter läge die Leistung zuverlässiger logischer Hardware.


  Noch einmal: Haut den Lucas!


  Übrigens liefert uns diese Art von Unterscheidung zwischen verschiedenen Stufen neue Munition in unserer Auseinandersetzung mit Lucas. Sein Argument beruht auf der Vorstellung, daß Gödels Satz definitionsgemäß auf Maschinen anwendbar ist. Das betont Lucas mit großem Nachdruck:


  Gödels Satz muß für kybernetische Maschinen gelten, weil es zum Wesen der Maschine gehört, daß sie ein konkretes Beispiel eines formalen Systems ist. 9


  Wie wir gesehen haben, trifft das auf der Hardware-Stufe zu; da es aber noch höhere Stufen geben kann, ist das nicht das letzte Wort zu diesem Thema. Nun erweckt Lucas den Eindruck, daß es in jenen den Geist imitierenden Maschinen, von denen er spricht, nur eine Stufe gibt, auf der die Manipulation von Symbolen stattfindet. Zum Beispiel könnte die Abtrennungsregel (die er in seinem Artikel „Modus ponens“ nennt) in der Hardware verdrahtet sein und wäre dann eine unabänderliche Eigenschaft einer solchen Maschine. Er geht noch weiter und gibt zu verstehen: Wenn der Modus ponens kein unabdingbarer Pfeiler des Systems der Maschine wäre, sondern sie sich gelegentlich darüber hinwegsetzen könne, hätte


  ... das System ... aufgehört, ein formal logisches System zu sein, und die Maschine kann kaum als Modell des Geistes genommen werden. 10


  Nun haben viele AI-Forschungsprogramme mit Programmen mit feststehenden Folgerungsregeln und feststehenden Mengen von Axiomen zur Erzeugung von allgemeinen zahlentheoretischen Wahrheiten sehr wenig zu tun. Und doch sind sie gewiß als „Modell des Geistes“ gedacht. Auf ihrer obersten, der „informalen“ Stufe, kann die Manipulation von Bildern, die Formulierung von Analogien, das Vergessen von Gedanken, die Verwirrung von Begriffen, das Verwischen von Unterschieden usw. stattfinden. Das jedoch widerspricht der Tatsache nicht, daß sie ebenso auf dem korrekten Funktionieren der zugrundeliegenden Hardware beruhen, wie das Gehirn von der richtigen Funktion seiner Neuronen abhängt. AI-Programme sind also noch immer „konkrete Beispiele formaler Systeme“ — aber Maschinen, auf die Lucas' Ummodelung von Gödels Beweis anzuwenden wäre, sind sie nicht. Lucas' Argument gilt nur für die unterste Stufe, und die Intelligenz, so groß oder klein sie sein mag, liegt nicht dort.


  Lucas verrät seine allzu sehr vereinfachte Vorstellung davon, wie Gehirnprozesse in Computerprogrammen darzustellen wären, noch auf andere Weise. In seiner Erörterung der Widerspruchsfreiheit schreibt er:


  Wären wir tatsächlich widerspruchsvolle Maschinen, sollten wir uns mit unseren Widersprüchen abfinden, und wieder ganz glücklich beide Hälften einer widersprüchlichen Behauptung bejahen. Zudem wären wir bereit, absolut alles zu sagen und das sind wir nicht. Man kann leicht beweisen, daß sich in einem widerspruchsvollen formalen System alles beweisen läßt. 11


  Dieser letzte Satz zeigt, daß Lucas annimmt, die Aussagenlogik müsse notwendigerweise in ein formales System eingebaut werden, das folgerichtiges Denken ausführt. In diesem Zusammenhang denkt er an den aussagenlogischen SATZ <<P∧~P>⊃Q>. Offensichtlich ist er der irrigen Meinung, dieser SATZ sei eine notwendige Eigenschaft mechanischen folgerichtigen Denkens. Indessen ist es durchaus einleuchtend, daß logische Gedankengänge, wie folgerichtiges Denken in der Aussagenlogik, als Folge der allgemeinen Intelligenz eines AI-Programms auftaucht und nicht, weil sie vorprogrammiert wäre. Das ist es, was in den Menschen geschieht! Und es liegt kein besonderer Grund zur Annahme vor, daß die strenge Aussagenlogik mit ihren starren Regeln und der eher einfältigen Definition der Widerspruchsfreiheit, die sich aus ihnen ergibt, aus einem solchen Programm auftauchte.


  Eine Untermauerung für Al


  Wir können diesen Ausflug in das Gebiet der unterschiedlichen Ebenen zusammenfassen und erhalten so die endgültige, stärkste Fassung der Church-Turing-These:


  CHURCH-TURING-THESE, AI-VERSION: Geistige Prozesse jeder Art können durch ein Computerprogramm simuliert werden, dessen zugrundeliegende Sprache der von FlooP gleichkommt, das heißt in dem alle partiell rekursiven Funktionen programmiert werden können.


  Es wäre noch darauf hinzuweisen, daß in der Praxis viele AI-Forscher sich auf einen anderen Glaubenssatz stützen, der eng mit der CT-These verwandt ist, und den ich die AI-These nenne. Sie lautet ungefähr folgendermaßen:


  AI-THESE: In dem Grad, in dem sich die Intelligenz von Maschinen entwickelt, werden die ihr zugrundeliegenden Mechanismen allmählich mit den der menschlichen Intelligenz zugrundeliegenden Mechanismen konvergieren.


  In anderen Worten sind alle Intelligenzen nur Variationen eines einzigen Themas; um wahrhafte Intelligenz zu erschaffen, müssen die AI-Forscher zu noch tiefer liegenden Stufen vorstoßen, immer näher zu den Gehirnmechanismen, wenn sie wollen, daß ihre Maschinen die Fähigkeiten erreichen, die wir besitzen.


  Churchs Satz


  Kehren wir nunmehr zum Krebs zurück und zu der Frage, welches Entscheidungsverfahren für die Eigenschaft, SATZ zu sein (dort präsentiert als Filter für musikalische Schönheit), sich mit der Wirklichkeit verträgt. Die Geschehnisse im Dialog lassen nicht darauf schließen, ob das Talent des Krebses die Fähigkeit ist, SÄTZE von Nicht-SÄTZEN oder auch wahre Aussagen von falschen zu unterscheiden. In vielen Fällen läuft das natürlich aufs gleiche hinaus, aber Gödels Satz zeigt, daß das nicht immer der Fall ist. Doch das macht nichts: Beide Alternativen sind unmöglich, wenn man der AI-Version der Church-Turing-These glaubt. Die Behauptung, daß in einem formalen System mit der Leistungsfähigkeit von TNT ein Entscheidungsverfahren für SATZheit unmöglich ist, ist als Churchs Satz bekannt. Die Behauptung, daß ein Entscheidungsverfahren für zahlentheoretische Wahrheit unmöglich sei, wenn eine solche Wahrheit existiert was man mit Fug und Recht bezweifeln kann, nachdem man alle Verästelungen von TNT kennengelernt hat —, geht ohne Schwierigkeit aus Tarskis Satz hervor (veröffentlicht 1933, obschon die Idee Tarski schon sehr viel früher bekannt war).


  Die Beweise für diese zwei äußerst wichtigen Ergebnisse der Metamathematik sind sehr ähnlich. Beide leiten sich leicht aus selbstbezüglichen Konstruktionen ab. Betrachten wir zunächst die Frage eines Entscheidungsverfahrens für TNT-SATZheit. Gäbe es ein einheitliches Entscheidungsverfahren, in welche Klasse — „SATZ“ oder „Nicht-SATZ“ — eine bestimmte Formel X fiele, dann existierte kraft der CT-These (Standardversion) ein endliches FlooP-Programm (eine allgemein rekursive Funktion) das die gleiche Entscheidung treffen könnte, wenn man ihm die Gödelnummer der Formel X eingibt. Entscheidend dabei ist, daß jede Eigenschaft, die man durch ein endliches FlooP-Programm testen kann, innerhalb von TNT repräsentiert ist. Das heißt, daß die Eigenschaft TNT-SATZ zu sein, innerhalb von TNT repräsentiert (statt nur ausgedrückt) würde. Wie wir aber gleich sehen werden, würden wir in Schwierigkeiten geraten, denn wenn SATZheit ein repräsentierbares Attribut ist, dann wird die Gödel-Formel G so tückisch wie die Paradoxie des Epimenides.


  Alles hängt davon ab, was G sagt: „G ist kein SATZ in TNT“ Angenommen G wäre ein SATZ. Da SATZheit angeblich repräsentiert wird, wäre die TNT-Formel, die besagt „G ist ein SATZ“ ein SATZ von TNT. Diese Formel aber ist ~G, die Negation von G, so daß TNT widerspruchsvoll ist. Auf der anderen Seite: Nehmen wir an, daß G kein SATZ wäre. Dann wäre wegen der angeblichen Darstellbarkeit der SATZheit die Formel, die behauptet: „G ist kein SATZ“ ein SATZ von TNT. Diese Formel ist jedoch G und wieder landen wir bei einer Paradoxie. Einen Ausweg daraus, wie vorher, gibt es nicht. Das Problem ergibt sich aus der Annahme, daß SATZheit durch eine Formel in TNT repräsentiert ist, und deshalb müssen wir noch einmal kehrt machen und diese Annahme ausradieren. Das zwingt uns auch zum Schluß, daß kein FlooP-Programm die Gödelnummer eines SATZES von der eines Nicht-SATZES zu unterscheiden weiß. Wenn wir schließlich die AI-Version der CT-These zitieren, müssen wir noch weiter zurückgehen und schließen, daß es keinerlei Methode geben könnte, mittels derer Menschen SÄTZE auf zuverlässige Weise von Nicht-SÄTZEN unterscheiden können — und das schließt auf Schönheit beruhende Entscheidungen ein. Wer sich an die öffentliche Version hält, könnte die Leistung des Krebses noch immer für möglich halten, aber von allen Versionen dürfte das diejenige sein, die zu rechtfertigen am schwierigsten ist.


  Tarskis Satz


  Gehen wir zu Tarskis Satz über. Tarski fragte, ob es ein Möglichkeit gebe, innerhalb von TNT den Begriff der zahlentheoretischen Wahrheit auszudrücken. Daß SATZheit ausdrückbar ist (wenn auch nicht repräsentierbar), haben wir gesehen. Tarski war an der analogen, den Begriff der Wahrheit betreffenden Frage Interessiert. Genauer gesagt wollte er feststellen, ob es eine TNT-Formel mit einer einzigen freien Variablen a gibt, die so übersetzt werden kann:


  „Die Formel, deren Gödelnummer a ist, drückt eine Wahrheit aus.“


  Nehmen wir — mit Tarski — an, daß es eine solche gibt, die wir abgekürzt mit WAHR{a} bezeichnen wollen. Nun wollen wir das Diagonal-Vorgehen verwenden, um eine Formel zu finden, die von sich selber sagt, sie sei falsch. Wir kopieren das Vorgehen Gödels genau und fangen mit einem „Onkel“ an:


  ∃a:<~WAHR{a}∧ARITHMOQUINE{a'',a}>


  Nehmen wir an, die Gödelnummer des Onkels ist t. Wir arithmoquinieren nun genau diesen Onkel und erzeugen die Tarski-Formel T:
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  Wenn interpretiert, besagt diese:


  „Die Arithmoquinierung von t ist die

  Gödelnummer einer falschen Aussage.“


  Da aber die Arithmoquinierung von t die Gödelnummer von T selbst ist, reproduziert Tarskis Formel T trefflich die Paradoxie von Epimenides innerhalb von TNT und sagt von sich selbst: „Ich bin eine Unwahrheit.“ Das führt natürlich zum Schluß, daß sie gleichzeitig wahr und falsch sein muß (oder gleichzeitig keines von beiden). Und daraus ergibt sich ein weiteres Problem: Was ist denn so schlimm, wenn man die Paradoxie des Epimenides reproduziert? Ist das überhaupt wichtig? Schließlich gibt es sie auch auf deutsch, und trotzdem hat sich die deutsche Sprache noch nicht in Rauch aufgelöst.


  Die Unmöglichkeit des Magnifikrebs'


  Eine Antwort erhalten wir, wenn wir uns daran erinnern, daß es sich hier um zwei Bedeutungsebenen handelt; die eine haben wir soeben benutzt, die andere ist eine zahlentheoretische Aussage. Wenn es die Tarski-Formel T tatsächlich gäbe, dann wäre sie eine Aussage über natürliche Zahlen, die sowohl wahr als auch falsch ist! Hier liegt die Schwierigkeit. Während wir die auf deutsch formulierte Paradoxie unter den Teppich kehren können, indem wir sagen, daß ihr Inhalt (ihre Wahrheit) abstrakt ist, trifft das nicht mehr zu, wenn sie zu einer konkreten Aussage über Zahlen wird! Wenn uns das lächerlich vorkommt, dann müssen wir unsere Annahme fallen lassen, daß die Formel WAHR{a} existiert. So gibt es keine Möglichkeit, den Begriff der Wahrheit innerhalb von TNT auszudrücken. Man beachte, daß das die Wahrheit zu einer weit schwieriger zu erfassenden Eigenschaft macht als SATZheit, denn die ist ausdrückbar. Die gleichen Gründe wie vorher (wozu auch die Church-Turing-These, AI-Version, gehört) bringen uns zur folgenden Schlußfolgerung:


  Das Gehirn des Krebses kann genau so wenig ein Instrument zur Erkenntnis der Wahrheit sein, wie es eines zur Erkenntnis von TNT-SÄTZEN ist.


  Das erste liefe dem Tarski-Church-Turing-Satz zuwider („für die arithmetische Wahrheit gibt es kein Entscheidungsverfahren“), und das letztere dem Satz von Church.


  Zwei Formtypen


  Es ist äußerst interessant, über die Bedeutung des Wortes „Form“ nachzudenken, wie es auf Konstruktionen beliebig komplexer Gestalten angewendet wird. Worauf reagieren wir zum Beispiel, wenn wir ein Gemälde betrachten und seine Schönheit empfinden? Ist es die „Form“ der Linien und Punkte auf unserer Netzhaut? Offensichtlich muß es das sein, denn auf diese Weise wird es zu den analytischen Mechanismen in unseren Köpfen weitergeleitet — aber die Komplexität der Verarbeitung gibt uns das Gefühl, daß wir nicht einfach eine zweidimensionale Oberfläche betrachten; wir reagieren auf eine Art „innerer Bedeutung“ im Bild, einen vieldimensionalen Aspekt, der innerhalb dieser zwei Dimensionen irgendwie eingefangen worden ist. Wichtig ist hier das Wort „Bedeutung“. Unser Gehirn enthält Dolmetscher, die zweidimensionale Anordnungen akzeptieren und dann aus ihnen vieldimensionale Vorstellungen von solcher Komplexität „herausziehen“, daß wir sie nicht rational beschreiben können. Das gleiche gilt übrigens auch für unsere Reaktion auf Musik.


  Subjektiv hat man das Gefühl, daß der Mechanismus zum „Herausziehen“ von innerer Bedeutung überhaupt nichts mit einem Entscheidungsverfahren zu tun hat, welches das Vorhandensein oder das Fehlen einer besonderen Qualität, wie Wohlgeformtheit in einer Zeichenkette, prüft. Vermutlich rührt das daher, daß die innere Bedeutung etwas ist, das im Lauf der Zeit immer mehr von sich zu erkennen gibt. Man kann — anders als bei der Wohlgeformtheit — niemals sicher sein, daß man dieses Problem endgültig erledigt hat.


  Dies legt eine Unterscheidung nahe, die zwischen den beiden Bedeutungen von „Form“ in den Mustern, die wir analysieren, vorgenommen werden könnte. Zunächst gibt es Eigenschaften wie z. B. Wohlgeformtheit, die durch voraussagbare endliche Tests entdeckt werden können, wie in BlooP-Programmen. Das werde ich syntaktische Qualitäten der Form nennen. Bei den syntaktischen Aspekten der Form spürt man intuitiv, daß sie nahe an der Oberfläche liegen und deshalb nicht zur Erzeugung vieldimensionaler kognitiver Strukturen führen.


  Dagegen sind die semantischen Aspekte der Form jene, die nicht in voraussagbaren Zeitspannen getestet werden können: Sie erfordern offene Tests. Ein solcher Aspekt ist, wie wir gesehen haben, die SATZheit von TNT-Ketten. Man kann nicht einfach einen beliebigen Standard-Test auf die Kette anwenden und feststellen, ob es sich um einen SATZ handelt. Die Tatsache, daß ihre Bedeutung ins Spiel kommt, hängt irgendwie aufs engste mit den Schwierigkeiten zusammen, festzustellen, ob eine Kette ein TNT-SATZ ist oder nicht. Das Herausholen der Bedeutung einer Kette bedingt im wesentlichen, daß man alle Implikationen ihrer Beziehungen zu anderen Ketten feststellt, und das führt gewiß einen am Ende offenen Weg hinab. So sind die „semantischen“ Eigenschaften mit offenen Tests verbunden, weil — und das ist wichtig — die Bedeutung eines Objektes nicht im Objekt selbst lokalisiert ist. Das heißt nicht, daß es erst am Ende aller Zeiten möglich ist, die Bedeutung eines Objekts zu verstehen, denn während die Zeit verstreicht, entfaltet sich immer mehr Bedeutung. Es gibt aber immer auch Bedeutungsaspekte, die beliebig lange verhüllt bleiben.


  Bedeutung folgt aus Verbindungen mit kognitiven Strukturen


  Gehen wir zur Abwechslung von Ketten zu Musikstücken über. Wer will, kann noch immer für jede Erwähnung eines Musikstücks den Ausdruck „Kette“ einfügen. Die Diskussion soll allgemeiner Art sein, aber ihr „Aroma“ läßt sich, meine ich, besser vermitteln, wenn wir uns auf Musik beziehen. Was die Bedeutung eines Musikstücks anbetrifft, so besteht eine seltsame Dualität: Einerseits scheint sie wegen ihrer Beziehung zu vielen anderen Dingen in dieser Welt weit verstreut — und doch leitet sich andererseits die Bedeutung eines Musikstücks von der Musik selbst ab, muß also innerhalb der Musik lokalisiert sein.


  Die Auflösung dieses Dilemmas findet man, wenn man über den Interpretierer nachdenkt — den Mechanismus, der das Herausholen von Bedeutung besorgt. (Mit „Interpretierer“ meine ich in diesem Zusammenhang den Mechanismus im Hörer, der für sich Bedeutung ableitet.) Der Interpretierer kann viele wichtige Aspekte der Bedeutung eines Stücks entdecken, wenn er es zum ersten Mal hört; das scheint die Ansicht zu bestätigen, daß die Bedeutung im Stück selbst liegt und einfach abgelesen wird. Das ist aber nur ein Teil der Geschichte. Der Musik-Interpretierer arbeitet so, daß er eine vieldimensionale kognitive Struktur errichtet — eine geistige Repräsentation des Stücks — die er mit bereits vorliegender Information zu integrieren sucht, indem er Verbindungen zu anderen vieldimensionalen geistigen Strukturen findet, die frühere Erfahrungen codieren. Während dieses Vorgangs entfaltet sich allmählich die volle Bedeutung. Es können Jahre vergehen, bevor man das Gefühl hat, zur innersten Bedeutung eines Stücks vorgedrungen zu sein. Das scheint die entgegengesetzte Ansicht zu bestätigen: daß die musikalische Bedeutung verzettelt daliegt und daß es Aufgabe des Interpretierers ist, sie allmählich zusammenzufügen.


  Ohne Zweifel liegt die Wahrheit irgendwo in der Mitte: Bedeutungen, musikalische wie linguistische, lassen sich bis zu einem gewissen Grad lokalisieren. In der Ausdrucksweise von Kapitel VI können wir sagen, daß musikalische Stücke und Texte zum Teil Auslöser sind und zum anderen Teil Träger einer expliziten Bedeutung. Eine anschauliche Illustration dieses Bedeutungsdualismus liefert eine Tafel mit einer alten Inschrift: die Bedeutung ist zum Teil in Bibliotheken und den Köpfen von Gelehrten in der ganzen Welt aufbewahrt, und doch ist sie auch offensichtlich in der Tafel selbst implizit.


  So besteht eine andere Möglichkeit, den Unterschied zwischen „syntaktischen“ und „semantischen“ Eigenschaften (im oben dargestellten Sinn) zu charakterisieren, darin, daß die syntaktischen eindeutig in dem in Frage stehenden Objekt vorhanden sind, während semantische Eigenschaften von den Beziehungen zu einer potentiell unendlichen Klasse anderer Objekte abhängen und sich deshalb nicht vollständig lokalisieren lassen. Im Prinzip haben syntaktische Eigenschaften nichts Kryptisches oder Okkultes an sich, während bei semantischen die Verborgenheit zum Wesen gehört. Das ist der Grund dafür, daß ich zwischen „syntaktisch“ und „semantisch“ eine Unterscheidung vornehmen möchte.


  Schönheit, Wahrheit und Form


  Wie steht es mit der Schönheit? Nach den oben dargelegten Gedankengängen ist sie gewiß keine syntaktische Eigenschaft. Ist sie gar eine semantische? Ist Schönheit eine Eigenschaft, die zum Beispiel ein bestimmtes Gemälde besitzt? Beschränken wir uns von Anfang an auf einen einzelnen Betrachter. Jeder hat schon die Erfahrung gemacht, daß er etwas zu einem gewissen Zeitpunkt schön gefunden hat, zu einem anderen jedoch uninteressant, und vermutlich zu wieder anderen irgendwo dazwischen. Ist so Schönheit eine Eigenschaft, die mit der Zeit variiert? Man könnte die Dinge umkehren und sagen, es sei der Betrachter, der im Lauf der Zeit variiert. Nimmt man keinen bestimmten Betrachter eines bestimmten Gemäldes zu einem bestimmten Zeitpunkt ist dann die Behauptung vernünftig, daß Schönheit eine definitiv vorhandene oder nicht vorhandene Eigenschaft ist? Oder ist noch immer etwas schlecht Definiertes, etwas Unfaßbares dabei?


  Man könnte vermutlich verschiedene Interpretationsstufen bei jedem Menschen zu Hilfe nehmen, je nach den Umständen. Diese verschiedenen Interpretationen holen verschiedene Bedeutungen heraus, stellen verschiedene Verbindungen her und bewerten alle tieferliegenden Aspekte auf unterschiedliche Weise. Es scheint somit, daß diese Vorstellung der Schönheit äußerst schwierig zu präzisieren ist. Aus diesem Grunde habe ich beschlossen, im Magnifikrebs Schönheit und Wahrheit zu verbinden, die, wie wir gesehen haben, auch eine der am schwersten zugänglichen Begriffe der gesamten Metamathematik ist.


  Das neurale Substrat der Epimenides-Paradoxie


  Ich möchte dieses Kapitel mit einigen Bemerkungen über das Zentralproblem der Wahrheit, die Paradoxie des Epimenides, abschließen. Ich bin der Ansicht, daß Tarskis Reproduktion der Epimenides-Paradoxie innerhalb von TNT den Weg zu einem tieferen Verständnis der Paradoxie in ihrer umgangssprachlichen Fassung weist. Tarski fand heraus, daß seine Version der Paradoxie zwei verschiedene Ebenen besitzt. Auf einer Ebene ist es ein Satz über sich selbst, der wahr wäre, wenn er falsch, und falsch, wenn er wahr wäre. Auf der anderen Stufe — die ich das arithmetische Substrat nennen möchte — ist es eine Aussage über ganze Zahlen, die dann und nur dann wahr ist, wenn sie falsch ist.


  Aus irgendwelchen Gründen beunruhigt uns die zweite sehr viel mehr als die erste. Viele tun diese wegen ihrer Selbstbezüglichkeit einfach als „bedeutungsleer“ ab. Man kann aber paradoxe Aussagen über ganze Zahlen nicht einfach mit einem Achselzucken übergehen. Aussagen über ganze Zahlen können ganz einfach nicht sowohl wahr als auch falsch sein.


  Nun habe ich das Gefühl, daß die Tarski-Transformation der Epimenides-Paradoxie uns lehrt, in der umgangssprachlichen Version nach einem Substrat zu suchen. In der arithmetischen Version wird die obere Bedeutungsebene durch die tieferliegende arithmetische Ebene gestützt. In analoger Weise ist vielleicht die selbstbezügliche Aussage, die wir wahrnehmen („Dieser Satz ist falsch“), nur das obere Stockwerk einer zweistufigen Einheit. Was wäre dann die tieferliegende Ebene? Nun, was ist der Mechanismus, auf dem die Sprache reitet? Das Gehirn. Deshalb müßte man ein neurales Substrat für die Paradoxie des Epimenides suchen — eine tieferliegende Stufe physikalischer Vorgänge, die miteinander in Konflikt geraten. Das heißt, zwei Vorgänge, die Ihrer Natur nach nicht gleichzeitig vorkommen können. Wenn dieses physikalische Substrat existiert, dann ist der Grund, warum wir aus dem Ausspruch des Epimenides einfach nicht herauskommen, daß unser Gehirn sich an einer unmöglichen Aufgabe versucht.


  Was wären nun die miteinander in Konflikt geratenen physikalischen Vorgänge? Wenn man den Ausspruch des Epimenides hört, besorgt vermutlich das Gehirn irgendeine „Codierung“ des Satzes — ein internes Muster wechselwirkender Symbole. Dann versucht es, die Aussage als „wahr“ oder „falsch“ zu bezeichnen. Dieser Akt der Klassifikation bedingt den Versuch, verschiedene Symbole zu zwingen, auf eine besondere Art und Weise zu wechselwirken. (Vermutlich geschieht das bei der Verarbeitung jeder Aussage.) Wenn nun dieser Akt das Codieren der Aussage physisch unterbricht etwas, was normalerweise nicht geschehen könnte —, dann ist man in Schwierigkeiten, denn es käme aufs gleiche heraus, einen Plattenspieler zu zwingen, die Platte, die ihn zerbricht, zu spielen. Wir haben den Konflikt vom Standpunkt der physikalischen, nicht der neuralen Vorgänge dargestellt. Wenn unsere Analyse bis hierher richtig war, dann könnten wir wohl den Rest der Diskussion fortführen, etwa über die Zusammensetzung der „Symbole“ im Gehirn aus Neuronen und ihre Erregung, wie auch über die Art, wie Aussagen in „Codierungen“ verwandelt werden können.


  Diese Skizze des neuralen Substrats der Epimenides-Paradoxie legt — zumindest mir — den Gedanken nahe, daß die Auflösung für die umgangssprachliche Version der Epimenides-Paradoxie ähnlich der für Tarskis Version wäre. Die Lösung setzte voraus, daß man sich der Vorstellung entledigen muß, daß ein Gehirn jemals eine völlig genaue Repräsentation für den Begriff „Wahrheit“ liefern kann. Die Neuartigkeit in der Lösung liegt in der Annahme, daß eine vollständige Darstellung der Wahrheit durch ein Modell aus rein physikalischen Gründen unmöglich ist: Eine solche Modelldarstellung würde nämlich bedingen, daß physikalisch unvereinbare Vorgänge im Gehirn ablaufen.


  SHRDLU

  bleibet meine Freude


  Eines Tages schlendert Eta Oin in das AI-Laboratorium des Massachusetts Institute of Technology (MIT), wo sie auf ein brillantes junges Computerprogramm stößt, SHRDLU. Es trifft sich, daß SHRDLU es einfach nicht mehr erwarten kann, daß jemand ein neu entwickeltes menschliches Wesen namens Dr. Tony Earrwig ausprobiert. SHRDLU erklärt, daß dieser Earrwig im bescheidenen Bereich der Analyse einer Unterhaltung über eine Spielzeugwelt ziemlich intelligent ist; diese Spielzeugwelt besteht aus Blöcken verschiedener Form, Farbe und Größe  Klötze, die auf einem Tisch liegen und die man anfassen und bewegen kann. Eta Oin ist fasziniert und beginnt alsbald, enthusiastisch Botschaften für SHRDLU zu tippen. Earrwig schaut ihr über die Schulter und gibt, wie versprochen, eine Art fortlaufenden Kommentar.1


  1. Eta Oin: Nimm einen großen roten Klotz. [Siehe Abb 110].


  SHRDLU: OK.


  Dr. Tony Earrwig: SHRDLU antwortet OK, wenn es einen Befehl ausführt. Um den roten Klotz aufzunehmen, mußte es ihn erst freiräumen, einen Ort für den grünen finden und den grünen wegnehmen.


  [image: Abb. 110.]


  Abb. 110. Nimm einen großen roten Klotz. [Aus: Terry Winograd, Understanding Natural Language, New York 1972, S. 8.]


  


  [image: Abb. 111.]


  Abb. 111. "Suche einen Klotz, der größer ist als der, den Du hältst, und lege ihn in die Schachtel. [Aus: Terry Winograd, Understanding Natural Language, S. 9.]


  2. Eta Oin: Ergreife die Pyramide.


  SHRDLU: ICH VERSTEHE NICHT, WELCHE PYRAMIDE SIE MEINEN.


  Dr: Tony Earrwig: Es gibt drei Pyramiden, und SHRDLU weiß, daß Sätze, die mit der, die, das beginnen, sich auf einen spezifischen Gegenstand beziehen, den der Sprechende im Sinn hat.


  3. Eta Oin: Suche einen Klotz, der größer ist als der, den du hältst, und lege ihn in die Schachtel. [Siehe Abb. 111]


  Dr. Tony Earrwig: SHRDLU muß sich darüber klar werden, was einen und was ihn bedeutet und muß außerdem deduzieren, welchen Klotz er hält.


  SHRDLU: ICH NEHME AN, DASS SIE UNTER IHN DEN KLOTZ VERSTEHEN, DER HÖHER IST ALS DER, DEN ICH HALTE.


  Dr: Tony Earrwig: Es liegen zwei verschiedene Bedeutungen von ihn vor: der, der ausgewählt wird und der, den es hält. SHRDLU hat heuristische Mittel, um zwischen ihnen zu wählen.


  SHRDLU: OK.


  Dr: Tony Earrwig: SHRDLU muß den roten Klotz niederlegen, um den blauen aufzunehmen.


  4. Eta Oin: Was enthält die Schachtel?


  SHRDLU: DIE BLAUE PYRAMIDE UND DEN BLAUEN KLOTZ.


  5. Eta Oin: Wodurch wird die Pyramide gestützt?


  Dr. Tony Earrwig: Vorher antwortete SHRDLU auf die Pyramide mit den Worten: Ich verstehe nicht, welche Pyramide Sie meinen. Nun nimmt es an, daß Sie die eben erwähnte meinten.


  SHRDLU: DIE SCHACHTEL.


  6. Eta Oin: Wieviele Klötze sind nicht in der Schachtel?


  Dr. Tony Earrwig: Verneinungen wie nicht und nein werden berücksichtigt, gleichgültig ob sie in Sätzen oder in Gruppen von Hauptwörtern auftreten (wie z. B. keine Schachtel).


  SHRDLU: VIER.


  7. Eta Oin: Ist mindestens einer davon schmaler als derjenige, welchen ich dich aufheben hieß?


  Dr: Tony Earrwig: Der Satzteil mindestens einer davon muß analysiert werden, damit er auf frühere Fragen bezogen werden kann, und derjenige, welchen muß sich ebenfalls auf Klötze beziehen. Gruppen von Hauptwörtern können komplizierte Zahlenangaben enthalten wie mindestens ein, mehr als drei, genau sieben usw. Das Gedächtnis für frühere Vorgänge wird benützt, um abzuleiten, welcher Klotz derjenige ist, welchen ich dich aufheben hieß. Man beachte die komplizierte syntaktische Struktur, in der derjenige in Wirklichkeit das Objekt eines zwei Stufen tiefer eingebetteten Satzteils ist. SHRDLUs Instrumentarium enthält eine Grammatik, die mit Komplexitäten dieser Art ganz allgemein umgehen kann.


  SHRDLU: JA, DER ROTE WÜRFEL.


  8. Eta Oin: Wird er gestützt?


  SHRDLU: JA, VOM TISCH.


  Dr: Tony Earrwig: SHRDLU besitzt erworbenes Wissen, welche Information für die fragende Person relevant ist, selbst wenn die Person diese Information nicht ausdrücklich verlangt.


  9. Eta Oin: Kann der Tisch Klötze aufheben?


  SHRDLU: NEIN.


  Dr: Tony Earwigg: SHRDLUs semantische Regeln schließen das Wissen ein, daß Aufheben von einem Lebewesen ausgeführt werden muß und daß der Tisch kein Lebewesen ist.


  10. Eta Oin: Kann eine Pyramide von einem Klotz gestützt werden?


  SHRDLU: JA.


  Dr. Tony Earrwig: SHRDLUs deduktives System findet ein Beispiel und weiß deshalb, daß es möglich ist.


  11. Eta Oin: Kann eine Pyramide eine Pyramide stützen?


  SHRDLU: ICH WEISS NICHT.


  Dr. Tony Earrwig: Die Frage ist vernünftig, aber es liegt kein Beispiel vor. SHRDLU hat keine Möglichkeit, die Details seines Programms einzusehen, obgleich diese letzten Endes seine Fähigkeiten bestimmen.


  12. Eta Oin: Stelle eine Pyramide auf die andere.


  SHRDLU: ICH KANN ES NICHT.


  Dr. Tony Earrwig: SHRDLU hat es erfolglos versucht.


  13. Eta Oin: Die blaue Pyramide gehört mir.


  SHRDLU: ICH VERSTEHE.


  Dr. Tony Earrwig: Die gesamten Informationen über Farbe, Form, Größe und Standort sind SHRDLU von Anfang an bekannt. Besitz bleibt eine unbekannte Eigenschaft von Gegenständen, die man ihm aber mitteilen kann. Es speichert die Information in seiner data base.


  14. Eta Oin: Ich besitze alle Klötze, die nicht rot sind, aber ich besitze nichts, das eine Pyramide stützt.


  SHRDLU: ICH VERSTEHE.


  Dr. Tony Earrwig: Die Folge davon, daß SHRDLU diese Sätze versteht, ist die Schaffung von neuen Vorgängen innerhalb von SHRDLU, um abzuleiten, ob man etwas besitzt.


  15. Eta Oin: Gehört mir die Schachtel?


  SHRDLU: NEIN.


  Dr. Tony Earrwig: Die Schachtel stützt alles, was sich in ihr befindet, einschließlich einer Pyramide.


  16. Eta Oin: Gehört mir etwas in der Schachtel?


  SHRDLU: JA, ZWEI DINGE: DER BLAUE KLOTZ UND DIE BLAUE PYRAMIDE.


  17. Eta Oin: Könntest du bitte die roten Klötze und entweder einen grünen Würfel oder eine Pyramide aufeinanderstapeln? [Siehe Abb. 112]


  SHRDLU: OK.


  Dr. Tony Earrwig: Logische Verknüpfungszeichen wie und, oder, entweder usw. werden sowohl im Bereich der Grammatik wie dem der Semantik behandelt. Ein Befehl wird ausgeführt, selbst wenn er wie eine Frage aussieht. Den Befehl führt SHRDLU durch die folgende Reihe von Schritten aus: Es legt einen grünen Würfel auf den großen roten Klotz (es wählt denjenigen grünen Klotz, auf dem sich nichts befindet), entfernt dann die kleine Pyramide vom kleinen roten Würfel, und verwendet ihn dazu, den vorgeschriebenen Stapel zu vervollständigen.


  18. Eta Oin: Welcher Würfel liegt auf dem Tisch?


  SHRDLU: DER GROSSE GRÜNE, DER DIE ROTE PYRAMIDE STÜTZT.


  Dr: Tony Earrwig: Normalerweise gäbe sich SHRDLU zufrieden, das einen großen grünen Würfel zu nennen; da man aber fragt welcher Würfel?, muß es bei der Benennung genauer sein. Es besitzt Verfahren für die Verwendung von Pronomina in seinen Antworten, um die Unterhaltung natürlich wirken zu lassen.


  19. Eta Oin: Befindet sich ein großer Klotz hinter einer Pyramide?


  SHRDLU: JA, DREI: EIN GROSSER ROTER, EIN GROSSER GRÜNER WÜRFEL UND DER BLAUE.


  20. Eta Oin: Stelle einen kleinen auf den großen Würfel, der die Pyramide trägt.


  Dr. Tony Earrwig: Einen kleinen muß mit dem vorhergehenden Ausdruck ein großer Klotz kontrastieren, deshalb bedeutet es einen kleinen Klotz.


  SHRDLU: OK.


  


  [image: Abb. 112.]


  Abb. 112. „Könntest Du bitte die roten Klötze und entweder einen grünen Würfel oder eine Pyramide aufeinanderstapeln?“ [Aus: Terry Winograd, Understanding Natural Language, S. 12.]


  21. Eta Oin: Stelle die kleinste Pyramide darauf.


  Dr. Tony Earrwig: Wörter wie „kleinste“ finden sich nicht in SHRDLUs Wörterbuch, sondern werden nach den Grundformen wie „klein“ interpretiert. SHRDLU vergleicht die Größe aller Pyramiden, um die Handlung auszuführen.


  SHRDLU: OK.


  22. Eta Oin: Wieviele Dinge liegen auf grünen Würfeln?


  SHRDLU: ICH BIN NICHT SICHER WAS SIE UNTER „AUF“ IN DEM AUSDRUCK „AUF GRÜNEN WÜRFELN“ VERSTEHEN. MEINEN SIE:


  1) UNMITTELBAR AUF DER OBERFLÄCHE


  2) IRGENDWO AUF?


  Dr. Tony Earrwig: Im vorhergehenden Satz wurde die Wendung „auf“ ohne Schwierigkeiten interpretiert, weil der Zusammenhang klarmachte, was gemeint war. In diesem Satz liefert die Heuristik zur Ausschaltung von Doppeldeutigkeiten keine eindeutige Definition, und deshalb muß SHRDLU um zusätzliche Information bitten. Die Paraphrasen waren in den Wörterbuchdefinitionen von „auf“ enthalten. Eine solche Nachfrage kann auch dann erfolgen, wenn der Sinn eines Pronomens wie „es“ oder „sie“ nicht klar ist.


  23. Eta Oin: Hast du eine Pyramide berührt, bevor du den grünen auf den kleinen Würfel gesetzt hast?


  SHRDLU: JA, DIE GRÜNE.


  Dr. Tony Earrwig: SHRDLU leitet aus seinem Gedächtnis ab, welcher Vorgang gemeint ist, und kann andere Vorgänge in zeitliche Beziehung dazu bringen. Die Analyse umfaßt komplexe Tempora von Verbgruppen, und es gibt besondere Vorrichtungen, um die verschiedenen Formen von unregelmäßigen Verben wie „haben“ verarbeiten zu können.


  24. Eta Oin: Wann hast du sie aufgenommen?


  SHRDLU: ALS ICH DEN ROTEN WÜRFEL, EINEN GROSSEN ROTEN UND EINEN GROSSEN GRÜNEN KLOTZ AUFEINANDERSTAPELTE.


  Dr. Tony Earrwig: Ein Zeitpunkt wird beschrieben, indem das Hauptziel benannt wird, auf das gerade hingearbeitet wurde.


  25. Eta Oin: Warum?


  Dr. Tony Earrwig: Um Fragen wie diese und die folgenden zu beantworten, erinnert sich SHRDLU an unmittelbar vorhergehende Sätze und Fragen.


  SHRDLU: UM SIE LOSZUWERDEN.


  Dr. Tony Earrwig: Indem es ausgewählte Teile des ursprünglichen Baums für Zwischenziele im Auge behält, zeigt SHRDLU ein gewisses Verständnis seiner eigenen Beweggründe.


  26. Eta Oin: Warum tatest du dies?


  SHRDLU: UM DEN ROTEN WÜRFEL FREIZURÄUMEN.


  Dr. Tony Earrwig: „Dies“ bezieht sich auf die in SHRDLUs in seiner letzten Antwort erwähnte Handlung.


  27. Eta Oin: Warum räumtest du diesen Würfel frei?


  Dr. Tony Earrwig: Hier bezieht sich „diesen“ auf den soeben erwähnten Würfel.


  SHRDLU: UM IHN AUF EINEN GROSSEN GRÜNEN WÜRFEL ZU STELLEN.


  28. Eta Oin: Warum tatest du das?


  SHRDLU: UM DEN ROTEN WÜRFEL, EINEN GROSSEN KLOTZ UND EINEN GROSSEN GRÜNEN WÜRFEL AUFEINANDERZUSTELLEN.


  29. Eta Oin: Warum tatest du das?


  SHRDLU: WEIL SIE MICH DARUM BATEN.


  Dr. Tony Earrwig: SHRDLU erinnert sich an das, was es tat, nicht daran, in welche Worte die Bitte gekleidet war.


  30. Eta Oin: Wie machtest du das?


  Dr Tony Earrwig: „Das“ bezieht sich auf die in der letzten Frage erwähnte Handlung und nicht auf die in der Antwort erwähnte Handlung.


  SHRDLU: INDEM ICH EINEN GROSSEN ROTEN KLOTZ AUF DEN TISCH LEGTE, IHN DANN LOSLIESS, DANN EINEN GROSSEN GRÜNEN WÜRFEL DARAUFLEGTE, DANN DIESEN WÜRFEL LOSLIESS, DANN DEN ROTEN WÜRFEL AUF DIESEN WÜRFEL STELLTE, DANN DIESEN WÜRFEL LOSLIESS.


  Tony Earrwig: Das ist eine auf hoher Stufe vollzogene Beschreibung der Zwischenziele, die zur Erreichung des Ziels nötig waren.


  31. Eta Oin: Wieviele Gegenstände hast du angefaßt, während du das tatest?


  Dr. Tony Earrwig: Erwähnung von zeitlichen Zusammenhängen können sich auf eine Zeitspanne beziehen, wenn Wörter wie „während“ gebraucht werden.


  SHRDLU: VIER.


  32. Eta Oin: Was lag auf dem roten Würfel, bevor du ihn freizuräumen begannst?


  SHRDLU: DIE GRÜNE PYRAMIDE.


  Dr. Tony Earrwig: Indem man sich daran erinnert, was man bewegt hat, ist es möglich, Schlußfolgerungen über frühere Zustände zu ziehen. Man kann komplexe Einbettungen vornehmen von Ausdrücken wie „bevor du ihn freizuräumen begannst“.


  33. Eta Oin: Damals lagen fünf Klötze links von der Schachtel.


  Dr. Tony Earrwig: „Damals“ muß sich auf den im letzten Satz erwähnten Zeitpunkt beziehen.


  SHRDLU: NEIN, NUR VIER: DER ROTE WÜRFEL, ZWEI GROSSE GRÜNE WÜRFEL, UND EIN GROSSER ROTER KLOTZ.


  Dr: Tony Earrwig: Früher im Dialog wurde Information über „besitzen“ für bare Münze genommen. Aber SHRDLU weiß, daß es vollständige Information über die elementaren Eigenschaften von Gegenständen besitzt, einschließlich des Orts, an dem sie sich befinden. Es prüft alle Aussagen darüber, um festzustellen, ob es damit einverstanden ist oder nicht.


  34. Eta Oin: Tue die blaue Pyramide auf Klotz in Schachtel.


  Dr. Tony Earrwig: Das ist syntaktisch doppeldeutig, aber eindeutig zu verstehen, da die Interpretation, „Tue die blaue Pyramide, die auf dem Klotz steht, in die Schachtel“ in der gegenwärtigen Situation keinen Sinn ergibt, während „Tue die blaue Pyramide auf den Klotz, der in der Schachtel ist“ sinnvoll ist.


  SHRDLU: OK.


  35. Eta Oin: Gibt es irgendwelche Dinge, die größer sind als jede Pyramide, aber nicht so breit wie das Ding, auf dem sie liegen?


  Dr. Tony Earrwig: SHRDLU versteht Quantoren wie „jeder“, „irgendwelche“, „einige“ usw. und Strukturen wie „größer als“, „so breit wie“ usw. „Sie“ bezieht sich hier auf eine Nominalgruppe im gleichen Satz, aber zwei Stufen höher.


  SHRDLU: JA, DEN BLAUEN KLOTZ.


  36. Eta Oin: Steht ein Turm ...


  SHRDLU: ENTSCHULDIGUNG, ICH KENNE DAS WORT „TURM“ NICHT.


  Dr. Tony Earrwig: SHRDLU unterbricht sofort, wenn es ein Wort nicht kennt.


  37. Eta Oin: Ein „Turm“ ist ein Gebilde, das zwei grüne Würfel und eine Pyramide enthält.


  Dr. Tony Earrwig: Die Anführungszeichen bedeuten, daß man ein neues Wort definiert. Diese neuen Definitionen werden dem Wörterbuch von SHRDLU in einer Form einverleibt, die mit allen Wörtern, die es bereits kennt, verträglich ist.


  SHRDLU: ICH VERSTEHE.


  38. Eta Oin: Sind jetzt irgendwelche „Türme“ vorhanden?


  SHRDLU: NEIN.


  39. Eta Oin: Baue einen!


  SHRDLU: OK.


  Dr. Tony Earrwig: Die in der Definition gegebene Beschreibung genügt, um daraus einen Plan für die Errichtung neuer Gebilde abzuleiten wie auch sie zu erkennen. Das Wort „einen“ bedeutet „einen Turm“, und der Plan wird ausgeführt. Zuerst wird einer der großen grünen Würfel abgeräumt, indem der rote Würfel und zwei Pyramiden entfernt werden. Dann werden die beiden grünen Würfel und die große rote Pyramide gemäß der Beschreibung aufeinandergestellt.


  40. Eta Oin: Nenne den größten Klotz „Superklotz“!


  SHRDLU: OK.


  Dr. Tony Earrwig: Man kann Gegenständen auch Namen geben.


  41. Eta Oin: Hast du Superklotz aufgenommen, seit wir begannen?


  SHRDLU: JA.


  42. Eta Oin: Warum hast du ihn fallenlassen?


  SHRDLU: UNTER „IHN“ VERSTEHEN SIE VERMUTLICH DEN SUPERKLOTZ. ICH KANN EIN EREIGNIS, DAS NICHT STATTGEFUNDEN HAT, NICHT ERKLÄREN.


  Dr. Tony Earrwig: Im Gedächtnis von SHRDLU gibt es keine Erinnerung daran, daß ein Klotz hinuntergefallen wäre. Die Antwortverfahren haben spezielle Vorrichtungen für solche Fangfragen, die von Dingen ausgehen, die nicht wahr sind.


  43. Eta Oin: Befindet sich etwas rechts von der roten Pyramide?


  SHRDLU: JA, VIER DINGE: DIE SCHACHTEL, DER ROTE WÜRFEL, DIE BLAUE PYRAMIDE UND DER KLOTZ, DER „SUPERKLOTZ“ HEISST.


  Dr: Tony Earrwig: Wenn ein Gegenstand einen Namen hat, dann wird der Name dazu verwendet, in Antworten bei seiner Identifizierung zu helfen.


  44. Eta Oin: Dankeschön.


  SHRDLU: NICHT DER REDE WERT!


  Dr: Tony Earrwig: SHRDLUs Grammatik ist als ein Verfahren niedergeschrieben, das SHRDLU befähigt, spezielle Interpretationstypen für verschiedene idiomatische Redewendungen anzuwenden.


  KAPITEL XVIII


  Artifizielle Intelligenz: Rückblicke


  Turing
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        IM JAHRE 1950 verfaßte Alan Turing einen sehr prophetischen und provokanten Aufsatz über Artifizielle Intelligenz. Er trug den Titel „Computing Machinery and Intelligence“ und erschien in der Zeitschrift Mind 1. Ich will später auf diesen Aufsatz zurückkommen, habe aber zuerst noch einige Worte über den Menschen Turing vorauszuschicken.


        Alan Mathison Turing wurde 1912 in London geboren. Er war ein Kind voller Neugierde und Humor und mathematisch hochbegabt. Er ging nach Cambridge, wo seine Interessen für Maschinen und für mathematische Logik sich gegenseitig befruchteten und schließlich zu seinem berühmten Aufsatz über „berechenbare Zahlen“ führten. Mit dieser Arbeit erfand er die Theorie der Turing-Maschinen und bewies die Unlösbarkeit des Halte-Problems. Erst 1937 wurde sie veröffentlicht. In den vierziger Jahren wandte sich sein Interesse von der Theorie der Rechenmaschinen ab zur praktischen Konstruktion von wirklichen Computern. Turing spielte in der Entwicklung von Computern in


        



        Abb. 113. Alan Turing, nach einem erfolgreichen Wettlauf (Mai 1950). [Aus: Sara Turing, Alan M. Turing, Cambridge 1959.]

      
    

  


  England eine bedeutende Rolle und war ein tapferer Verteidiger der AI, als sie zunächst erst einmal angegriffen wurde. Einer seiner engsten Freunde war David Champernowne (der später an musikalischer Komposition mit Hilfe von Computern arbeitete). Champernowne und Turing waren beide begeisterte Schachspieler und erfanden das „Rund-ums-Haus-Schach“: wer gezogen hat, rennt einmal ums Haus; wenn er zurückkommt bevor der Gegner gezogen hat, darf er einen weiteren Zug ausführen. Mit ein bißchen mehr Ernst bei der Sache erfanden sie das erste Schachprogramm und nannten es „Turochamp“. Turing starb jung — im Alter von 41 Jahren anscheinend durch einen Chemikalien-Unfall. Es wird behauptet, daß es sich um Selbstmord gehandelt habe. Seine Mutter, Sara Turing, schrieb seine Biographie. Nach dem, was die von ihr zitierten Bekannten Turings sagen, bekommt man den Eindruck, daß Turing höchst unkonventionell und in vielen Dingen sogar linkisch war, aber auch so aufrichtig und anständig, daß man ihn leicht verletzen konnte. Er liebte Spiele, Schach, Kinder und Radfahren und war ein ausgezeichneter Langstreckenläufer. Als Student in Cambridge kaufte er sich eine gebrauchte Geige und brachte sich das Spielen selbst bei. Obgleich er eigentlich nicht musikalisch war, hatte er viel Freude daran. Er war etwas exzentrisch und hatte Energie-Ausbrüche, die in die komischsten Richtungen gingen. Eines seiner Forschungsgebiete war das Problem der Morphogenese in der Biologie. Seine Mutter erwähnte, daß Turing „eine besondere Vorliebe für Die nachgelassenen Aufzeichnungen des Pickwick-Klubs gehegt habe“, aber „mit Ausnahme von Shakespeare bedeutete Dichtung ihm nichts“. Alan Turing war einer der wahren Pioniere auf dem Gebiet der Computerwissenschaft.


  Der Turing-Test


  Turings Artikel beginnt mit dem Satz: „Ich beabsichtige, die Frage zu erörtern: ,Können Maschinen denken?'“ Da das, wie er betont, vorbelastete Ausdrücke sind, sollten wir offensichtlich nach einem funktionellen Ansatz suchen. Ein solcher, sagt er, ist in dem enthalten, was er „Imitiationsspiel“ nennt; heute kennt man es unter der Bezeichnung Turing-Test. Turing führt ihn wie folgt ein:


  Es spielen drei Teilnehmer, ein Mann (A), eine Frau (B), und ein Fragesteller (C), der männlich oder weiblich sein kann. Der Fragesteller befindet sich allein in einem Zimmer. Für ihn ist das Ziel des Spiels, herauszufinden, welcher der beiden anderen der Mann ist und welcher die Frau. Sie sind ihm unter den Etiketten X und Y bekannt, und am Schluß des Spiels sagt er entweder „X ist A und Y ist B“ oder aber: „X ist B und Y ist A“. Es ist dem Fragesteller erlaubt, A und B auf folgende Weise zu befragen:


  C: „Kann X mir bitte die Länge seines oder ihres Haars nennen?“


  Nehmen wir nun an, X sei tatsächlich A, dann muß A antworten. Das Ziel von A in diesem Spiel ist es, zu versuchen, C zu einer falschen Identifikation zu bringen. Seine Antwort könnte also lauten:


  A: „Mein Haar ist stufig geschnitten, und die längsten Strähnen sind etwa 20 cm lang.“


  Damit der Klang der Stimme dem Fragesteller keine Anhaltspunkte gibt, sollte die Antwort schriftlich oder, noch besser, getippt abgegeben werden. Ideal wäre es, wenn die beiden Zimmer durch einen Fernschreiber verbunden wären. Ansonsten könnten die Fragen und Antworten auch von einem Vermittler überbracht werden. Aufgabe des dritten Spielers (B) ist es, dem Befrager zu helfen. Die beste Strategie dürfte für ihn wohl darin bestehen, wahrheitsgemäße Antworten zu geben. Er kann seinen Antworten Dinge beifügen wie „Ich bin die Frau, höre nicht auf ihn“. Aber das fruchtet nichts, weil der Mann ähnliche Bemerkungen machen kann.


  Nun stellen wir die Frage: „Was geschieht, wenn eine Maschine die Rolle von A in diesem Spiel übernimmt?“ Wird der Fragesteller, wenn das Spiel auf diese Weise gespielt wird, ebenso eine falsche Entscheidung treffen, wie wenn das Spiel von einem Mann und einer Frau gespielt wird? Diese Frage ersetzt unsere ursprüngliche Frage: „Können Maschinen denken?“ 2


  Nachdem er das Wesen seines Tests dargelegt hat, geht Turing zu einigen Kommentaren über, die in Anbetracht des Zeitpunkts, zu dem sie geschrieben wurden, recht tiefschürfend sind. Zunächst präsentiert er einen kurzen hypothetischen Dialog zwischen Fragesteller und Befragten: 3


  
    
      	
        F:

      

      	
        Bitte schreiben Sie ein Sonett über das Thema der Forth-Brücke [eine Brücke über den Firth of Forth in Schottland].

      
    


    
      	
        A:

      

      	
        Da kann ich nicht mitmachen. Ich habe noch nie dichten können.

      
    


    
      	
        F:

      

      	
        Addieren Sie 34957 zu 70764.

      
    


    
      	
        A:

      

      	
        (Pause von etwa 30 Sekunden und dann die Antwort:) 105 621.

      
    


    
      	
        F:

      

      	
        Spielen Sie Schach?

      
    


    
      	
        A:

      

      	
        Ja.

      
    


    
      	
        F:

      

      	
        Ich habe den König auf e1 und keine anderen Figuren. Sie haben lediglich den König auf c3 und den Turm auf a8. Sie sind am Zug. Wie spielen Sie?

      
    


    
      	
        A:

      

      	
        (nach 15 Sekunden Pause:) ta8—a1, Schach.

      
    

  


  Wenige Leser bemerken, daß die Lösung der Rechenaufgabe nicht nur ungebührlich viel Zeit in Anspruch nimmt, sondern daß zudem die Antwort falsch ist! Das wäre leicht zu erklären, wenn das Gegenüber ein Mensch wäre: einfach ein Rechenfehler. Ist es aber eine Maschine, so sind mehrere Erklärungen möglich; einige davon sind:


  
    
      	
        1)

      

      	
        ein Laufzeitfehler auf der Hardwarestufe (das heißt ein nicht wiederholbarer Zufall);

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        ein unbeabsichtigter Hardware- (oder Programmierungs-)Irrtum, der (wiederholbare) arithmetische Fehler verursacht;

      
    


    
      	
        3)

      

      	
        eine vom Programmierer (oder Konstrukteur) in die Maschine eingebaute Falle zur Erzeugung arithmetischer Fehler, um so die Fragesteller hinters Licht zu führen;

      
    


    
      	
        4)

      

      	
        ein nicht vorhergesehenes Epiphänomen: dem Programm fällt es schwer, abstrakt zu denken, und es hat ganz einfach einen „ehrlichen Fehler“ begangen, den es das nächste Mal nicht mehr machen würde;

      
    


    
      	
        5)

      

      	
        ein Scherz der Maschine selbst, die den Befrager absichtlich foppt.

      
    

  


  Wenn man darüber nachdenkt, was Turing mit diesem subtilen Ansatz gemeint haben könnte, führt uns das zu so ziemlich allen wichtigen philosophischen Problemen, die mit Artifizieller Intelligenz zu tun haben.


  Turing fährt fort:


  Das neue Problem hat den Vorteil, daß es eine ziemlich scharfe Trennungslinie zwischen den physischen und den intellektuellen Fähigkeiten eines Menschen zieht ... Wir wollen die Maschine nicht für ihre Unfähigkeit, in Schönheitswettbewerben zu glänzen, bestrafen, und auch den Menschen nicht dafür, daß er den Wettlauf mit einem Flugzeug verliert. 4


  Eines der Vergnügen bei der Lektüre dieses Aufsatzes ist es, zu sehen, wie weit Turing jeden Gedankengang verfolgt; im allgemeinen entdeckt er an einem gewissen Punkt einen scheinbaren Widerspruch und löst ihn, indem er seine Begriffe zuspitzt, auf einer tieferen analytischen Ebene. Weil er so tief in die Probleme eindringt, hat sein Aufsatz nach beinahe dreißig Jahren gewaltiger Fortschritte in der Entwicklung von Computern und intensiver Arbeit im AI-Bereich nichts von seinem Glanz verloren. In dem folgenden kurzen Auszug läßt sich einiges von dem reichhaltigen Wechselspiel seiner Ideen erkennen:


  Vielleicht kann man das Spiel kritisieren, weil die Voraussetzungen zu stark zugunsten der Maschine gewichtet sind. Versuchte der Mann, vorzugeben, daß er eine Maschine sei, würde er offensichtlich eine sehr klägliche Figur machen. Er würde sich sofort durch seine Langsamkeit und Ungenauigkeit in der Arithmetik verraten. Können Maschinen nicht etwas leisten, das als „Denken“ zu beschreiben wäre, sich aber sehr von dem unterscheidet, was der Mensch tut? Dieser Einwand ist sehr stark, aber wir können zumindest sagen, daß dieser Einwand uns nicht irremachen sollte, wenn trotzdem eine Maschine konstruiert werden kann, die das Imitationsspiel zufriedenstellend spielen kann.


  Es könnte geltend gemacht werden, daß beim „Imitationsspiel“ die beste Strategie für die Maschine möglicherweise etwas anderes sein könnte als die Nachahmung des menschlichen Verhaltens. Das mag zutreffen, aber ich halte es für unwahrscheinlich, daß ein starker Effekt dieser Art eintritt. Auf jeden Fall habe ich nicht die Absicht, hier die Theorie des Spiels zu untersuchen, und ich nehme an, daß die beste Strategie die ist, daß man versucht, Antworten zu geben, wie sie ein Mensch natürlicherweise geben würde. 5


  Nach der Darlegung und Diskussion des Tests bemerkt Turing:


  Die ursprüngliche Frage „Können Maschinen denken?“ halte ich für so sinnlos, daß sie keiner Diskussion bedarf. Dennoch glaube ich, daß am Ende des Jahrhunderts der Gebrauch von Wörtern und die allgemeinen Ansichten der Gebildeten sich so sehr geändert haben werden, daß man ohne Widerspruch von denkenden Maschinen wird reden können. 6


  Turing nimmt Einwände vorweg


  Der stürmischen Opposition gewärtig, die seine Ansichten ohne Zweifel hervorrufen würde, machte er sich daran, knapp und mit sarkastischem Humor eine Reihe von Einwänden gegen die Theorie, daß Maschinen denken können, zu zerpflücken. Nachstehend führe ich die neunerlei Einwände auf, denen er begegnet, wobei ich seine eigenen Beschreibungen verwende. 7 Leider fehlt mir der Platz, die humorvollen und einfallsreichen Antworten wiederzugeben, die er formulierte.


  Der Leser wird vielleicht diese Einwände selber überdenken und seine eigenen Antworten herausfinden.


  
    
      	
        1)

      

      	
        Der theologische Einwand. Denken ist eine Funktion der unsterblichen Seele des Menschen. Gott hat jeglichem männlichen und weiblichen menschlichen Wesen eine unsterbliche Seele geschenkt, nicht aber irgendeinem anderen Tier oder einer Maschine. Deshalb kann kein Tier und keine Maschine denken.

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        Der „Vogel-Strauß“-Einwand. Die Folgen von Maschinen, die denken können, wären zu fürchterlich. Hoffen und glauben wir, daß sie es nie tun werden.

      
    


    
      	
        3)

      

      	
        Der mathematische Einwand [im wesentlichen Lucas' Argument].

      
    


    
      	
        4)

      

      	
        Das auf dem Bewußtsein basierende Argument: „Erst wenn eine Maschine ein Sonett schreiben oder ein Concerto komponieren kann, und zwar auf der Grundlage von Gedanken und Empfindungen und nicht anhand zufällig vorkommender Symbole, könnten wir zustimmen, daß die Maschine dem Gehirn gleich ist — das heißt, nicht nur schreiben, sondern wissen, daß man es geschrieben hat. Kein Mechanismus könnte Freude über Erfolge wirklich empfinden (und nicht etwa bloß signalisieren, ein simpler Kunstgriff), trauern, wenn seine Röhren durchbrennen, durch Schmeichelei erwärmt, durch seine Fehler traurig gemacht, durch Sex betört werden, wütend oder niedergeschlagen sein, wenn er nicht bekommt, was er will.“ (Ein Zitat von einem gewissen Professor Jefferson.)

      
    

  


  Turing läßt es sich sehr angelegen sein, diesem gewichtigen Einwand im einzelnen zu begegnen. So räumt er seiner Antwort ziemlich viel Platz ein und legt einen weiteren hypothetischen Dialog vor: 8


  Fragesteller: Die erste Zeile Ihres Sonetts lautet: „Vergleich' ich dich mit einem Sommertag“; wäre da „Lenztag“ nicht ebensogut oder besser?


  Zeuge: Es würde nicht ins Versmaß passen.


  Fragesteller: Und „ein Wintertag“? Das würde doch gut passen.


  Zeuge: Ja, nur möchte niemand mit einem Wintertag verglichen werden.


  Fragesteller: Würden Sie sagen, daß Mr. Pickwick Sie an Weihnachten erinnert?


  Zeuge: In einem gewissen Sinn.


  Fragesteller: Und doch ist Weihnachten ein Wintertag, und ich glaube nicht, daß Pickwick etwas gegen diesen Vergleich hätte.


  Zeuge: Ich glaube nicht, daß Sie das im Ernst meinen. Unter Wintertag versteht man einen typischen Wintertag, nicht einen besonderen wie Weihnachten.


  Nach diesem Dialog fragt Turing: „Was würde Professor Jefferson wohl sagen, wenn die Sonette schreibende Maschine in diesem mündlichen Examen so antworten könnte?“


  Weitere Einwände:


  
    
      	
        5)

      

      	
        Argumente auf der Basis verschiedener Unfähigkeiten. Diese Argumente haben die Form „Ich gebe zu, daß man eine Maschine alle Dinge machen lassen kann, die erwähnt wurden, aber sie wird nie fähig sein, X zu tun.“


        In diesem Zusammenhang werden zahlreiche Fähigkeiten X angeführt. Ich biete eine Auswahl an: Nett, erfinderisch, schön, freundlich, unternehmungslustig, humorvoll sein, unterscheiden von Recht und Unrecht, Fehler machen, sich verlieben, gerne Erdbeeren mit Sahne mögen, bewirken, daß jemand sich in die Maschine verliebt, aus der Erfahrung lernen, Wörter richtig gebrauchen, der Gegenstand des eigenen Denkens sein, eine solche Vielfalt des Verhaltens wie ein Mensch haben, etwas wirklich Neues tun.

      
    


    
      	
        6)

      

      	
        Der Einwand von Lady Lovelace. Unsere detaillierteste Information über die „Analytical Engine“ von Babbage stammt aus einer Denkschrift von Lady Lovelace. Darin sagt sie: „Die analytische Maschine erhebt keinen Anspruch darauf, etwas zu erschaffen. Sie kann das tun, was immer wir sie zu befehlen wissen.“ [Hervorhebung durch die Autorin.]

      
    


    
      	
        7)

      

      	
        Argument aufgrund der Stetigkeit des Nervensystems. Das Nervensystem ist gewiß keine Maschine mit diskreten Zuständen. Ein kleiner Irrtum in der Information über die Stärke, mit der ein nervöser Impuls auf ein Neuron einwirkt, kann für die Stärke des ausgehenden Impulses einen großen Unterschied machen. Es kann argumentiert werden, daß, wenn das so ist, man nicht erwarten kann, das Verhalten des Nervensystems mit einem System, das nur diskrete Zustände kennt, zu imitieren.

      
    


    
      	
        8)

      

      	
        Das Argument aufgrund der Informalität des Verhaltens. Es lautet etwa so: „Hätte jedermann einen definitiven Satz von Verhaltensregeln, gemäß denen er sein Leben ordnen würde, dann wäre sein Leben nicht besser als das einer Maschine. Solche Regeln gibt es aber nicht, und deshalb können Menschen keine Maschinen sein.“

      
    


    
      	
        9)

      

      	
        Das Argument aufgrund außersinnlicher Wahrnehmung. Spielen wir nun das Imitationsspiel, wobei wir als Zeugen einen Mann nehmen, der ein guter telepathischer Empfänger ist, und einen Digitalcomputer. Der Fragesteller kann Fragen stellen wie: „Zu welcher Farbe gehört die Karte in meiner rechten Hand?“ Der Mann gibt vermittels Telepathie oder Hellsehen 130 von 400 Mal die richtige Antwort. Die Maschine kann nur herumraten und erhält vielleicht 104 Richtige, so daß also der Fragesteller die richtige Identifikation vornimmt.

      
    

  


  Wie man sieht, überschneiden sich viele der Einwände und sind miteinander verwandt. In diesem Buch habe ich versucht, die meisten irgendwie zu beantworten, im allgemeinen weit weniger knapp als Turing.


  Einwand 9 finde ich bemerkenswert. Ich habe einen Nachdruck von Turings Aufsatz in einem Buch gesehen — wobei Einwand 9 weggelassen wurde, was ich ebenso bemerkenswert finde. Mein eigener Standpunkt — im Gegensatz zu dem von Turing ist der, daß es keine ASW („Außersinnliche Wahrnehmung“) gibt. Turing sträubte sich gegen die Auffassung, daß ASW existiert, akzeptierte sie aber dennoch, weil er durch seine außergewöhnliche wissenschaftliche Integrität gezwungen wurde, die Folge von dem zu akzeptieren, was er als überzeugende statistische Evidenz zugunsten von ASW betrachtet. Ich bin anderer Meinung, halte diese Frage aber für außerordentlich komplex und interessant.


  „Parry begegnet dem Doctor“


  In dem diesem Kapitel vorausgehenden Dialog hat der Leser eine authentische Wechselrede zwischen einem Computerprogramm und einem menschlichen Wesen kennengelernt. Nun hat es zahlreiche Programme mit geringerer Fähigkeit zur „Konversation“ als SHRDLU gegeben. Zwei ziemlich berühmte sind „Doctor“, erfunden von Joseph Weizenbaum, und „Parry“, erfunden von Kenneth Colby. Das erstgenannte soll einen Psychiater simulieren, der die „nondirektive Therapie“ anwendet, das andere soll die gedankliche Struktur des Paranoiden simulieren. Ein amüsanter frontaler Zusammenstoß zwischen den beiden Programmen wurde über ein Computernetz arrangiert; das folgende ist ein kurzer Auszug aus dem Protokoll: 9


  Parry: Ich verstehe Ihre Beweggründe nicht.


  Doctor: Warum verstehen Sie meine Beweggründe nicht?


  Parry: Sollte ich das nicht sein?


  Doctor: Warum haben Sie das soeben gesagt?


  Parry: So ist es eben.


  Doctor: Angenommen, es ist eben nicht so.


  Party: Was dann?


  Doctor: Ich bin nicht sicher, ob ich Sie vollständig verstehe.


  Party: Sie reiten zu sehr auf der gleichen Frage herum.


  Doctor: Was sagt Ihnen diese Ähnlichkeit?


  Party: Ich verstehe Sie nicht.


  Doctor: Hätten Sie gerne, daß Sie in Wirklichkeit ich wären?


  Party: Es wäre allmählich an der Zeit, daß Sie etwas Interesse für meine Gefühle zeigten.


  Doctor: Oh? Ich zeigte Interesse für Ihre Gefühle?


  Diese Programme wurden natürlich entworfen, um mit Menschen zu sprechen, und deshalb machen sie hier, wo sie einander antworten, einen ziemlich dürftigen Eindruck. Zum größten Teil verlassen sie sich auf gewitzte Vermutungen über das Wesen des Inputs (den sie ganz oberflächlich analysieren) und geben konfektionierte Antworten, die sorgfältig aus einem großen Vorrat ausgewählt werden. Die Antwort kann nur „halbkonfektioniert“ sein, zum Beispiel wenn es sich um eine Schablone handelt, bei der Leerstellen ausgefüllt werden. Angenommen wird, daß Ihre menschlichen Partner viel mehr in sie hineinlesen als tatsächlich zugrunde liegt. Und tatsächlich ist — nachzulesen in Weizenbaums Buch Die Macht der Computer und die Ohnmacht der Vernunft— genau das der Fall. Weizenbaum schreibt:


  ELIZA [das Programm, aus dem „Doctor“ gemacht wurde] schuf in den Köpfen vieler Leute, die mit ihr ein Gespräch führten, die höchst bemerkenswerte Illusion, es sei mit Verständnis begabt ... Es kam oft vor, daß Leute um die Erlaubnis baten, sich mit dem System unbeobachtet unterhalten zu dürfen, und trotz meiner Erklärungen bestanden sie nach der Unterhaltung darauf, die Maschine habe sie wirklich verstanden. 10


  Das kann man angesichts des oben wiedergegebenen Auszugs kaum glauben, und doch ist es wahr. Weizenbaum hat eine Erklärung:


  Die meisten Menschen verstehen nicht das Geringste von Computern. Wenn sie also nicht gerade über einen ausgeprägten Skeptizismus verfügen (etwa von der Art, wie man ihn einem Varieté-Zauberer entgegenbringt), so können sie die intellektuellen Leistungen der Computer dadurch erklären, daß sie die einzige Analogie heranziehen, die ihnen zu Gebote steht, nämlich das Modell ihrer eigenen Denkfähigkeit. Dann nimmt es nicht wunder, daß sie übers Ziel hinausschießen; es ist ja schlechterdings unmöglich, sich einen Menschen vorzustellen, der beispielsweise ELIZA imitieren, gleichzeitig jedoch nicht die Grenze überschreiten wird, die ihm von ELIZAs Sprachfähigkeit gesetzt würde. 11


  Was auf das Eingeständnis hinausläuft, daß ein Programm dieser Art aus einer schlauen Mischung von Prahlerei und Bluff besteht und aus der menschlichen Leichtgläubigkeit Vorteile zieht.


  Angesichts des seltsamen „ELIZA-Effekts“ hat man gesagt, daß der Turing-Test einer Überholung bedürfe, da man die Menschen anscheinend durch ganz primitive Tricks hinters Licht führen kann. Man hat vorgeschlagen, der Fragesteller solle ein Nobelpreisträger sein. Es wäre wohl ratsamer, den Turing-Test auf den Kopf zu stellen und darauf zu bestehen, daß der Fragesteller ein anderer Computer sein solle. Oder vielleicht sollten zwei Fragesteller da sein, ein Mensch und ein Computer, und ein Zeuge, und die beiden Befragten hätten herauszufinden, ob der Zeuge ein Mensch oder ein Computer ist.


  Aber im Ernst: Ich persönlich halte den Turing-Test in seiner ursprünglichen Fassung für ganz vernünftig. Was die Leute betrifft, die sich laut Weizenbaum von ELIZA vereinnahmen lassen, so wurden sie nicht ermahnt, skeptisch zu sein und alle ihre Verstandeskräfte aufzubieten, um festzustellen, ob die „Person“, die die Antwort tippte, ein Mensch war oder nicht. Ich bin der Ansicht, daß Turings Verständnis dieses Problems richtig war und daß der Turing-Test, im wesentlichen unverändert, überleben wird.


  Eine kurze Geschichte der Al


  Auf den folgenden Seiten möchte ich — vielleicht von einem unorthodoxen Standpunkt aus — ein bißchen erzählen, wie man sich um die Enthüllung der Algorithmen hinter der Intelligenz bemüht hat; dabei gab es Mißerfolge — und wird es sie weiterhin geben. Dennoch lernen wir sehr viel, und es ist eine aufregende Epoche.


  Seit Pascal und Leibniz haben die Menschen von Maschinen geträumt, die intellektuelle Leistungen vollbringen könnten. Im 19. Jahrhundert entwarfen Boole und de Morgan „Denkgesetze“ — im wesentlichen die Aussagenlogik — und taten damit den ersten Schritt in der Richtung auf AI-Software; außerdem entwarf Charles Babbage die erste Rechenmaschine, eine Vorläuferin der Computer-Hardware, und somit auch der AI. Man kann die Entstehung von AI auf den Augenblick ansetzen, an dem mechanische Verrichtungen Aufgaben übernahmen, die bisher nur der menschliche Geist zu bewältigen vermochte. Rückblickend kann man sich nur schwer die Gefühle derer vorstellen, die zum ersten Mal sahen, wie Zahnräder Addition und Multiplikation großer Zahlen durchführten. Vielleicht empfanden sie beim Anblick des Flusses von „Gedanken“ in ihrer sehr physischen Hardware ein Gefühl der Ehrfurcht. Wie dem auch sei — wir wissen, daß fast ein Jahrhundert später, als die ersten elektronischen Computer gebaut wurden, ihre Erfinder tatsächlich ein ehrfürchtiges und mystisches Gefühl hatten, in der Gegenwart anderer „denkender“ Wesen zu sein. Es wurde viel darüber gerätselt, wie weit hier wirkliches Denken stattfand, und auch heute, nach einigen Jahrzehnten, bleibt diese Frage eine wichtige Quelle der Anregung — und der gegenseitigen Schmähung.


  Interessant ist, daß heute so gut wie niemand mehr dieses Gefühl der Ehrfurcht aufbringt, sogar wenn Computer Operationen ausführen, die unendlich viel komplizierter sind als die, welche in den Kindertagen der AI den Menschen kalte Schauer den Rücken hinunterjagten. Die früher erregende Wendung „Bombastische Elektronische Gehirne“ ist nur noch eine Art Klischee, ein lächerliches Überbleibsel aus der Ära von Flash Gordon und Buck Rogers. Es ist ein bißchen traurig, daß wir so früh schon blasiert werden.


  Es gibt einen verwandten „Satz“ über den Fortschritt bei AI: wenn eine geistige Funktion einmal programmiert ist, hören die Menschen bald auf, sie als einen wesentlichen Bestandteil „wirklichen Denkens“ anzusehen. Der unausweichliche Kern der Intelligenz liegt immer in der nächsten Sache, die noch nicht programmiert worden ist. Diesen „Satz“ hat mir erstmals Larry Tesler vorgeschlagen, ich nenne ihn deshalb Teslers Satz: „AI ist alles, was noch nicht getan wurde.“


  Eine selektive Übersicht über AI findet sich nachstehend. Sie zeigt verschiedene Gebiete, auf die die Forscher ihre Anstrengungen konzentriert haben und von denen jedes auf seine Weise die Quintessenz der Intelligenz zu benötigen scheint. Bei einigen dieser Bereiche habe ich je nach der angewandten Methode oder nach Schwerpunkten untergliedert:


  mechanische Übersetzung


  direkt (Nachschlagen im Wörterbuch mit einigen Umstellungen der Wörter)


  indirekt (über eine vermittelnde interne Sprache)


  Spiele


  Schach


  mit Vorausschau durch schiere Rechenkapazität


  mit heuristisch gestützter Vorausschau


  ohne Vorausschau


  Dame


  Go


  Kalah


  Bridge (Reizen, Spielen)


  Poker


  Variationen von Tick-Tack


  usw.


  Beweis von SÄTZEN in verschiedenen Teilen der Mathematik


  symbolische Logik


  Beweis von SÄTZEN durch Auflösung


  elementare Geometrie


  symbolische Manipulation mathematischer Ausdrücke


  symbolische Integration


  algebraische Vereinfachung


  Summierung unendlicher Reihen


  Visuelles


  schriftlich:


  Erkennen individueller handgeschriebener Zeichen aus einer kleinen Klasse


  (z. B. Zahlzeichen)


  Lesen von Texten in verschiedenen Schriftarten


  Lesen von handschriftlichen Passagen


  Lesen von gedruckten chinesischen oder japanischen Schriftzeichen


  Lesen von handgeschriebenen chinesischen oder japanischen Schriftzeichen


  bildlich:


  Lokalisierung im voraus bestimmter Objekte auf einer Fotografie


  Zerlegung einer Szene in verschiedene Objekte


  Identifikation verschiedener Objekte in einer Szene


  Erkennen von Objekten in einer Freihand-Skizze


  Erkennen von menschlichen Gesichtern


  Auditives


  Verständnis gesprochener Wörter aus einem beschränkten Vokabular (z. B. die Namen der zehn Ziffern)


  Verständnis zusammenhängender Rede in feststehenden Zusammenhängen


  Grenzen zwischen Phonemen auffinden


  Phoneme identifizieren


  Grenzen zwischen Morphemen auffinden


  Morpheme identifizieren


  Wörter und Sätze bilden


  natürliche Sprachen verstehen


  Fragen in bestimmten Bereichen beantworten


  einzelne Sätze konstruieren


  längere Textstücke paraphrasieren


  die Kenntnis der Wirklichkeit zum Verständis verwenden


  mehrdeutige Ausdrücke erklären


  natürliche Sprachen erzeugen


  abstrakte Dichtung (z. B. Haiku)


  beliebige Sätze, Abschnitte oder längere Textpassagen


  aus dem intern repräsentierten Wissen einen Output erzeugen


  eigenständige Gedanken oder Kunstwerke schaffen


  Verfassen von Gedichten (Haiku)


  Geschichten schreiben


  Computer-Kunst


  musikalische Komposition


  atonal


  tonal


  Analogiedenken


  geometrische Formen (,,Intelligenz-Tests“)


  Beweise in einem Gebiet der Mathematik durchführen, die auf solchen in einem benachbarten Gebiet basieren


  Lernen


  Berichtigung von Parametern Begriffsbildung


  Mechanisches Übersetzen


  Viele der obengenannten Themen werden in meinen nachstehenden Ausführungen nicht erwähnt, aber ohne sie wäre die Liste nicht vollständig. Die ersten paar Themen sind in historischer Reihenfolge aufgeführt. Bei ihnen allen erfüllten die anfänglichen Anstrengungen die Erwartungen nicht. Zum Beispiel überraschten die Fallstricke der mechanischen Übersetzung manchen, der geglaubt hatte, dies sei eine beinahe komplikationslose Aufgabe, deren Perfektionierung zwar mühsam, deren grundsätzliche Durchführung jedoch leicht sein müsse. Es zeigte sich nur, daß Übersetzungen weit komplexer sind als das bloße Nachschlagen im Wörterbuch und das Umstellen von Wörtern. Die Schwierigkeit rührt auch nicht von mangelnder Kenntnis idiomatischer Wendungen her. In Wirklichkeit erheischt das Übersetzen, daß man ein geistiges Modell der besprochenen Welt besitzt und in diesem Modell die Symbole manipuliert. Ein Programm, das sich des Weltmodells nicht bedient, wird sehr schnell hoffnungslos in Vieldeutigkeiten versumpfen. Sogar die Menschen — die gegenüber dem Computer gewaltig im Vorteil sind, weil sie mit einem vollständigen Weltverständnis ausgerüstet antreten — finden es so gut wie unmöglich, einen fremdsprachlichen Text in ihre eigene Sprache zu übersetzen, wenn sie nur den Text und ein Wörterbuch haben. So führte — und im Rückblick überrascht das nicht — das erste Problem von AI unmittelbar zu den Grundproblemen.


  Computerschach


  Computerschach erwies sich gleichfalls als viel schwieriger, als die ersten intuitiven Schätzungen vermuten ließen. Wiederum zeigte sich, daß die Art und Weise, in der Menschen eine gegebene Schachstellung in ihrem Geist repräsentieren, viel komplexer ist als das bloße Wissen um die Position der einzelnen Figuren, gepaart mit der Kenntnis der Schachregeln. Dazu bedarf es der Wahrnehmung von Konfigurationen verschiedener, aufeinander bezogener Figuren sowie der Kenntnis der heuristischen oder Faustregeln, die einen wesentlichen Bestandteil solcher Ballungen auf höherer Ebene darstellen. Auch wenn die heuristischen Regeln nicht so exakt sind wie die offiziellen Spielregeln, gewähren sie doch rasche Einblicke in das, was auf dem Brett vor sich geht; die Kenntnis der offiziellen Regeln leistet dies nicht. Das war von Anfang an bekannt; doch man unterschätzte einfach, wie groß die Rolle des intuitiven, „geballten“ Verständnisses der Welt des Schachs beim menschlichen Schachspiel ist. Es wurde vorausgesagt, daß ein Programm mit etwas grundlegender Heuristik — zusammen mit der ungeheuren Geschwindigkeit und Genauigkeit des Computers bei der Vorausschau und der Analyse jedes einzelnen Zugs — ohne weiteres menschliche Spieler höchsten Ranges schlagen würde; eine Voraussage, die sich nach fünfundzwanzigjähriger intensiver Arbeit von verschiedenen Forschern noch lange nicht verwirklicht hat.


  Das Schachproblem nimmt man heute von verschiedenen Punkten aus in Angriff. Einer der originellsten geht von der Hypothese aus, daß Vorausschauen eine törichte Angelegenheit ist. Statt dessen sollte man einfach das Brett betrachten, unter Zuhilfenahme einiger heuristischer Daten einen Plan erstellen und dann einen Zug finden, der diesen Plan befördert. Natürlich würden die Regeln für eine Ausarbeitung eines solchen Plans Erfahrungswerte bedingen, die in einem gewissen Sinn „flachgedrückte“ Versionen des Vorausschauens darstellen. Das heißt, daß das Äquivalent der in vielen Spielen gewonnenen Erfahrung des Vorausschauens in eine andere Form „gepreßt“ wird, die scheinbar kein Vorausschauen involviert. In einem gewissen Sinn ist das ein bloßer Streit um Worte. Wenn aber die „flachgedrückte“ Kenntnis wirksamer Antwort erteilt als die Vorausschau — sogar wenn sie gelegentlich in die Irre führt —, dann ist schon etwas gewonnen. Nun ist diese Destillation von Wissen in handlichere Formen genau das, was die Intelligenz besonders auszeichnet. Somit ist „vorausschauloses Schach“ vermutlich ein fruchtbares Forschungsvorhaben. Besonders interessant wäre es, ein Programm zu entwerfen, das das durch Vorausschau gewonnene Wissen selbst in „flachgedrückte“ Regeln übersetzen könnte — aber das ist eine ungeheure Aufgabe.


  Samuels Dame-Programm


  Tatsächlich hat Arthur Samuel in seinem bewundernswerten Damespiel-Programm eine solche Methode entwickelt. Samuels Trick bestand darin, daß er bei der Bewertung einer Stellung sowohl dynamische (vorausschauende) als auch statische (nicht vorausschauende) Methoden anwandte. Für die statische Methode benötigte man nur eine einfache mathematische Funktion verschiedener Größen, um eine Spielsituation zu charakterisieren, und sie konnte praktisch auf der Stelle berechnet werden, während die dynamische Beurteilung einen „Baum“ von möglichen zukünftigen Zügen involviert, samt Antworten darauf, Antworten wiederum auf diese usw. (Abb. 38). Bei der statischen Bewertungsfunktion gab es gewisse Parameter, die veränderlich waren; wenn man sie variierte, erhielt man einen Satz von verschiedenen möglichen Versionen der statischen Bewertungsfunktion. Samuels Strategie bestand darin, auf dem Weg der Evolution immer bessere Werte für die Parameter auszuwählen.


  Das geschah auf folgende Weise: Jedesmal wenn das Programm eine Stellung auf dem Brett beurteilte, tat es das sowohl statisch als auch dynamisch. Die durch Vorausschau erhaltene Antwort — nennen wir sie D — wurde verwendet, um den auszuführenden Zug festzustellen. Der Zweck von S, der statischen Bewertung, war kniffliger: Bei jedem Zug wurden die variablen Parameter leicht korrigiert, so daß sich S so eng wie möglich an D annäherte. Das wirkte sich so aus, daß das durch das dynamische Absuchen des Baums gewonnene Wissen teilweise in den Wert der Parameter der statischen Beurteilung codiert wurde. Kurz, die Absicht war die, die komplexe dynamische Beurteilung in die viel einfachere und wirksamere statische Bewertungsfunktion „flachzudrücken“.


  Hier gibt es auch einen hübschen rekursiven Effekt. Der springende Punkt ist der, daß die dynamische Bewertung einer einzigen Stellung auf dem Brett bedingt, daß man eine endliche Anzahl von Schritten — sagen wir sieben — vorausschauen muß. Nun muß jede der Unmengen von Stellungen, die sich sieben Straßenkreuzungen weiter unten ergeben können, selbst ebenfalls irgendwie bewertet werden. Wenn aber das Programm diese Stellungen bewertet, kann es sicher nicht weitere sieben Schritte vorausschauen, damit es nicht vierzehn Schritte vorausschauen muß und dann einundzwanzig usw. ein unendlicher Regreß. Statt dessen verläßt es sich auf die statischen Bewertungen der Stellungen, die sieben Züge voraus liegen. Somit findet in Samuels Entwurf eine komplizierte Art von Rückkoppelung statt, in der das Programm fortwährend versucht, die vorausschauende Bewertung in ein einfaches statisches Rezept „flachzudrücken"; und dieses Rezept selbst spielt seinerseits wiederum eine Schlüsselrolle bei der dynamischen, vorausblickenden Bewertung. So sind beide eng miteinander verknüpft, und jede profitiert von Verbesserungen in der anderen auf rekursive Art und Weise.


  Das Spielniveau des Dame-Programms von Samuel ist außerordentlich hoch, etwa so hoch wie das der Weltbesten. Wenn dem so ist — warum nicht die gleiche Technik auf das Schachspiel anwenden? Ein internationales Komitee, das 1961 gebildet wurde, um die Möglichkeiten des Computerschach zu erforschen, und dem auch der holländische internationale Großmeister und Mathematiker Max Euwe angehört, kam zu dem entmutigenden Schluß, daß die Anwendung der Samuel-Technik auf das Schachspiel ungefähr eine Million mal schwieriger ist als beim Damespiel, und damit ist dieses Kapitel wohl abgeschlossen.


  Die außerordentlich große Meisterschaft des Dame-Programms bedeutet noch nicht, daß „Intelligenz erreicht“ worden wäre; man sollte es aber auch nicht zu gering einschätzen. Es ist eine Kombination von Erkenntnissen darüber, was das Wesen des Damespiels ist, wie man darüber nachdenken und wie man es programmieren sollte. Man könnte vielleicht meinen, daß alles, was es zeigt, Samuels eigene Spielstärke ist. Das aber stimmt aus mindestens zwei Gründen nicht. Der erste ist der, daß ein gewiefter Spieler seine Züge aufgrund von geistigen Vorgängen wählt, die er selber nicht völlig versteht — er macht von seiner Intuition Gebrauch. Nun ist aber keine Methode bekannt, mit der jemand alle seine Intuitionen ans Tageslicht bringen kann; das beste, was man auf dem Wege der Introspektion tun kann, ist, sich vom „Gefühl“ oder der „Meta-Intuition“ — einer „Intuition über die eigene Intuition“ — leiten zu lassen und zu beschreiben suchen, was man glaubt, worum es sich bei Intuition überhaupt handelt. Das aber wird nur eine grobe Annäherung an die wirkliche Komplexität intuitiver Methoden ergeben. Deshalb ist es so gut wie sicher, daß Samuel nicht seine eigene Spielmethode in seinem Programm widergespiegelt hat. Der andere Grund, warum Samuels Programm nicht mit seinem eigenen Spiel verwechselt werden sollte, ist der, daß Samuel nicht so gut spielt wie sein Programm — es schlägt ihn. Das ist keineswegs eine Paradoxie, genau so wenig wie die Tatsache, daß ein auf die Berechnung von π programmierter Computer beim Ausspucken von Ziffern von π dem Programmierer überlegen ist.


  Wann ist ein Programm originell?


  Das Problem, daß ein Programm seinen Programmierer übertrifft, hängt mit der Frage der „Originalität“ bei AIzusammen. Wenn ein AI-Programm eine Idee oder eine Strategie in einem Spiel produziert, an die der Programmierer überhaupt nie gedacht hat — wem gebührt die Anerkennung? Es gibt verschiedene interessante Beispiele dafür, einige auf einer eher trivialen Ebene, einige auf einem ziemlich grundsätzlichen Niveau. Eines der berühmtesten Programme, geschrieben von E. Gelernter, dreht sich um das Finden von Beweisen von Sätzen in der euklidischen Geometrie. Eines Tages produzierte das Programm einen von Originalität geradezu funkelnden Beweis für einen der grundlegenden Sätze der elementaren euklidischen Geometrie — den sogenannten „pons asinorum“ oder die „Eselsbrücke“.


  Der Satz besagt, daß die Basiswinkel eines gleichseitigen Dreiecks gleich sind. Der Standardbeweis erfordert die Konstruktion der Höhe, die das Dreieck in zwei symmetrische Hälften teilt. Die vom Programm gefundene elegante Methode (Abb. 114) machte von keinen Hilfslinien Gebrauch. Statt dessen betrachtet man das Dreieck und sein Spiegelbild als zwei verschiedene Dreiecke. Nachdem man ihre Kongruenz bewiesen hat, weist das Programm darauf hin, daß die beiden Basiswinkel in dieser Kongruenz einander gleich sind. Was zu beweisen war.
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        Abb. 114. Pons-Asinorum-Beweis (entdeckt von Pappus [ca. 300 v. Chr.]) und Gelernters Programm (ca. 1960 n. Chr.). Problem: Zu zeigen, daß die Basiswinkel eines gleichschenkligen Dreiecks einander gleich sind. Lösung: Da das Dreieck gleichschenklig ist, sind AP und AP' gleich lang. Deshalb sind die Dreiecke PAP' und P' AP kongruent, da seitengleich. Das impliziert, daß entsprechende Winkel gleich sind, insbesondere die beiden Basiswinkel.


        


      
    

  


  Dieses Juwel von einem Beweis erfreute den Schöpfer des Programms und andere; einige sahen darin Anzeichen von Genie. Ohne diese Leistung schmälern zu wollen — in Wirklichkeit hat im Jahre 300 v. Chr. auch der Geometer Pappus diesen Beweis schon gefunden. Auf jeden Fall bleibt die Frage: „Wer ist der Urheber?“ Ist das intelligentes Verhalten? Oder schlummerte der Beweis tief im Innern des Menschen (Gelernter), und der Computer brachte ihn lediglich an die Oberfläche? Diese letztere Frage trifft den Kern. Wir können sie umkehren: Schlummerte der Beweis tief unten im Programm? Oder lag er nahe an der Oberfläche? Das heißt: Wie leicht läßt sich erkennen, warum ein Programm das tut, was es getan hat? Ist die Entdeckung eines einfachen Mechanismus oder einer einfachen Kombination von Mechanismen zuzuschreiben? Oder fand eine komplexe Wechselwirkung statt, die, wenn man sie erklärt bekommt, das ehrfürchtige Staunen darüber nicht verringert?


  Vernünftigerweise kann man wohl sagen: Wenn die Leistung gewissen Operationen, die sich im Programm leicht aufzeigen lasen, zuzuschreiben ist, dann enthält das Programm einfache Ideen, die — wenn auch nicht allzu tief — im Geist des Programmierers verborgen waren. Wenn umgekehrt das Programm keine Auskunft darüber gibt, warum gerade diese Entdeckung produziert wurde, dann sollte man vielleicht damit beginnen, den „Geist“ des Programms von dem des Programmierers zu trennen. Der Mensch wird gepriesen, weil er das Programm erfunden hat, nicht aber dafür, daß er die vom Programm produzierten Gedanken in seinem Kopf hat. In solchen Fällen kann man den Menschen als „Meta-Autor“ bezeichnen — den Autor des Autors des Ergebnisses — und das Programm einfach als Autor.


  Während im besonderen Fall von Gelernter und seiner Geometrie-Maschine Gelernter vermutlich den Beweis von Pappus nicht wiederentdeckt hätte, waren doch die Mechanismen, die den Beweis erzeugten, der Oberfläche des Programms hinreichend nahe, so daß man zögert, das Programm als selbständigen Geometer anzusprechen. Hätte es die Menschheit immer weiter mit geistreichen Beweisen in Staunen gehalten, von denen jeder auf einem neuen Geistesblitz beruhte und nicht auf einer Standardmethode, dann würde man das Programm ohne weitere Bedenken als Geometer bezeichnen. Das aber ist nicht geschehen.


  Wer komponiert Computer-Musik?


  In aller Schärfe stellt sich die Frage nach dem Unterschied zwischen Autor und Meta-Autor im Falle der von Computern komponierten Musik. Es gibt verschiedene Autonomie-Ebenen, über die ein Programm beim Akt des Komponierens anscheinend verfügt. Eine solche Ebene wird durch ein Stück illustriert, dessen „Meta-Autor“ Max Mathews von den Bell Laboratories war. Er gab die Partitur von zwei Märschen ein — „When Johnny Comes Marching Home“ und „British Grenadiers“ — und instruierte den Computer, eine neue Partitur herzustellen, die mit „Johnny“ beginnt, aber allmählich in die „Grenadiers“ übergeht. In der Mitte des Stücks ist „Johnny“ vollkommen verschwunden, und man hört nur noch „Grenadiers“ allein ... Dann wird der Prozeß umgekehrt, und das Stück endet, wie es begann, mit „Johnny“. Mathews selber sagt, es sei


  ... ein widerwärtiges musikalisches Erlebnis, aber kein uninteressantes, besonders was die rhythmischen Veränderungen betrifft. „The Grenadiers“ ist im 2/4-Takt in F-dur geschrieben, Johnny“ im 6/8-Takt in e-moll. Der Übergang vom 2/4- zum 6/8-Takt ist klar zu erkennen, wäre aber für einen Menschen sehr schwierig zu spielen. Die Modulation von F-dur zu e-moll, die eine Veränderung von zwei Noten mit sich bringt, ist mißtönend, und ein kleinerer Übergang wäre ohne Zweifel eine bessere Wahl gewesen. 12


  Das so entstandene Musikstück hört sich drollig an, stellenweise aber auch überladen und verworren.


  Komponiert der Computer? Am besten stellt man diese Frage gar nicht, aber völlig ignorieren kann man sie auch nicht. Eine Antwort zu geben, ist schwer. Die Algorithmen sind eindeutig, einfach und verständlich. Es bedarf keiner komplizierten und schwerverständlichen Berechnungen, keine „lernenden“ Programme werden verwendet, keine zufälligen Prozesse finden statt; die Maschine funktioniert vollständig mechanisch und geradlinig. Jedoch sind Tonfolgen das Ergebnis, die in ihren Feinheiten vom Komponisten nicht geplant waren, obgleich die Gesamtstruktur der Sektion vollständig und genau spezifiziert ist. So ist der Komponist über die Einzelheiten der Verwirklichung seiner Ideen oft überrascht, und zwar angenehm überrascht. Nur soweit komponiert der Computer. Man nennt diesen Vorgang „algorithmische Komposition“, aber wir wollen sofort noch einmal betonen, daß die Algorithmen durchsichtig sind. 13


  Das ist Mathews Antwort auf eine Frage, die er lieber nicht gestellt hätte. Trotz seiner Vorbehalte jedoch finden manche es leichter, einfach zu sagen, daß das Stück von „einem Computer verfaßt“ wurde. Ich bin der Meinung, daß dieser Ausdruck die Lage völlig verkennt. Das Programm enthält keine den „Symbolen“ des Gehirns analoge Strukturen und kann auf keine Weise an das „denken“, was es tut. Die Komposition eines solchen Musikstücks dem Computer zuzuschreiben, wäre wie wenn man die Autorschaft dieses Buches dem automatisch (und oft unrichtig) silbentrennenden Satzcomputer, auf dem es gesetzt wurde, zuschriebe.


  Das bringt uns zu einer Frage, die vom Thema AI etwas, aber doch nicht sehr abschweift. Sie lautet: Wenn man in einem Text das Wort „ich“ oder „mich“ sieht, worauf, glauben Sie, bezieht es sich? Man denke z. B. an die Worte „WASCH MICH“, die gelegentlich auf der Hinterseite schmutziger Lastwagen zu sehen sind. Wer ist dieses „mich“? Ist das der Schrei eines verlorenen Kindes, das, nach einem Bad lechzend, die Worte auf die nächstbeste Oberfläche kritzelt? Oder wünscht der Laster gesäubert zu werden? Oder will der Satz selber geduscht werden? Oder will die schmutzige deutsche Sprache gereinigt werden? Man könnte dieses Spiel unendlich weiterspielen. In unserem Fall handelt es sich um einen Scherz, und man soll sich, auf einer gewissen Stufe, vorstellen, daß der Lastwagen selbst den Satz schrieb und gewaschen zu werden verlangt. Auf einer anderen Ebene erkennt man deutlich, daß ein Kind es geschrieben hat, und genießt den Humor bei dieser Fehlsteuerung. Dies ist in der Tat ein Spiel, das auf der Interpretation von „mich“ auf der falschen Stufe beruht.


  Genau diese Art von Doppeldeutigkeit hat sich in diesem Buch ergeben, erst im Contrakrostipunktus und später in den Überlegungen zu Gödels Kette G (und ihren Verwandten). Die für eine unspielbare Schallplatte gegebene Interpretation war „Ich kann auf dem Plattenspieler X nicht gespielt werden“, und die für unbeweisbare Aussagen lautete: „Ich kann im formalen System X nicht bewiesen werden.“ Nehmen wir diesen letzten Satz. Bei welchen Gelegenheiten, wenn überhaupt, sind Sie auf einen Satz gestoßen, der das Pronomen „ich“ enthielt, wobei Sie automatisch verstanden, daß es sich nicht auf den bezog, der ihn aussprach, sondern vielmehr auf den Satz selbst? Sehr wenige, würde ich meinen. Wenn das Wort „ich“ in einem Sonett von Shakespeare auftritt, bezieht es sich nicht auf eine vierzehnzeilige Gedichtform, die auf einer Seite gedruckt wurde, sondern auf ein Wesen aus Fleisch und Blut hinter der Szene irgendwo im Hintergrund.


  Wie weit zurück verfolgen wir im allgemeinen das „Ich“ in einem Satz? Die Antwort scheint mir zu lauten: Wir suchen ein vernunftbegabtes Wesen, dem wir die Autorschaft anhängen können. Was aber ist ein vernunftbegabtes Wesen? Etwas, auf das wir uns bequem abbilden können. Gibt es in Weizenbaums „Doctor"-Programm eine Person? Wenn ja, welche? Eine kleine Debatte über diese Frage erschien kürzlich in der Zeitschrift Science.


  Das führt uns zurück zu dem Problem, „wer“ die Computermusik komponiert. In den meisten Fällen ist die Triebfeder für solche Musikstücke ein menschlicher Intellekt, und der Computer wird mehr oder weniger einfallsreich als ein Werkzeug für die Verwirklichung einer Idee verwendet. Das ausführende Programm ist nichts, mit dem wir uns identifizieren können. Es ist ein einfaches und zielstrebiges Stück Software ohne Flexibilität, ohne Überblick über seine eigene Tätigkeit und ohne das Gefühl des „Selbst“. Wenn jedoch einmal die Menschen Programme entwickeln, die diese Eigenschaften haben und aus denen Musikstücke herauskommen, halte ich den Zeitpunkt für gekommen, meine Bewunderung in zwei Teile zu spalten: Ein Teil für den Programmierer, weil er ein so erstaunliches Programm geschaffen hat, und den anderen Teil für das Programm selbst, für seine Musikalität. Und es will mir scheinen, daß das nur dann stattfinden wird, wenn die interne Struktur eines solchen Programmes auf etwas beruht, das den „Symbolen“ in unserem Gehirn und ihren Auslösemustern ähnelt, die für den komplexen Begriff der Bedeutung zuständig sind. Die Tatsache einer solchen internen Struktur wird dem Programm Eigenschaften verleihen, angesichts derer man sich bis zu einem gewissen Grad mit ihm behaglich identifizieren kann. Bis dahin aber werde ich mich bei dem Satz „Dieses Stück hat ein Computer komponiert“ unbehaglich fühlen.


  Automatisches Beweisen und Problemreduktion


  Doch zurück zur Geschichte der AI. Etwas von dem, was man als erstes zu programmieren versuchte, war der intellektuelle Akt der Beweisführung. Dieser unterscheidet sich nicht von der Programmierung eines Computers für eine Ableitung von MU im MIU-System, nur daß die formalen Systeme oft komplizierter waren als das MIU-System. Es handelt sich um Versionen der Prädikatenlogik, die eine Erweiterung der Aussagenlogik durch Verwendung von Quantoren darstellen. Die meisten Regeln der Prädikatenlogik sind übrigens in TNT enthalten. Der Trick bei der Abfassung eines solchen Programmes ist der, einen Sinn für die Richtung zu geben, so daß das Programm nicht einfach auf der ganzen Landkarte umherschweift, sondern auf „relevanten“ Wegen arbeitet denjenigen, die nach vernünftigen Kriterien zu der erwünschten Kette hinführen.


  Mit solchen Fragen haben wir uns in diesem Buch nicht besonders ausführlich beschäftigt. Wie kann man denn überhaupt wissen, wann man sich auf einen SATZ hinbewegt, und woher weiß man, daß das, was man tut, nicht einfach ein Leerlauf ist? Das hoffte ich, mit dem MU-Rätsel zu illustrieren. Natürlich kann es darauf eine abschließende Antwort geben: Das ist der Inhalt einschränkender Sätze; könnte man nämlich immer wissen, welchen Weg man zu gehen hätte, könnte man einen Algorithmus konstruieren, mit dem sich jeder SATZ beweisen ließe, und das würde den Satz von Church verletzen. Einen solchen Algorithmus gibt es nicht. (Ich überlasse es dem Leser, herauszufinden, wie das aus dem Satz von Church folgt.) Indessen bedeutet das nicht, daß es unmöglich wäre, überhaupt irgendwelche intuitive Vorstellungen zu haben, was ein vielversprechender Weg ist und was nicht. Tatsächlich haben die besten Programme eine sehr verfeinerte Heuristik, die ihnen erlaubt, Ableitungen in der Prädikatenlogik mit einer Geschwindigkeit vorzunehmen, die der von begabten Menschen vergleichbar ist.


  Der Trick bei der Beweisführung ist der, von der Tatsache Gebrauch zu machen, daß man ein Hauptziel hat — nämlich die Ketten, die man zu erzeugen wünscht —, das einen auch auf lokaler Stufe weiterführt. Eine Technik, die entwickelt wurde, um globale Ziele in lokale Strategien bei einer Ableitung zu verändern, nennt man Problemreduktion. Es beruht auf der Idee, daß wann immer man ein Fernziel hat, es üblicherweise Nahziele gibt, die, wenn man sie erreicht hat, behilflich sind, das Fern-
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  Abb. 115. Zenos endloser „Zielbaum“, um von A nach B zu gelangen.


  ziel zu erreichen. Wenn man deshalb ein gegebenes Problem in eine Reihe neuer Teilprobleme aufbricht, diese dann in Teilteilprobleme aufbricht und so weiter auf rekursive Weise, kommt man schließlich zu ganz bescheidenen Zielen, die vermutlich in einigen wenigen Schritten zu erreichen sind. Oder es sieht zumindest so aus ...


  Problemreduktion brachte Zeno in Schwierigkeiten. Man erinnert sich, daß Zenos Methode von A nach B zu gelangen (man betrachte B als Ziel) die ist, das Problem auf zwei Teilprobleme zu „reduzieren“: zuerst die Hälfte des Weges gehen, dann den Rest des Weges. Nun hat man zwei Teilziele auf den „Zielstapel gepusht“ (im Sinn von Kapitel V). Jedes wird wiederum durch zwei Teilteilziele ersetzt — und so weiter ad infinitum. Schließlich hat man einen unendlichen Stapel von Zielen anstatt ein einziges Ziel (Abb. 115). Eine unendliche Anzahl von Zielen vom Stapel „wegzupoppen“ erweist sich als problematisch — und genau darauf kommt es Zeno natürlich an.


  Ein anderes Beispiel unendlicher Rekursion kam in dem Dialog Kleines harmonisches Labyrinth vor, als Achilles' Typ-freier Wunsch erfüllt werden sollte. Die Erfüllung mußte hinausgeschoben werden, bis die Erlaubnis vom Meta-Geist eintraf, aber um die Erlaubnis zu erhalten, die Erlaubnis zu erteilen, mußte er den Meta-Meta-Geist anrufen usw. Trotz der Unendlichkeit des Zielstapels bekam Achilles, was er gewünscht hatte. Problemreduktion hatte gesiegt.


  Ungeachtet meines Spottes ist Problemreduktion eine leistungsfähige Technik zur Verwandlung von Global- in Lokalprobleme. In gewissen Situationen glänzt sie, wie etwa beim Endspiel im Schach, wo die Vorausschautechnik oft jämmerlich versagt, selbst wenn man sie bis zur Lächerlichkeit ausdehnt, wie fünfzehn oder mehr Züge. Das rührt daher, daß die Vorausschautechnik nicht auf Plänen beruht; sie hat ganz einfach keine Ziele und untersucht eine riesige Menge sinnloser Alternativen. Wenn man ein Ziel hat, ist man in der Lage, eine Strategie zu dessen Erreichung zu entwerfen, und das ist eine völlig andere Philosophie als die der mechanischen Vorausschau. Bei der Vorausschautechnik wird natürlich die Wünschbarkeit oder ihr Fehlen durch die Bewertungsfunktion der Stellungen beurteilt, und das enthält indirekt eine Anzahl von Zielen, vor allem das, nicht mattgesetzt zu werden. Aber das ist zu indirekt. Gute Schachspieler, die gegen Vorausschau-Schachprogramme antreten, erhalten meistens den Eindruck, daß ihre Gegner in der Formulierung von Plänen oder Strategien sehr schwach sind.


  Shandy und der Knochen


  Dafür, daß die Methode der Problemreduktion funktioniert, gibt es keine Garantie. In vielen Situationen versagt sie. Man betrachte etwa das folgende einfache Problem: Sie sind ein Hund, und ein befreundeter Mensch hat soeben ihren Lieblingsknochen über einen Drahtzaun in einen anderen Hof geworfen. Sie können den Knochen durch den Zaun hindurch sehen, wie er dort — und wie verführerisch! — im Grase liegt. Etwa fünfzehn Meter vom Knochen entfernt befindet sich ein offenes Tor im Zaun. Was soll man tun? Einige Hunde rennen einfach zum Zaun, stellen sich vor ihn hin und bellen, anderen rennen zum offenen Tor und zurück zu dem verlockenden Knochen. Von beiden Hunden läßt sich sagen, daß sie eine Problemreduktionstechnik angewandt haben; aber das Problem stellt sich in ihrem jeweiligen Geist auf verschiedene Weise dar, und das macht den ganzen Unterschied aus. Der bellende Hund sieht die Teilprobleme als 1) zum Zaun rennen, 2) durch ihn hindurchgelangen, 3) zum Knochen rennen — aber das zweite Teilproblem ist eine harte Nuß, daher das Gebell. Der andere Hund sieht die Teilprobleme als 1) zum Tor laufen, 2) durch das Tor hindurchgehen, 3) zum Knochen rennen. Man beachte, wie alles davon abhängt, wie man den „Problemraum“ darstellt — das heißt, was man als Reduktion des Problems betrachtet (Bewegung nach vorn auf das Hauptziel zu), und was man als Erweiterung des Problems ansieht (Rückwärtsbewegung weg vom Ziel).


  Den Problemraum ändern


  Einige Hunde versuchen, unmittelbar auf den Knochen zuzusteuern, und wenn sie am Zaun angekommen sind, rastet etwas in ihrem Gehirn ein; sie wechseln bald ihre Richtung und rennen hinüber zum Tor. Diese Hunde merken, daß das, was auf den ersten Blick die Entfernung zwischen der ursprünglichen und der erwünschten Situation vergrößert— nämlich vom Knochen weg und auf das Tor zuzurennen, sie tatsächlich verringert. Zuerst verwechseln sie physische Distanz mit Problemdistanz. Jede Bewegung weg vom Knochen scheint ex definitione schlecht. Dann aber merken sie irgendwie, daß sie ihre Auffassung davon, was sie dem Knochen „näher“ bringen wird, ändern können. In einem richtig gewählten abstrakten Raum ist die Bewegung auf das Tor hin eine Kurve, die den Hund dem Knochen näherbringt. In jedem Augenblick kommt der Hund dem Knochen „näher“ — im neuen Sinn des Worts. Die Nützlichkeit der Problemreduktion hängt also davon ab, wie man sich das Problem im Geist vorstellt. Was in einem Raum als Rückzug, kann in einem andern wie ein revolutionärer Schritt nach vorn aussehen.


  Im Alltagsleben sehen wir uns fortwährend Variationen des Hund-und-Knochen-Problems gegenüber und lösen sie. Wenn ich zum Beispiel eines Nachmittags beschließe, hundert Meilen in südlicher Richtung zu fahren, mich aber in meinem Büro befinde und auf einem Fahrrad zur Arbeit gekommen bin, muß ich eine überaus große Anzahl von „Zügen“ in offensichtlich falscher Richtung machen, ehe ich tatsächlich in meinem Wagen in südlicher Richtung unterwegs bin. Ich muß mein Büro verlassen, was ein paar Meter nach Osten bedeutet, dann dem Korridor im Gebäude folgen, der zuerst nach Norden und dann nach Westen führt, dann rase ich auf meinem Rad nach Hause, das bedeutet Abzweigungen in alle Richtungen der Windrose, und erreiche meine Wohnung. Eine Reihe von kleinen Zügen bringt mich schließlich in mein Auto und ich fahre los. Ich wähle eine Route, die vielleicht Umwege nach Norden, Westen oder Osten bedingt, um sobald als möglich das Ziel, die Autobahn, zu erreichen.


  Dies ist alles nicht im geringsten paradox; es geschieht sogar ohne daß wir es amüsant finden. Der Raum, in dem eine physische Umkehr als direkte Bewegung auf ein Ziel hin erfahren wird, ist so tief in meinem Geist eingebettet, daß ich sogar nicht einmal etwas Ironisches darin finde, nach Norden zu gehen. Die Straßen und Korridore usw. dienen als Kanäle, die ich ohne großes Widerstreben akzeptiere, so daß ein Teil des Wahlaktes, wie ich die Situation erfahre, bedingt, einfach die Situation zu akzeptieren, die vorgegeben ist. Aber Hunde haben angesichts von Zäunen Schwierigkeiten das zu tun, besonders wenn der Knochen so nahe liegt, ihnen ins Gesicht starrt und so lecker aussieht. Und wenn der Problemraum nur ein bißchen abstrakter ist als der physische Raum, fehlt es den Menschen oft an Einsicht, was sie tun sollten — wie den bellenden Hunden.


  In einem gewissen Sinn sind alle Probleme abstrakte Spielarten des Hund-und-Knochen-Problems. Viele Probleme stellen sich nicht in einem physischen Raum, sondern in einer Art gedachtem Raum. Wenn man merkt, daß direkte Bewegung auf ein Ziel in eine Art abstrakten „Zaun“ hineinführt, sind zwei Dinge möglich: 1) der Versuch, sich vom Ziel in mehr oder weniger zufälliger Weise wegzubewegen, oder 2) einen neuen „Raum“ zu finden, in dem man das Problem neu fassen kann, und in dem kein abstrakter Zaun einen vom Ziel trennt — dann kann man in diesem neuen Raum schnurstracks ans Ziel gelangen. Die erste Methode kommt einem recht träge, die zweite schwierig und kompliziert vor. Und doch kommen Lösungen, die eine Umstrukturierung des Problemraums bedingen, sehr häufig als plötzliche blitzartige Einsicht und nicht als Ergebnis eines langsamen, wohlüberlegten Planungsvorgangs.


  Wahrscheinlich kommen diese intuitiven Eingebungen vom innersten Kern der Intelligenz, und es braucht nicht gesagt zu werden, daß ihr Ursprung ein streng gehütetes Geheimnis unseres mißtrauischen Gehirns ist.


  Auf jeden Fall liegt die Schwierigkeit nicht darin, daß Problemreduktion als solche zu Mißerfolgen führte: es ist eine ganz zuverlässige Technik. Das Problem liegt tiefer: Wie kann man eine gute interne Repräsentation des Problems auswählen. Was für einen „Raum“ sieht man in ihr? Welche Handlungen verringern die „Entfernung“ zwischen dir und deinem Ziel in dem von dir gewählten Raum? In mathematischer Sprache läßt sich das ausdrücken als das Problem, nach einer angemessenen Metrik zwischen zwei Zuständen (Distanzfunktion) zu suchen, nämlich eine Metrik, in der die Entfernung zwischen dir und deinem Ziel sehr klein ist.


  Da nun die Frage der Wahl einer internen Repräsentation selbst eine Art von Problem ist — und dazu ein recht kniffliges — könnte man daran denken, die Technik der Problemreduktion auf diese Frage selbst anzuwenden. Um das zu tun, müßte man eine Möglichkeit haben, eine ungeheure Vielzahl von abstrakten Räumen zu repräsentieren, und das ist ein äußerst komplexes Vorhaben. Ich wüßte nicht, daß jemals jemand irgendetwas dieser Art versucht hätte. Vielleicht ist es nur ein theoretisch anziehender, amüsanter Vorschlag, der aber in Wirklichkeit völlig unrealistisch ist. Auf jeden Fall hätte AI bitter Programme nötig, die „zurücktreten“ und prüfen können, was da vor sich geht, und aus dieser Perspektive sich neu an der vorliegenden Aufgabe orientieren. Eine Sache ist es, ein Programm zu schreiben, daß es eine einfache Aufgabe vortrefflich ausführt, die, wenn ein Mensch sie ausführte, der Intelligenz zu bedürfen scheint, und eine ganz andere, ein intelligentes Programm zu schreiben. Es ist der Unterschied zwischen der Sphex-Wespe (s. Kapitel XI), deren eingeschliffene Gewohnheit große Intelligenz vortäuscht, und einem menschlichen Wesen, das eine Sphex-Wespe beobachtet.


  Noch einmal: I-Modus und M-Modus


  Ein intelligentes Programm wäre vermutlich eines, das wendig genug ist, Probleme mannigfacher Art zu lösen und dabei Erfahrungen zu sammeln. Es wäre imstande, innerhalb eines Satzes von Regeln zu funktionieren, aber auch im richtigen Moment zurückzutreten und zu beurteilen, ob die Arbeit innerhalb dieses Satzes von Regeln im Hinblick auf den umfassenden Satz von Zielen nutzbringend ist. Es wäre imstande, die Arbeit innerhalb eines gegebenen Rahmens abzubrechen wenn nötig, und einen neuen Rahmen zu erschaffen, in dem es eine Weile arbeiten kann.


  Vieles in dieser Diskussion erinnert den Leser vielleicht an gewisse Aspekte des MU-Rätsels. Zum Beispiel erinnert die Bewegung fort vom Ziel eines Problems an die Bewegung fort von MU, indem man immer längere Ketten erzeugt und hofft, auf indirektem Wege MU zu erzeugen. Ist man ein naiver „Hund“, meint man vielleicht, man bewege sich fort vom „MU-Knochen“, sobald die Kette länger wird als zwei Elemente; ist man aber ein gewiefter Hund, hat die Verwendung solcher Verlängerungsregeln eine indirekte Rechtfertigung, ähnlich, wie wenn man sich auf das Tor zubewegt, um seinen MU-Knochen zu ergattern.


  Eine weitere Brücke zwischen der vorhergehenden Diskussion und dem MU-Rätsel sind die beiden Operationstypen, die zu Einsicht in die Natur des MU-Rätsels führten: der mechanische Modus und der Intelligenzmodus. Im ersten ist man in einen feststehenden Rahmen eingebaut; im letzteren kann man immer einen Schritt zurück tun und einen Überblick über das Ganze gewinnen. Einen Überblick gewinnen, bedeutet dasselbe wie eine Wahl treffen, in welcher Repräsentierungsart man arbeiten will, und innerhalb der Regeln des Systems arbeiten, bedeutet dasselbe wie die Technik der Problemreduktion innerhalb des gewählten Rahmens. Hardys Kommentar zu Ramanujans Stil, insbesondere seine Bereitschaft, seine eigenen Hypothesen umzuändern, illustriert die Wechselwirkung zwischen M-Modus und I-Modus im schöpferischen Denken.


  Die Sphex-Wespe funktioniert vortrefflich im M-Modus, aber sie ist absolut unfähig, ihren Rahmen auszuwählen oder auch nur am M-Modus das Geringste zu ändern. Sie ist nicht fähig, festzustellen, daß im System immer und immer wieder das Gleiche geschieht. Um nämlich so etwas zu bemerken, müßte man aus dem System — und sei es nur ganz wenig — herausspringen. Sie nimmt die Gleichförmigkeit der Wiederholung nicht wahr. Diese Vorstellung (nämlich die Gleichheit gewisser sich wiederholender Vorgänge) ist interessant, wenn wir sie auf uns selber anwenden. Gibt es ständig sich wiederholende Situationen, die in unserem Leben immer wieder vorkommen und jedesmal von uns auf dieselbe stupide Weise behandelt werden, weil wir einfach nicht genug Überblick haben, um ihre Gleichheit wahrzunehmen? Das führt uns zu der immer wiederholten Frage: „Was ist Gleichheit?“ Dies wird sich bald als Thema von AI erweisen, wenn wir das Erkennen von Mustern erörtern.


  Anwendung von AI auf die Mathematik


  Vom Standpunkt der AI aus ist die Mathematik in mancher Hinsicht ein äußerst interessantes Studienfeld. Jeder Mathematiker fühlt, daß es zwischen mathematischen Vorstellungen eine Art Metrik gibt — daß die gesamte Mathematik ein Netz von Ergebnissen ist, zwischen denen eine riesige Zahl von Beziehungen besteht. In diesem Netz sind einige Vorstellungen eng miteinander verbunden, andere bedürfen komplizierterer Verbindungen. Manchmal sind zwei SÄTZE in der Mathematik nahe beieinander, in dem Sinne, daß einer leicht zu beweisen ist, der andere gegeben. Dann wieder sind zwei Ideen nahe beieinander, weil sie analog oder sogar isomorph sind. Das sind zwei verschiedene Bedeutungen des Worts „nahe“ im Bereich der Mathematik. Es gibt wahrscheinlich noch einige andere. Ob in unserem Gefühl Mathematik „nähe“ Objektivität und Universalität ist, oder ob es sich lediglich um einen Zufall in der geschichtlichen Entwicklung handelt, läßt sich schwer sagen. Bei gewissen SÄTZEN aus verschiedenen Bereichen der Mathematik kommt es uns schwierig vor, sie in Beziehung zu setzen, und wir könnten sagen, daß sie nicht miteinander verwandt sind, aber später könnte etwas auftauchen, das uns zu einem Sinneswandel zwänge. Wenn wir unseren hochentwickelten Sinn für mathematische Nähe — „eines Mathematikers mentale Metrik“ sozusagen — in ein Programm einfließen lassen könnten, könnten wir vielleicht eine primitive „artifizielle Mathematik“ erzeugen. Das bedingte aber, daß wir in der Lage sind, auch ein Gefühl der Einfachheit und der „Natürlichkeit“ zu vermitteln, was ein weiteres wichtiges Hindernis darstellt.


  Diese Fragen sind Gegenstand einer Anzahl von AI-Projekten. Es gibt eine Sammlung von Programmen, die am MIT (Massachusetts Institute of Technology) entwickelt wurden und „MACSYMA“ heißen. Sie sollen Mathematikern bei der symbolischen Manipulation komplizierter mathematischer Ausdrücke behilflich sein. Dieses Programm hat ein Gefühl dafür, „wo es lang geht“ — eine Art von Komplexitätsgefälle führt es von dem, was wir im allgemeinen als komplexe Ausdrücke bezeichnen würden, zu einfacheren. Ein Teil des MACSYMA-Repertoires ist das Programm mit dem Namen „SIN“, das symbolische Integration von Funktionen ausführt; es gilt allgemein als den Menschen in gewissen Kategorien überlegen. Es beruht auf einer Anzahl verschiedener Fertigkeiten, wie das ja im allgemeinen für die Intelligenz gilt: einem riesigen Wissensvorrat, der Technik der Problemreduktion, einer großen Menge Heuristik sowie gewissen Spezialtricks.


  Ein anderes, von Douglas Lenat in Stanford verfaßtes Programm hatte zum Ziel, Begriffe zu erfinden und Tatsachen der Elementarmathematik zu entdecken. Beginnend mit dem Begriff der „Menge“ und einer Anzahl von Vorstellungen darüber, was „interessant“ ist, „erfand“ es das Zählen, dann die Addition, dann die Multiplikation, darunter, unter anderem, den Begriff der Primzahl — und es ging so weit, Goldbachs Vermutung wieder zu entdecken. Natürlich waren alle diese „Entdeckungen“ Hunderte, ja Tausende von Jahren alt. Vielleicht kann man das zum Teil so erklären, daß Lenats Gefühl für das „Interessante“ in eine gewisse Anzahl von Regeln hineingetragen wurde, die durch sein modernes mathematisches Training beeinflußt waren; nichtsdestoweniger ist es eindrucksvoll. Nach einigen sehr ansehnlichen Leistungen schien dem Programm der Atem auszugehen. Interessant war, daß es sein eigenes Gefühl für das Interessante nicht weiterzuentwickeln oder zu verbessern vermochte. Das schien um einen — oder vielleicht mehrere — Grade schwieriger.


  Die Crux von AI: Repräsentierung von Wissen


  Viele der obigen Beispiele wurden angeführt, um zu betonen, daß die Art, wie ein Bereich dargestellt wird, einen ganz wesentlichen Einfluß darauf hat, wie dieser Bereich „verstanden“ wird. Ein Programm, das einfach SÄTZE von TNT in einer bestimmten Reihenfolge ausdruckt, hätte die Zahlentheorie nicht „verstanden“. Von einem Programm wie dem von Lenat mit seinen zusätzlichen Schichten von Wissen könnte man sagen, es besitze einen rudimentären Sinn für Zahlentheorie und einen, der mathematisches Wissen in einen größeren Wirklichkeitszusammenhang einbettet. Es wäre wahrscheinlich am ehesten fähig ihn so zu verstehen, wie wir das tun. Diese Repräsentierung von Wissen ist die Crux von AI.


  Ursprünglich nahm man an, daß Wissen die Gestalt von satzähnlichen „Paketen“ habe und daß die beste Methode, einem Programm Wissen einzupflanzen, darin bestehe, ein einfaches Verfahren zu entwickeln, um Tatsachen in kleine, passive Datenpakete zu übersetzen. Dann wäre jede Tatsache ganz einfach eine Menge von Daten, auf die von jedem Programm, das sie benötigt, zurückgegriffen werden kann. Das trifft z. B. für Schachprogramme zu, bei denen die Stellungen irgendwie als Matrizen oder Listen codiert und gespeichert werden, wo man sie abrufen und als Unterroutine mit ihnen operieren kann.


  Daß der Mensch Tatsachen auf komplexe Art speichern kann, war den Psychologen seit geraumer Zeit bekannt und wurde erst vor kurzem von AI-Forschern wiederentdeckt, die sich jetzt dem Problem des „geballten Wissens“ gegenübersehen und dem Unterschied zwischen prozeduralen und deklarativen Typen von Wissen, der, wie wir in Kapitel XI sahen, verwandt ist mit dem zwischen Wissen, welches der Introspektion zugänglich ist, und solchem Wissen, das der Introspektion verschlossen bleibt.


  Der naiven Annahme, daß alles Wissen in passive Daten codiert werden sollte, widerspricht der fundamentalste Satz für den Bau von Computern, nämlich, daß die Art, wie sie addieren, subtrahieren, multiplizieren usw. nicht in Bestandteilen von Daten codiert und im Gedächtnis gespeichert ist; tatsächlich sind sie nirgends im Gedächtnis repräsentiert, sondern in den Verdrahtungen der Hardware. Ein Taschenrechner hat in seinem Gedächtnis kein Wissen, wie man addiert. Dieses Wissen ist in seine „Eingeweide“ eingebaut. Es gibt keine Stelle in seinem Speicher, auf die man deuten könnte, wenn jemand fordert: „Zeige mir, wo das Wissen, wie man addiert, in der Maschine sitzt.“


  Dennoch galt in der AI-Forschung sehr viel Arbeit den Systemen, in denen der größte Teil des Wissens an spezifizierten Orten gespeichert ist - das heißt deklarativ. Selbstverständlich muß etwas Wissen im Programm enthalten sein, sonst hätte man überhaupt kein Programm, sondern lediglich ein Lexikon. Die Frage ist die, wie man Wissen zwischen Programm und Daten aufteilen soll. Nicht daß es immer leicht wäre, zwischen Programm und Daten zu unterscheiden, beileibe nicht! Hoffentlich habe ich das in Kapitel XVI deutlich genug gemacht. Wenn bei der Entwicklung eines Systems der Programmierer intuitiv eine bestimmte Einzelheit als Datum (oder Programm) auffaßt, kann das sehr bedeutsame Rückwirkungen auf die Struktur des Systems haben, weil man während der Programmierung tatsächlich dazu neigt, zwischen datenähnlichen und programmähnlichen Objekten zu unterscheiden.


  Wichtig ist, daß im Prinzip jede Codierungsmethode so gut wie die andere ist, und zwar in dem Sinne, daß, wenn man sich nicht so sehr um die Effizienz kümmert, das, was man in einem Schema tun kann, auch in anderen getan werden kann. Indessen gibt es Gründe, die darauf hinzuweisen scheinen, daß eine Methode der anderen eindeutig überlegen ist. Man betrachte zum Beispiel das folgende Argument zugunsten von rein prozeduraler Repräsentation: „Sobald man versucht, Eigenschaften von hinlänglicher Komplexität in Daten zu codieren, ist man gezwungen, etwas zu entwickeln, das eine neue Sprache, ein neuer Formalismus ist. So werden die Datenstrukturen programmähnlich, wobei ein gewisser Teil des Programms als Interpreter fungiert; man könnte geradesogut dieselbe Information gleich von Anfang an direkt in prozeduraler Form vorlegen und zusätzliche Interpretationsebenen vermeiden.“


  DNS und Proteine als Erkenntnishilfe


  Das Argument klingt ganz überzeugend und läßt sich, wenn etwas locker interpretiert, als ein Argument für die Abschaffung von DNS und RNS lesen. Warum genetische Information in DNS codieren, wenn man durch direkte Repräsentierung in Proteinen nicht bloß eine, sondern zwei Interpretationsstufen eliminieren könnte? Die Antwort lautet: Es zeigt sich, daß es äußerst nützlich ist, dieselbe Information in mehreren verschiedenen Formen für verschiedene Zwecke zu besitzen. Ein Vorteil des Speicherns von genetischer Information in der modularen oder datenähnlichen Form der DNS besteht darin, daß die Gene zweier Individuen leicht wieder kombiniert werden können, um einen neuen Genotyp zu bilden. Dies wäre sehr schwierig, wenn die Information nur in Proteinen vorhanden wäre. Ein zweiter Grund für die Informationsspeicherung in DNS ist, daß sie leicht in Proteine transkribiert und übersetzt werden kann. Wenn sie nicht gebraucht wird, beansprucht sie nicht viel Platz, wird sie gebraucht, so funktioniert sie als Schablone. Einen Mechanismus zum Kopieren eines Proteins auf ein anderes gibt es nicht; ihre gefaltete Tertiärstruktur würde das Kopieren höchst unhandlich machen. Komplementär dazu: Es ist beinahe zwingend, genetische Information in dreidimensionaler Struktur wie die Enzyme einzubringen, weil das Erkennen und die Manipulation von Molekülen ihrer Natur nach eine dreidimensionale Operation ist. Nun erweist sich das Argument für lediglich prozedurale Repräsentation im Kontext der Zellen als falsch. Es läßt erkennen, daß es von Vorteil ist, zwischen prozeduraler und deklarativer Repräsentation hin- und herschalten zu können. Das trifft vermutlich auch auf AI zu.


  Dieses Problem wurde von Francis Crick auf einer Tagung über Kommunikation mit außerirdischer Intelligenz vorgebracht:


  Auf der Erde sehen wir, daß es zwei Moleküle gibt, von denen das eine für die Replikation (DNS) und das andere für Aktion (Proteine) sorgt. Ist es möglich, ein System zu entwerfen, in dem ein Molekül beide Aufgaben verrichtet, oder gibt es vielleicht von der Systemanalyse stärkere Argumente, die andeuten (wenn es sie gibt), daß es ein großer Vorteil ist, die Aufgabe in zwei Teile zu zerlegen? Die Antwort auf diese Frage weiß ich nicht. 14


  Modularität des Wissens


  Eine andere Frage bei der Repräsentierung von Wissen ist die nach der Modularität. Wie leicht ist es, neues Wissen einzugeben? Wie leicht ist es, altes Wissen zu revidieren? Wie „modular“ sind Bücher? Es kommt ganz darauf an. Wenn aus einem streng strukturierten Buch mit Querverweisen ein einziges Kapitel entfernt wird, kann der Rest des Buches praktisch unverständlich bleiben. Es ist, als zöge man einen einzelnen Faden aus einem Spinnennetz - wenn man das tut, zerstört man das Ganze. Auf der anderen Seite sind gewisse Bücher sehr modular, da sie voneinander unabhängige Kapitel haben.


  Nehmen wir ein gradliniges Programm für die Herstellung von SÄTZEN, das TNT-Axiome und Folgerungsregeln benutzt. Das „Wissen“ eines solchen Programms hat zwei Aspekte. Es sitzt implizit in den Axiomen und Regeln und explizit in den bisher erzeugten SÄTZEN. Je nachdem, wie man das Wissen betrachtet, sieht man es entweder als modular oder als über alles ausgebreitet und völlig unmodular. Angenommen zum Beispiel, man hätte ein solches Programm verfaßt, hätte aber vergessen, TNT-Axiom 1 in die Liste der Axiome aufzunehmen. Nachdem das Programm einige tausend Ableitungen vorgenommen hat, erkennen wir diese Unterlassung und fügen das neue Axiom zu. Die Tatsache, daß man das ohne weiteres tun kann, zeigt, daß es implizit modular ist; aber der Beitrag des neuen Axioms zum expliziten Wissen des Systems wird sich erst nach langer Zeit herausstellen — nachdem seine Wirkung nach außen „diffundiert“ ist, wie der Duft eines Parfums sich langsam in einem Zimmer verbreitet, wenn die Flasche zerbrochen ist. In diesem Sinne braucht das neue Wissen lange, bis es einverleibt worden ist. Außerdem: Wenn man zurückgehen wollte und Axiom I durch sein Gegenteil ersetzte, wäre das ohne andere Änderungen nicht möglich; man müßte alle SÄTZE streichen, in deren Ableitung Axiom 1 vorkäme. Ganz offensichtlich ist das explizite Wissen nicht annähernd so modular wie das implizite.


  Von Nutzen wäre es, zu lernen, wie man Wissen modular übertragen kann. Um dann jemand Französisch zu lehren, würden wir einfach seinen Schädel öffnen und nach festen Regeln Eingriffe an seinen neuralen Strukturen vornehmen. Dann wüßte er, wie man Französisch spricht. Das ist natürlich nur ein erheiternder Wunschtraum.


  Ein anderer Aspekt der Repräsentation von Wissen hat damit zu tun, was man mit diesem Wissen anfangen will. Soll man seine Schlüsse ziehen, während die Informationsstücke eintreffen? Sollte man zwischen der alten und der neuen Information ständig Analogien und Vergleiche anstellen? Will man zum Beispiel in einem Schachprogramm einen „Vorausschau-Baum“ erzeugen, dann wird eine Repräsentation, die Stellungen auf dem Brett mit einem Minimum an Redundanz enkodiert, einem solchen vorzuziehen sein, das die Informationen auf mehrere verschiedene Arten wiederholt. Wünscht man aber, daß das Programm die Stellung auf dem Brett „verstehen“ solle, indem es nach Mustern sucht und sie mit bekannten Mustern vergleicht, dann wird es nützlicher sein, dieselbe Information verschiedene Male in verschiedenen Formen zu repräsentieren.


  Wissen als logischen Formalismus repräsentieren


  Über die beste Methode, Wissen zu repräsentieren und zu manipulieren, bestehen verschiedene Auffassungen. Eine davon, die großen Einfluß ausgeübt hat, befürwortet Repräsentationen, die sich formaler Notierungen bedienen, ähnlich denen für TNT und dabei von Aussagenverknüpfungen und Quantoren Gebrauch macht. Die grundlegenden Operationen bei solchen Repräsentierungen sind, was nicht überrascht, Formalisierungen des deduktiven Schlußfolgerns. Logische Ableitungen können vorgenommen werden, indem man Folgerungsregeln verwendet, die solchen in TNT analog sind. Wenn man das System über eine besondere Idee befragt, errichtet man ein Ziel in der Form einer abzuleitenden Kette. Zum Beispiel: „Ist MUMON ein SATZ?“ Dann übernehmen die automatischen Folgerungsmechanismen die Aufgabe in einer ziel gerichteten Art und Weise und verwenden verschiedene Methoden der Problemreduktion.


  Nehmen wir an, daß zum Beispiel die Behauptung: „Alle formalen Arithmetiken sind unvollständig“ bekannt wäre und das Programm befragt würde: „Ist Principia Mathematica unvollständig?“ Überfliegt man die Liste der bekannten Tatsachen, oft data base genannt, könnte das System merken, daß wenn es feststellen könnte, daß Principia Mathematica eine formale Arithmetik ist, die Frage beantwortet wäre. Deshalb würde die Behauptung „Principia Mathematica ist eine formale Arithmetik“ als Zwischenziel aufgestellt, und dann übernähme die Problemreduktion das Weitere. Wenn es weitere Tatsachen finden könnte, die bei der Bestätigung oder Widerlegung der Ziele oder Zwischenziele helfen könnten usw., würde es diese rekursiv bearbeiten.


  Diesen Prozeß nennt man backwards chaining; da er am Ziel beginnt und nach rückwärts geht, vermutlich auf Dinge zu, die bereits bekannt sind. Macht man eine Graphik des Hauptziels, der Zwischenziele, der Zwischen-Zwischenziele usw., so wird sich eine baumähnliche Struktur ergeben, da das Hauptziel verschiedene Zwischenziele bedingen kann, von denen jedes verschiedene Zwischen-Zwischenziele bedingt usw.


  Man beachte: diese Methode gibt keine Gewähr für die Lösung der Frage, denn möglicherweise gibt es gar keine Methode, um innerhalb des Systems festzustellen, daß Principia Mathematica eine formale Artihmetik ist. Das bedeutet jedoch nicht, daß das Ziel oder das Zwischenziel eine falsche Aussage ist, sondern nur, daß sie innerhalb des dem System gerade verfügbaren Wissens nicht abgeleitet werden kann. Unter solchen Umständen druckt der Computer dann wohl „ich weiß nicht“ oder etwas ähnliches aus. Daß einige Fragen offen bleiben, entspricht natürlich der Unvollständigkeit, unter der gewisse wohlbekannte formale Systeme leiden.


  Deduktives Wissen — analoges Wissen


  Diese Methode ermöglicht ein deduktives Wissen über den repräsentierten Raum, weil richtige logische Schlußfolgerungen aus bekannten Tatsachen gezogen werden können. Es mangelt ihr jedoch an der Fähigkeit, Ähnlichkeiten zu entdecken und Situationen zu vergleichen — es mangelt ihr an dem, was wir das Analogiedenken nennen könnten — eine äußerst wichtige Seite der menschlichen Intelligenz. Das bedeutet nicht, daß Analogiedenken nicht in eine solche Form gepreßt werden könnte, aber diese Art von Formalismus ist keine natürliche Art der Darstellung hierfür. Heutzutage sind Logik-orientierte Systeme nicht so im Schwange wie andere Arten, bei denen komplexe Vergleiche auf einigermaßen natürliche Weise ausgeführt werden können.


  Ist man sich darüber klar geworden, daß die Darstellung von Wissen ein ganz anderes Paar Stiefel ist, als die bloße Speicherung von Zahlen, dann läßt sich die Vorstellung, „ein Computer habe ein Elefantengedächtnis“, leicht als Mythos entlarven. Was im Gedächtnis gespeichert ist, ist nicht notwendigerweise gleichbedeutend mit dem, was ein Programm weiß, denn sogar wenn ein bestimmtes Wissen irgendwo in einem komplexen System codiert ist, gibt es möglicherweise kein Verfahren, keine Regel, keinen anderen Prozeß, der mit Daten umgeht, der dieses Wissen erreicht. Es kann unzugänglich sein. In einem solchen Fall läßt sich sagen, daß das Wissen „vergessen“ wurde, weil der Zugang zu ihm vorübergehend oder auf Dauer verlorengegangen ist. So kann ein Computerprogramm auf einer hohen Stufe etwas „vergessen“, an das es sich auf einer tieferen „erinnert“. Dies ist eine jener immer wiederkehrenden Unterscheidungen von Stufen, durch die wir wahrscheinlich viel über uns selber erfahren können. Wenn ein Mensch etwas vergißt, bedeutet das am ehesten, daß auf der hohen Stufe ein Hinweis verloren ging und nicht, daß irgendwelche Information getilgt oder zerstört wurde. Das wirft ein Licht darauf, wie außerordentlich wichtig es ist, auf die Art zu achten, wie man die eintreffenden Erfahrungen speichert, denn man weiß nie von vornherein, unter welchen Umständen oder von welchem Gesichtspunkt aus man etwas aus dem Speicher herausholen will.


  Vom Computer-Haiku zu einer RTN-Grammatik


  Wie komplex die Repräsentierung von Wissen in menschlichen Köpfen ist, wurde mir so richtig bewußt, als ich an einem Programm zur Erzeugung von englischen Sätzen „aus heiterem Himmel“ arbeitete. Zu diesem Forschungsvorhaben kam ich auf recht interessante Weise. Ich hatte am Radio einige Beispiele von sogenannten „Computer-Haikus“ gehört. Etwas an ihnen beeindruckte mich tief. Einen Computer das machen zu lassen, was eigentlich als künstlerische Schöpfung anzusehen wäre, enthält ein stark humoristisches, aber auch ein geheimnisvolles Element. Der humoristische Aspekt amüsierte mich außerordentlich, und das Geheimnisvolle — ja Widersprüchliche — am Programmieren von Kreativität motivierte mich. Ich machte mich also daran, ein Programm zu entwerfen, das noch geheimnisvoll-widersprüchlicher und noch humoristischer als das Haiku-Programm war.


  Zunächst beschäftigte ich mich damit, die Grammatik flexibel und rekursiv zu machen, damit man nicht das Gefühl hatte, das Programm bestehe einfach im Ausfüllen von Leerstellen in einer Schablone. Ungefähr um diese Zeit fiel mir ein Aufsatz von Victor Yngve in der Zeitschrift Scientific American in die Hand, in dem er eine einfache, aber flexible Grammatik beschreibt, die eine große Menge verschiedener Sätze erzeugen kann, wie man sie in Kinderbüchern findet. Ich modifizierte einige der Ideen, die ich diesem Aufsatz entnommen hatte, und erhielt eine Anzahl von Prozeduren, die eine rekursive, transitive Netz-Grammatik bildeten, wie in Kapitel V beschrieben. Die Wortwahl wurde in dieser Grammatik durch einen Prozeß getroffen, der damit begann, daß die allgemeine Struktur des Satzes zufallsbedingt ausgewählt wurde. Allmählich sickerte das Entscheidungsverfahren durch tiefere Strukturstufen hindurch, bis die Wort- und die Buchstabenstufe erreicht waren. Sehr viel gab es unter der Wortstufe zu tun, wie etwa die Konjugation von Verben und die Bildung des Plurals von Hauptwörtern; auch wurden unregelmäßige Haupt- und Tätigkeitswörter zunächst regelmäßig gebildet und dann, wenn sie den Eintragungen in einer Tabelle entsprachen, eine Substitution der richtigen (unregelmäßigen) Formen vorgenommen. Wenn ein Wort seine endgültige Form gefunden hatte, wurde es ausgedruckt. Das Programm war wie der sprichwörtliche Affe an einer Schreibmaschine, arbeitete aber auf verschiedenen Stufen gleichzeitig, nicht einfach auf der Buchstabenebene.


  Im Anfangsstadium der Entwicklung dieses Programms verwendete ich ein völlig verrücktes Vokabular, und zwar absichtlich, war mein Ziel doch das, humoristische Texte zu gewinnen. Das Programm erzeugte eine Unzahl von unsinnigen Sätzen, von denen einige sehr komplizierte Strukturen aufwiesen, während andere ganz kurz waren. Nachstehend ein paar Auszüge:


  Ein männlicher Bleistift, der unbeholfen lachen muß, würde quaken. Muß Programm nicht immer Mädchen im Gedächtnis zermalmen? Die dezimale Mücke, die unbeholfen spuckt, könnte umfallen. Kuchen, der sicherlich einen unerwarteten Mann in Beziehung nimmt, könnte immer Karte wegwerfen.


  Programm sollte fröhlich laufen.


  Die ehrenwerte Maschine sollte nicht immer den Astronomen ankleben.


  Oh, Programm, das wirklich ablaufen sollte von dem Mädchen, schreibt Musiker für Theater. Die Geschäftsbeziehung quakt.


  Das glückliche Mädchen, das immer quaken kann, wird nie sicher quaken.


  Das Wild quakt. Professor wird Gurken schreiben. Eine Mücke taumelt. Mann nimmt die Schachtel die ausrutscht.


  Der Eindruck ist sehr surrealistisch und erinnert manchmal an Haikus — zum Beispiel die vier aufeinanderfolgenden kurzen Sätze am Ende. Zu Beginn war das alles recht lustig und hatte einen gewissen Charme, aber bald wurde es uninteressant. Nachdem man ein paar Seiten dieses Outputs gelesen hatte, konnte man die Grenzen des Raums, in dem das Programm arbeitete, ungefähr ahnen, und danach gab es nichts Neues mehr, auch wenn man zufällige Punkte innerhalb dieses Raumes erblickte — obgleich jeder „neu“ war. Das scheint mir ein elementarer Grundsatz zu sein: Eine Sache beginnt den Menschen zu langweilen, nicht wenn man ihr Repertoire von Verhaltensweisen erschöpft hat, sondern wenn man die Grenzen des Raumes gezogen hat, der dieses Verhalten begrenzt. Der Verhaltensspielraum eines Menschen ist ungefähr gerade komplex genug, daß das Verhalten andere Menschen nicht überrascht; auf mein Programm aber traf das nicht zu. Ich merkte, daß mein Ziel — die Erzeugung wirklichen Humors — das Einprogrammieren von weit mehr Raffinement nötig machen würde. Was aber war in diesem Fall unter „Raffinement“ zu verstehen? Es war klar, daß das absurde Zusammenstellen von Wörtern einfach zu wenig subtil war! Ich benötigte eine Methode, die gewährleistete, daß die Wörter zu der Wirklichkeit dieser Welt paßten. Dies war der Punkt, an dem Gedanken über das Wesen der Repräsentierung von Wissen auftauchten.


  Von RTN zu ATN


  Die Methode, die ich anwandte, war die, jedes Wort — Hauptwort, Verbum, Präposition usw. — verschiedenen „semantischen Dimensionen“ zuzuordnen. So war jedes Wort ein Element der verschiedenen Klassen; dann gab es auch Superklassen — Klassen von Klassen (man erinnere sich an den Ausspruch Ulams). Im Prinzip könnte die Klassenbildung auf beliebig vielen Stufen weitergehen; aber ich beschränkte mich auf zwei. Die Auswahl von Wörtern war nunmehr semantisch beschränkt, weil verlangt wurde, daß die verschiedenen Teile des zu konstruierenden Satzes übereinstimmen sollten. Zum Beispiel ging ich von der Idee aus, daß gewisse Handlungen nur von Lebewesen ausgeführt werden können, daß nur gewisse Arten von Abstraktionen das Geschehen beeinflussen können usw. Die Entscheidungen darüber, welche Kategorien vernünftig sind, und ob man jede Kategorie besser als eine Klasse oder eine Superklasse betrachten solle, waren reichlich kompliziert. Alle Wörter wurden in verschiedenen Dimensionen etikettiert. Gewöhnliche Präpositionen — „vor“, „in“ usw. — hatten entsprechend ihrer jeweiligen Bedeutung verschiedene Eintragungen. Nun wurde der Output viel leichter verständlich, und aus diesem Grund auf eine neue Weise „komisch“.


  Ein kleiner Turing-Test


  Nachstehend gebe ich neun Auszüge, sorgfältig ausgelesen aus vielen Seiten Output aus einer späteren Version meines Programms. Dazwischen stehen drei (ernstgemeinte) von Menschen verfaßte Sätze. Welche?


  
    
      	
        1)

      

      	
        Ausplaudern kann als die reziproke Substitution von semiotischem Material (Benennung) für ein semiotisch-dialogisches Ergebnis in einer dynamischen Reflexion betrachtet werden.

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        Denke vielmehr an den Weg einer „Sequenz“ gedankenexperimentaler Dummköpfe, wo Verwandtschaftsbeziehungen ein evidenter Fall einer paradiachronischen Transitivität sind.

      
    


    
      	
        3)

      

      	
        Denke an das als eine Möglichkeit der Stärke einer Kette von etwas, das schließlich als Ergebnis herauskommt (epistemische Bedingungen?), und das Ergebnis ist nicht ein frankfurtermäßiges Alles-Zusammenpacken.

      
    


    
      	
        4)

      

      	
        Trotz der Anstrengungen wurde die Antwort, wenn man so will, durch den Orient unterstützt; deshalb wird der Trugschluß suspendiert werden durch die Haltung, die der Botschafter einnimmt.

      
    


    
      	
        5)

      

      	
        Natürlich hat der Botschafter, bis zum Aufstand, allmählich den Pöbel verwöhnt.

      
    


    
      	
        6)

      

      	
        Angeblich verursachte verfeinerte Freiheit die Ansichten insofern, als der Friede durch die Konsequenzen destilliert wird, der nicht schließlich durch den Befehl unwiderruflich verursacht wird und damit die Unversöhnlichkeit unendlich erstaunlich macht.

      
    


    
      	
        7)

      

      	
        Gemäß den Sophisten wurden in anderen Worten die Feldzüge in den Stadtstaaten des Orients listig aufgenommen. Natürlich war der Orient von den Staaten auf besonders heftige Weise getrennt.

      
    


    
      	
        8)

      

      	
        Der Orient unterstützt alle Anstrengungen, die von der Menschheit unterstützt worden sind.

      
    


    
      	
        9)

      

      	
        Zugegeben: Der hierarchische Ursprung des Trugschlusses wird nichtsdestoweniger von seinen Feinden vorausgesagt. Gleichermaßen werden die Individualisten bezeugt haben, daß Unversöhnlichkeit die Feldzüge nicht beendet hat.

      
    


    
      	
        10)

      

      	
        Natürlich trennen während der Wirren, die Geheimhaltung rechtfertigen, die Antworten den Orient nicht. Selbstverständlich erproben die Länder ipso facto immer die Freiheit.

      
    


    
      	
        11)

      

      	
        Obgleich ein Nobelpreis von den Humanisten erlangt wurde, wurde er trotzdem zusätzlich durch den Sklaven errungen.

      
    


    
      	
        12)

      

      	
        Eine Ansicht wird oft von den Sklaven einer vom Hader zerrissenen Nation vertreten.

      
    


    
      	
        13)

      

      	
        Außerdem werden die Nobelpreise errungen werden. Gleichermaßen werden die Nobelpreise, die errungen werden, trotz der Konsequenzen manchmal von einer Frau errungen.

      
    

  


  Die drei ersten Sätze sind die von Menschen geschriebenen. Sie wurden der Zeitschrift Art-Language 15 entnommen und sind, soweit ich es feststellen kann, durchaus ernstgemeinte Versuche von gebildeten und geistig gesunden Menschen, einander etwas mitzuteilen. Daß sie hier aus dem Zusammenhang gerissen wurden, ist nicht allzu irreführend, da ihr eigener Kontext genau gleich tönt wie sie.


  Die übrigen erzeugte mein Programm. Nummer 10 bis 12 wurden ausgewählt, um zu zeigen, daß es mitunter Ausbrüche luzider Logik gab. Nummer 7 bis 9 sind für den Output charakteristischer; sie schweben in jener merkwürdigen und provokativen Unterwelt zwischen Sinn und Unsinn, und Nummer 4 bis 6 gehen dann wohl so ziemlich über jeden Sinn hinaus. Ist man in großzügiger Stimmung, so könnte man sagen, daß sie als reine „Sprachobjekte“ für sich existieren, wie abstrakte Skulpturen, die aus Worten anstatt aus dem Stein herausgehauen wurden; oder man könnte auch sagen, daß es rein pseudointellektuelles Gefasel ist.


  Bei der Auswahl des Vokabulars hatte ich es noch immer auf die Erzeugung humoristischer Effekte abgesehen. Das Flair des Outputs zu charakterisieren ist schwer. Obwohl vieles davon „Sinn“ zumindest auf der Ebene der einzelnen Sätze hat, bekommt man das deutliche Gefühl, daß der Output aus einer Quelle stammt, die nicht versteht, was sie sagt, und keinen Grund hat, es zu sagen. Insbesondere spürt man einen vollständigen Mangel an Bildlichkeit hinter den Worten. Als ich sah, wie solche Sätze sich aus dem Drucker ergossen, hatte ich gemischte Gefühle. Die Einfältigkeit des Output amüsierte mich sehr. Zugleich war ich auf meine Leistung sehr stolz und versuchte, sie Freunden zu beschreiben: Sie sei dem Vorgehen ähnlich, wenn man Regeln gibt, wie man sinnvolle Geschichten auf Arabisch aus den einzelnen Federstrichen aufbauen kann — eine Übertreibung, aber es paßte mir eben so. Und endlich war ich freudig erregt durch das Wissen, daß diese enorm komplizierte Maschine in ihrem Inneren lange Züge von Symbolen nach gewissen Regeln hin und her rangierte und daß diese langen Züge von Symbolen den Gedanken in meinem eigenen Kopf etwa vergleichbar waren.


  Bildliche Vorstellungen vom Denken


  Natürlich ließ ich mich nicht zu dem Gedanken hinreißen, daß hinter diesen Sätzen ein vernunftbegabtes Wesen stünde — bei weitem nicht.


  Niemand war sich klarer als ich, daß dieses Programm vom wirklichen Denken erschreckend weit entfernt war. Hier ist Teslers Satz sehr passend: Sobald diese Stufe der Fähigkeit, mit der Sprache umzugehen, mechanisiert worden war, war es klar, daß es sich da nicht um Intelligenz handelte. Aber diese eindrucksvolle Erfahrung hinterließ bei mir eine bildliche Vorstellung davon, eine flackernde Ahnung, daß das wirkliche Denken sich aus viel längeren, viel komplizierteren Symbolzügen im Gehirn zusammensetzt — viele Züge, die sich zu gleicher Zeit auf vielen Parallelen und sich kreuzenden Gleisen bewegen, daß Wagen gezogen und gestoßen, angehängt und abgehängt, durch eine ungeheure Anzahl neuraler Rangierlokomotiven verschoben werden ...


  Es war ein vages Bild, das ich nicht in Worte fassen kann, und es war nur ein Bild. Aber Bilder und Intuitionen und Motivationen liegen eng verflochten im Gehirn, und die starke Faszination, die dieses Bild auf mich ausübte, war ein ständiger Ansporn, tiefer darüber nachzudenken, was Denken eigentlich sein könnte. In anderen Teilen dieses Buchs habe ich versucht, einige der Tochterbilder dieses ursprünglichen Bildes zu vermitteln, besonders in Präludium und ... emsige Fuge.


  Jetzt, da ich aus einem Abstand von zwölf Jahren auf dieses Programm zurückblicke, fällt mir am meisten auf, daß hinter dem, was gesagt wird, kein Bild steht. Das Programm hatte keine Ahnung davon, was ein Sklave ist, was ein Mensch ist, oder was überhaupt irgend etwas „ist“. Die Worte waren leere formale Symbole, so wie das p und g des pg-Systems — vielleicht noch leerer. Mein Programm machte sich die Tatsache zunutze, daß man beim Lesen eines Texts ganz selbstverständlich dazu neigt, jedem Wort seinen vollen Gehalt zu geben, als ob dieses notwendigerweise an die Gruppe von Buchstaben, die das Wort bilden, gebunden wäre. Mein Programm ließ sich als formales System betrachten, dessen „SÄTZE“ - die Output-Sätze — fertige Interpretationen hatten (zumindest für Leser, die dieselbe Sprache sprechen). Aber diese „SÄTZE“ waren, anders als im pg-System, nicht alle wahre Aussagen, wenn man sie so interpretiert. Viele waren falsch, viele waren unsinnig.


  Auf seine bescheidene Weise spiegelte das pg-System einen winzigen Teil der Welt. Als aber mein Programm ablief, hatte es keinen Spiegel, in dem sich ablesen ließ, wie die Welt funktioniert, ausgenommen die kleinen semantischen Einschränkungen, denen es zu gehorchen hatte. Um einen solchen Spiegel zu konstruieren, hätte ich jeden Begriff in viele Schichten von Wissen über die Welt einwickeln müssen. Das


  


  [image: Abb. 116.]


  Abb. 116. Eine bedeutungsvolle Geschichte auf Arabisch. [Aus: A. Khatibi und M. Sijeimasst, The Splendour of Islamic Calligraphy, New York 1976.]


  wäre eine Anstrengung anderer Art gewesen als das, was ich zu tun beabsichtigte. Nicht daß ich nicht oft daran gedacht hätte, es zu probieren, aber ich bin einfach nicht dazu gekommen.


  Grammatik höherer Stufe ...


  Tatsächlich habe ich darüber nachgedacht, ob ich eine ATN-Grammatik schreiben könnte (oder ein andere Sätze erzeugendes Programm), die nur wahre Aussagen über die Welt machen könnte. Eine solche Grammatik würde die Wörter mit echter Bedeutung erfüllen, wie das im pg-System und in TNT geschah. Diese Vorstellung von der Sprache, in der falsche Aussagen ungrammatikalisch sind, ist alt und geht auf Johann Amos Comenius (1633) zurück. Ein sehr anziehender Gedanke, denn damit hat man in die Grammatik eine Kristallkugel eingebaut, die die in Frage stehende Ausage einfach auf ihre grammatikalische Richtigkeit hin prüft ... Tatsächlich geht Comenius noch weiter, denn in seiner Sprache waren falsche Aussagen nicht nur ungrammatikalisch — sie waren nicht ausdrückbar!


  Wenn wir diesem Gedanken in einer anderen Richtung nachgehen, könnte man sich eine Grammatik hoher Stufe vorstellen, die zufällige Kōans erzeugt. Warum nicht? Eine solche Grammatik wäre einem formalen System äquivalent, dessen SÄTZE Kōans sind. Und wenn man ein solches Programm besäße, könnte man es nicht so arrangieren, daß es nur echte Kōans erzeugte? Meine Freundin Marsha Meredith war begeistert von der Idee einer Art von „Artifiziellem Ismus“ und so nahm sie das Projekt eines Kōans verfassenden Programms in Angriff. Eines ihrer frühesten Ergebnisse war der folgende kuriose Kōan:


  EIN KLEINER JUNGER MEISTER WOLLTE EINE KLEINE WEISSE KNORRIGE SCHALE. „WIE KÖNNEN WIR OHNE STUDIUM LERNEN UND VERSTEHEN?“ DER JUNGE MEISTER FRAGTE EINEN GROSSEN VERWIRRTEN MEISTER. DER VERWIRRTE MEISTER SCHRITT VON EINEM BRAUNEN HARTEN BERG ZU EINEM WEISSEN WEICHEN BERG MIT EINER KLEINEN ROTEN STEINERNEN SCHALE. DER VERWIRRTE MEISTER ERBLICKTE EINE ROTE WEICHE HÜTTE. DER VERWIRRTE MEISTER WOLLTE DIE HÜTTE HABEN. „WARUM KAM BODHIDHARMA NACH CHINA?“ FRAGTE DER VERWIRRTE MEISTER EINEN GROSSEN ERLEUCHTETEN STUDENTEN. „DIE PFIRSICHE SIND GROSS“, ANTWORTETE DER STUDENT DEM VERWIRRTEN MEISTER. „WIE KÖNNEN WIR OHNE STUDIUM LERNEN UND VERSTEHEN?“ FRAGTE DER VERWIRRTE MEISTER EINEN GROSSEN ALTEN MEISTER. DER ALTE MEISTER GING VON EINER WEISSEN STEINIGEN G0025. DER ALTE MEISTER GING VERLOREN.


  Ihre persönlichen Entscheidungsverfahren für die Echtheit von Kōans ist wahrscheinlich zu einem Urteil gekommen, ohne daß sie einen Geometrischen Code oder die Kunst der Zenfäden gebraucht haben. Wenn der Mangel an Pronomina oder die simple Syntax ihren Argwohn nicht geweckt haben, dann hat das ganz sicher das merkwürdige „G0025“ am Ende getan. Was ist das? Es ist ein seltsamer Zufallstreffer, ein Anzeichen für einen Programmfehler, der veranlaßte, daß das Programm anstelle der umgangssprachlichen Bezeichnung für einen Gegenstand seinen internen Namen für denjenigen „Knoten“ (in Wirklichkeit ein Lisp-Atom) ausdruckte, wo alle diesen speziellen Gegenstand betreffende Information gespeichert war. Hier haben wir also ein „Fenster“ auf eine tiefere Stufe des zugrundeliegenden Zen-Geistes, eine Stufe, die unsichtbar hätte bleiben sollen. Leider haben wir keine so klaren Fenster auf die tieferen Stufen des menschlichen Zen-Geistes.


  Die Folge der Handlungen, wenn auch etwas willkürlich, stammt aus einer rekursiven Lisp-Prozedur namens „CASCADE“, die auf vage kausale Weise miteinander verbundene Handlungsketten erzeugt. Obschon der Grad des Weltverständnisses, die dieser Kōanerzeuger besitzt, offensichtlich nicht enorm ist, arbeitet man daran, den Output etwas echter erscheinen zu lassen.


  Grammatik für Musik?


  Und dann die Musik. Das ist ein Feld, von dem auf den ersten Blick anzunehmen wäre, daß es sich besonders gut zur Codifizierung in einer ATN -Grammatik oder ähnlichen Programmen eignete. Während, um diesen naiven Gedankengang zu verfolgen, die Sprache, will sie sinnvoll sein, auf Verbindungen mit der Außenwelt beruht, ist die Musik völlig formal. In den Tönen der Musik liegt kein Hinweis auf Dinge „dort draußen“, sondern reine Syntax — Note folgt auf Note, Akkord auf Akkord, Takt auf Takt, Satz auf Satz ...


  Doch halt! Etwas an dieser Analyse stimmt nicht. Warum ist eine Musik so viel tiefer und schöner als eine andere? Das kommt daher, daß die Form in der Musik ausdrucksvoll ist, ausdrucksvoll in seltsamen unbewußten Regionen unseres Geistes. Die Klänge der Musik beziehen sich nicht auf Sklaven oder Stadtstaaten, sondern sie lösen in unserem Innersten Wolken von Empfindungen aus. In diesem Sinne ist die musikalische Bedeutung auf unfaßbare Verbindungen von den Symbolen zu den Dingen angewiesen — die „Dinge“ sind in diesem Fall geheime Softwarestrukturen in unserem Gehirn. Aus einem so einfachen Formalismus wie einer ATN-Grammatik kann keine große Musik entstehen. Pseudomusik kann wie Pseudomärchen gut herauskommen und das ist eine wertvolle Erfahrung — aber die Geheimnisse der Bedeutung in der Musik liegen viel tiefer als reine Syntax.


  Ich muß hier einen Punkt klarstellen. Im Prinzip haben alle ATN-Grammatiken die gleiche Leistungsfähigkeit wie jeder andere Programmierungsformalismus; wenn also die Bedeutung der Musik überhaupt irgendwie zu fassen ist (und ich glaube, daß das möglich ist), kann sie in einer ATN-Grammatik gefaßt werden. Gewiß. Aber, so behaupte ich, in diesem Fall definiert die Grammatik nicht einfach musikalische Strukturen, sondern sämtliche geistigen Strukturen des Hörers. Die „Grammatik“ wird eine vollständige Grammatik des Denkens sein, nicht einfach eine Grammatik der Musik.
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  Abb. 117. Geistige Arithmetik, von René Magritte (1931).


  Winograds Programm SHRDLU


  Was für ein Programm wäre nötig, um menschliche Wesen zum Eingeständnis zu bringen, und sei es auch widerstrebend, daß dieses Programm eine gewisse Fähigkeit des „Verstehens“ besitzt? Was braucht es, bis man intuitiv merkt, daß „nichts dahinter“ ist?


  In den Jahren 1968 bis 1970 studierte Terry Winograd (alias Dr. Tony Earrwig) am MIT (Massachusetts Institute of Technology) und beschäftigte sich mit Fragen der Sprache und des Verstehens. Zu jener Zeit machten AI-Forscher von einer sogenannten Klötzchenwelt Gebrauch, ein verhältnismäßig einfaches Gebiet, in das viele Probleme sowohl der Wahrnehmung wie auch des Sprachgebrauchs vermittels Computer sich leicht einfügten. Die Klötzchenwelt besteht aus einem Tisch mit verschiedenen Arten von Spielzeugklötzchen — quadratischen, länglichen, dreieckigen usw. — in verschiedenen Farben. (Eine Klötzchenwelt anderer Art zeigt Abb. 117: Das Gemälde Geistige Arithmetik von Magritte. Diesen Titel finde ich in unserem Kontext überaus angemessen.) Die optischen Probleme sind bei der MIT-Klötzchenwelt besonders vertrackt: Wie kann ein Computer aufgrund einer TV-Abtastung eine Szene mit vielen Klötzen ausfindig machen, welche Klötzchen vorhanden und wie ihre Beziehungen zueinander sind? Einige Klötze liegen vielleicht aufeinander, andere stehen vielleicht vor anderen, es kann Schatten geben usw.


  Winograds Arbeit befaßte sich jedoch nicht mit optischen Problemen. Ausgehend von der Annahme, daß die Klotzwelt im Gedächtnis des Computers gut repräsentiert war, sah er sich dem vielfältigen Problem gegenüber, wie man den Computer dazu bringen könnte


  
    
      	
        1)

      

      	
        auf englisch gestellte Fragen über die Lage zu verstehen,

      
    


    
      	
        2)

      

      	
        auf Fragen über die Lage auf englisch eine Antwort zu geben,

      
    


    
      	
        3)

      

      	
        auf englisch gegebene Befehle zu verstehen, um die Klötzchen zu verschieben,

      
    


    
      	
        4)

      

      	
        jeden Befehl in eine Reihenfolge von Operationen, die er ausführen kann, zu zerlegen,

      
    


    
      	
        5)

      

      	
        zu verstehen, was er getan hat und warum,

      
    


    
      	
        6)

      

      	
        seine Handlungen und die Gründe dafür auf englisch zu beschreiben.

      
    

  


  Es könnte vernünftig scheinen, das Gesamtprogramm in modulare Unterprogramme aufzuteilen, einen Modul für jedes Einzelteil des Problems, und dann, wenn die Module einzeln entwickelt worden sind, sie perfekt zu integrieren. Winograd entdeckte, daß diese Strategie voneinander unabhängiger Module auf grundsätzliche Schwierigkeiten stieß. Er entwickelte einen radikalen Ansatz, der die Theorie, wonach Intelligenz in unabhängige oder halbwegs unabhängige Stücke aufgeteilt werden kann, in Frage stellt. Sein Programm SHRDLU — benannt nach dem alten Code „ETAOIN SHRDLU“, mit dem Linotype-Setzer Satzfehler in Zeitungsspalten markierten — zerlegte das Problem nicht in klar geschiedene begriffliche Teile. Die Operation des Verstehens von Sätzen, das Erzeugen von interner Repräsentation, das folgerichtige Denken über die Welt, die im Programm selbst repräsentiert ist, das Beantworten von Fragen — all das war auf komplizierte, verwickelte Weise in einer prozeduralen Repräsentation des Wissens miteinander verknüpft. Einige Kritiker haben bemängelt, daß dieses Programm so verworren sei, daß es überhaupt keine „Theorie“ über die Sprache repräsentiere und daß es auch in keiner Weise zu unserer Einsicht in die Denkprozesse beitrage. Meiner Meinung nach könnte nichts unrichtiger sein als solche Behauptungen. Eine Tour de force wie SHRDLU ist vielleicht dem, was wir tun, nicht isomorph — man darf keineswegs glauben, daß in SHRDLU die „Symbolstufe“ erreicht sei; aber die Erschaffung von SHRDLU und das Nachdenken darüber bietet uns überwältigende Einblicke, wie Intelligenz arbeitet.


  Die Struktur von SHRDLU


  SHRDLU besteht aus verschiedenen Prozeduren, von denen jede Wissen über die Welt enthält; aber die Prozeduren hängen so eng miteinander zusammen, daß sie sich nicht säuberlich trennen lassen. Das Programm ist ein sehr verworrener Knoten, der sich der Entwirrung widersetzt; aber die Tatsache, daß er sich nicht entwirren läßt, bedeutet nicht, daß man ihn nicht verstehen kann. Möglicherweise gibt es eine elegante geometrische Beschreibung des ganzen Knotens, auch wenn er physisch ein Wirrwarr bildet. Wir könnten auf eine Metapher in MU-Opfer zurückgreifen und es damit vergleichen, wie man einen Obstgarten von einem „natürlichen“ Gesichtspunkt aus betrachtet.


  Winograd hat sehr erhellend über SHRDLU geschrieben. Ich zitiere hier aus dem Artikel in dem Buch von Schank und Colby:


  Einer der grundlegenden Gesichtspunkte, die dem Modell zugrundeliegen, ist der, daß jeder Gebrauch von Sprache als eine Methode angesehen werden kann, beim Hörer Prozeduren zu aktivieren. Wir können jede Äußerung als ein Programm betrachten, das indirekt verursacht, daß eine Anzahl von Operationen im kognitiven System des Hörers ausgeführt wird. Dieses „Schreiben eines Programms“ ist indirekt in dem Sinn, daß wir es mit einem intelligenten Interpreter zu tun haben, der eine Anzahl von Aktionen auswählen kann, die ganz verschieden von der vom Sprecher beabsichtigten sind. Die genaue Form wird bestimmt durch seine Kenntnis der Welt, seine Erwartungen über die Person, die mit ihm spricht usw. In diesem Programm haben wir eine einfache Version des Interpretationsprozesses, wie es in dem Roboter stattfindet. Jede vom Roboter interpretierte Sentenz ist in PLANNER in eine Anzahl von Befehlen übersetzt. Das so erzeugte Programm wird dann gefahren, um die erwünschte Wirkung zu erhalten. 16


  PLANNER erleichtert Problemreduktion


  Die hier erwähnte Sprache PLANNER ist eine AI-Sprache, deren Hauptmerkmal ist, daß einige der für Problemreduktion notwendigen Operationen in sie eingebaut sind nämlich der rekursive Prozeß, einen Baum von Zwischenzielen, Zwischen-Zwischenzielen usw. zu erzeugen. Das heißt, daß solche Prozesse, anstatt daß sie immer wieder vom Programmierer ausdrücklich niedergeschrieben werden müssen, automatisch durch sogenannte ZIEL-Aussagen impliziert werden. Der Leser eines PLANNER-Programms findet keine explizite Erwähnung solcher Operationen; im Jargon heißen sie user-transparent. Wenn ein Weg im Baum das erwünschte Ziel nicht erreicht, dann wird das PLANNER-Programm „zurückgehen“ und einen anderen Weg versuchen. „Zurückgehen“ (backtracking} heißt die Zauberformel bei PLANNER.


  Diese Eigenschaften von PLANNER macht sich Winograds Programm vortrefflich zunutze — genauer von MICROPLANNER, einer unvollständigen Implementation des Plans für PLANNER. In den letzten Jahren jedoch haben Forscher mit dem Ziel, AI zu entwickeln, erkannt, daß automatisches „Backtracking“, wie in PLANNER, deutliche Nachteile hat und wahrscheinlich nicht zum Ziel führen wird; deshalb haben sie sich von ihm zurückgezogen und andere Wege zu AI eingeschlagen.


  Hören wir uns weitere Kommentare von Winograd über SHRDLU an:


  Die Definition jedes Wortes ist ein Programm, das am entsprechenden Punkt in der Analyse aufgerufen wird und das beliebige Berechnungen ausführen kann, die den Satz und die gegenwärtige physische Situation betreffen. 17


  Unter den von Winograd zitierten Beispielen findet sich das folgende:


  Die verschiedenen Möglichkeiten für die Bedeutung von „das“ sind Prozeduren, die verschiedene Tatsachen über den Gesamtzusammenhang nachprüfen und dann Vorschriften für Handlungen machen wie: „Suche nach einem einzelnen Objekt in der data base, das dieser Beschreibung entspricht.“ Oder: „Bestätige, daß das beschriebene Objekt eindeutig ist, soweit es den Sprecher betrifft.“ Das Programm selber enthält eine Menge von Heuristik, um zu unterscheiden, welcher Teil des Zusammenhangs relevant ist. 18


  Erstaunlich ist, wie tief das Problem des Worts „das“ ist. Wenn es gelänge, ein Programm zu schreiben, das die fünf häufigsten Wörter — in englischer Sprache „the“, „of“, „and“, „a“ und „to“ — vollständig verarbeiten kann, könnte man mit Sicherheit behaupten, daß diese Leistung der Lösung des gesamten Problems von AI vollständig äquivalent wäre und somit dem Wissen, was Intelligenz und Bewußtsein ist, gleichkäme. Eine kleine Abschweifung: Die fünf häufigsten deutschen Hauptwörter sind gemäß Deutsche Sprachstatistik, Bd. II, von Helmut Meier — „Zeit“, „Herr“, „Leben“, „Recht“, „Jahre“ (in dieser Reihenfolge). Erstaunlich ist dabei, daß die meisten Menschen gar keine Vorstellung davon haben, daß wir in solch abstrakten Kategorien denken. Fragen Sie Ihre Freunde, und die Chancen stehen zehn zu eins, daß sie Wörter wie „Mann“, „Haus“, „Auto“, „Hund“, „Geld“ nennen. Und wenn wir gerade bei Häufigkeiten sind — die häufigsten Buchstaben in englischer Sprache sind, nach Mergenthaler, in dieser Reihenfolge: „ETAOIN SHRDLU“.


  Eine amüsante Eigenheit von SHRDLU, die dem Klischee vom Computer als „Zahlenfresser“ schnurstracks zuwiderläuft, ist die von Winograd erwähnte Tatsache: „Unser System akzeptiert keine Zahlen in numerischer Form und wurde nur gelehrt, bis zehn zu zählen.“ 19 Trotz seiner völlig mathematischen Grundlage ist SHRDLU mathematisch ungebildet. Genau wie Tante Colonia weiß SHRDLU nichts von den tieferen Stufen, auf denen es beruht. Sein Wissen ist weitgehend prozedural (siehe die Bemerkung von „Dr. Tony Earrwig“ in Abschnitt 11 des obigen Dialogs).


  Interessant ist der Vergleich zwischen dem prozeduralen Einbetten von Wissen bei SHRDLU mit dem Wissen bei meinem Sätze erzeugenden Programm. Das gesamte syntaktische Wissen in meinem Programm war prozedural in ATNs eingebettet, niedergeschrieben in der Sprache Algol; aber das semantische Wissen — die Information über die semantische Klassenzugehörigkeit — war statisch: Es war in einer kurzen Liste von Zahlen nach jedem Wort enthalten. Es gab einige Wörter, wie z. B. die Hilfsverben „sein“ und „haben“ und andere, die in Prozeduren in Algol vollständig repräsentiert waren, aber das waren Ausnahmen. Im Gegensatz dazu waren in SHRDLU alle Wörter als Programme repräsentiert. Hier ist ein Fall, der zeigt, daß trotz der theoretischen Äquivalenz von Daten und Programmen in der Praxis die Wahl des einen oder anderen wichtige Konsequenzen haben kann.


  Syntax und Semantik


  Und jetzt noch ein paar Worte von Winograd:


  Unser Programm geht nicht so vor, daß es zuerst einen Satz zergliedert, ihn dann semantisch analysiert und schließlich auf deduktivem Weg eine Antwort erzeugt.


  Diese drei Vorgänge laufen gleichzeitig während des Prozesses des Verstehens ab. Sobald ein Stück der syntaktischen Struktur Gestalt annimmt, wird ein semantisches Programm aufgerufen, um festzustellen, ob sich ein Sinn ergibt, und die so erhaltene Antwort kann für die Zergliederung als Leitfaden dienen. Bei der Entscheidung, ob das sinnvoll ist, kann die semantische Routine deduktive Abläufe aufrufen und Fragen nach der wirklichen Welt stellen. Zum Beispiel stößt der Zergliederer in Satz 34 des Dialogs („Tue die blaue Pyramide auf Klotz in Schachtel“) auf „die blaue Pyramide auf Klotz“ als Kandidat für die Hauptwortgruppe. An diesem Punkt findet die semantische Analyse statt, und da „die“ definiert ist, wird in der data base nach dem gemeinten Objekt gesucht. Findet sich keines, dann setzt die Zergliederung nochmals ein, um die Hauptwortgruppe „die blaue Pyramide“ zu finden. Das Programm geht dann weiter und findet „auf Klotz in Schachtel“ als einen einfachen Satzteil, der den Ort angibt ... So findet ein ständiges Spiel zwischen den verschiedenen Arten der Analyse statt, wobei die Ergebnisse wechselseitig aufeinander einwirken. 20


  Daß in der natürlichen Sprache Syntax und Semantik so eng miteinander verflochten sind, ist von größtem Interesse. Als wir im vorigen Kapitel den schwer zu fassenden Begriff der „Form“ besprachen, teilten wie den Begriff in zwei Kategorien auf: syntaktische Form, die durch ein voraussagbar endliches Entscheidungsverfahren entdeckt werden kann, und semantische Form, bei der das nicht der Fall ist. Hier aber sagt uns Winograd, daß, wenigstens wenn wir „Syntax“ und „Semantik“ im üblichen Sinn verstehen, sie in einer natürlichen Sprache verschmelzen. Die äußere Form eines Satzes — das heißt seine Zusammensetzung aus elementaren Zeichen — spaltet sich nicht säuberlich in syntaktische und semantische Aspekte auf. Das ist eine für die Linguistik sehr bedeutsame Tatsache.


  Und nun noch einige abschließende Kommentare von Winograd zu SHRDLU:


  Betrachten wir, was das System mit einer einfachen Beschreibung machen würde, z. B.: „ein roter Würfel, der eine Pyramide trägt“. Die Beschreibung wird Begriffe wie KLÖTZCHEN, ROT, PYRAMIDE und VON GLEICHER DIMENSION verwenden — alles Teile der dem System zugrundeliegenden Aufteilung in Kategorien der Welt. Man kann das Ergebnis in einem Flußdiagramm wie dem in Abb. 118 darstellen. Man beachte, daß dies ein Programm für das Auffinden eines der Beschreibung entsprechenden Gegenstands ist. Es würde dann einem Befehl einverleibt, etwas mit dem Gegenstand zu tun, einer Frage, die etwas über ihn fragt, oder es würde, wenn es in einer Aussage auftritt, ein Teil desjenigen Programms werden, das erzeugt wurde, um die Bedeutung für späteren Gebrauch bereitzuhalten. Man beachte auch, daß dieses Programmstückchen auch als Test verwendet werden könnte, um festzustellen, ob ein Gegenstand zur Beschreibung paßt, wenn der erste FIND-Befehl vorausgeschickt wurde, um nur dieses bestimmte Objekt zu suchen.


  Auf den ersten Blick scheint es, daß in diesem Programm viel zu viel Struktur enthalten ist, da wir uns nicht gern vorstellen, daß die Bedeutung einer einfachen Phrase explizit Schleifen, Tests und andere Programmierdetails enthält. Die Lösung


  


  [image: Abb. 118.]


  Abb. 118. Prozedurale Repräsentierung von ein roter Würfel, der eine Pyramide trägt. [Aus: Roger Schank und Kenneth Colby, Computer Models of Thought and Language, San Francisco 1973, S. 172.]


  besteht darin, eine interne Sprache bereitzustellen, die die entsprechenden Schleifen und Tests als elementare Operationen enthält und in der die Repräsentierung des Vorgangs so einfach wie die Beschreibung ist. Das in Abb. 118 beschriebene Programm würde in PLANNER ungefähr wie folgt aussehen:


  
    
      	
        (GOAL (IS ?X1 BLOCK))

      
    


    
      	
        (GOAL (COLOR-OF ?X1 RED))

      
    


    
      	
        (GOAL (EQUIDIMENSIONAI?X1))

      
    


    
      	
        (GOAL (IS ?X2 PYRAMID))

      
    


    
      	
        (GOAL (SUPPORT ?X1 ?X2))

      
    

  


  Die Schleifen des Flußdiagramms sind implizit in der Backtracking-Struktur von PLANNER enthalten. Das Programm wird ausgeführt, indem die Liste von oben nach unten abgearbeitet wird, bis ein Ziel (GOAL) nicht mehr erfüllt ist; das System geht dann automatisch bis zur letztgetroffenen Entscheidung zurück und versucht eine andere Möglichkeit. Eine Entscheidung wird getroffen, wenn ein neuer Name für ein Objekt, d. h. eine durch das Präfix ? markierte VARIABLE wie ?Xl oder ?X2 auftritt. Die Variablen werden von dem Teil des Systems, der Muster vergleicht, verwendet. Wenn ihnen schon ein spezieller Wert zugewiesen wurde, prüft er, ob das Ziel (GOAL) für diesen Wert wahr ist. Wenn nicht, werden alle möglichen Objekte, für die das Ziel nicht erfüllt ist, in Betracht gezogen, indem eines ausgewählt wird und jedesmal , wenn beim Backtracking dieser Punkt wieder erreicht ist, das nächste genommen wird. So ist sogar die Unterscheidung zwischen Testen und Wählen implizit. 21


  Eine wichtige strategische Entscheidung beim Entwerfen dieses Programms war die, nicht direkt von Englisch nach Lisp zu übersetzen, sondern nur den halben Weg zu gehen  bis zu PLANNER. Da der PLANNER-Interpreter selbst in Lisp geschrieben ist, wurde eine neue Zwischenstufe  PLANNER  zwischen der Sprache auf der höchsten Stufe  Englisch  und auf der niedrigsten Stufe  Maschinensprache  eingefügt. Wenn ein PLANNER-Programm aus einem englischen Satzfragment erzeugt worden war, dann konnte es zum PLANNER-Interpreter weitergeleitet werden, und SHRDLUs höhere Stufen waren frei für neue Aufgaben.


  Entscheidungen dieser Art werden fortwährend verlangt. Wieviel Stufen sollte ein System haben? Wieviel und welche Art von Intelligenz ist auf welche Stufe zu plazieren? Dies sind einige der schwierigsten Probleme, denen sich AI heute gegenübersieht. Da wir so wenig über natürliche Intelligenz wissen, ist schwierig festzustellen, auf welcher Stufe ein System mit künstlicher Intelligenz welche Teilaufgabe erledigen soll.


  Das läßt uns hinter die Szene des diesem Kapitel vorausgehenden Dialogs blicken. Im nächsten Kapitel werden wir auf neue, spekulative Anregungen für AI stoßen.


  Contrafaktus


  Herr Krebs hat ein paar Freunde eingeladen, um das Samstag Nachmittags-Fußballspiel im Fernsehen anzuschauen. Achilles ist bereits eingetroffen, aber Herr Schildkröte und sein Freund, Sebastian Ai, ein Faultier, werden noch erwartet.


  Achilles: Könnten das unsere Freunde sein, die da auf diesem ungewöhnlichen einrädrigen Fahrzeug 'rangefahren kommen?


  (Herr Ai und Herr Schildkröte steigen ab und treten ein.)


  Krebs: Ach, meine Freunde, ich freue mich, daß Sie kommen konnten. Darf ich Sebastian Ai, meinen lieben alten Freund vorstellen — und das ist Achilles. Herrn Schildkröte, glaube ich, kennen Sie.


  Ai: Das ist das erste Mal , soweit ich mich erinnere, daß ich die Bekanntschaft eines Velocipeden mache. Freut mich, Sie kennenzulernen, Achilles. Ich habe viel Gutes über die velocipedische Spezies gehört.


  Achilles: Ganz meinerseits. Darf ich Sie etwas über ihr elegantes Fahrzeug fragen?


  Schildkröte: Meinen Sie unser Tandem-Einrad? Elegant wohl nicht gerade. Es ist einfach ein Mittel, um von A nach B zu gelangen — mit der gleichen Geschwindigkeit.


  Ai: Es wird von einer Firma gebaut, die auch Einweg-Schaukeln herstellt.


  Achilles: Verstehe, verstehe. Was ist das für ein Knopf hier?


  Ai: Das ist die Gangschaltung.


  Achilles: Aha! Und wieviel Gänge hat es?


  Schildkröte: Einen, einschließlich Rückwärtsgang. Die meisten Modelle haben weniger, aber dies ist ein Sondermodell.


  Achilles: Sieht wie ein sehr hübsches Tandem-Einrad aus. Oh, Herr Krebs, ich wollte Ihnen sagen, wie sehr ich es genoß, gestern Abend Ihr Orchester spielen zu hören.


  Krebs: Danke, Achilles. Waren Sie zufällig auch dort, Herr Ai?


  Ai: Nein, leider konnte ich nicht, so leid es mir tut. Ich habe im gemischten Einzel an einem Pingping-Turnier teilgenommen. Das war ganz aufregend, weil mein Team ins Vorrundenspiel um den ersten Platz kam.


  Achilles: Haben Sie etwas gewonnen?


  Ai: Aber gewiß! Ein zweiseitiges Möbiusband aus Kupfer, auf der einen Seite versilbert, auf der anderen vergoldet.


  Krebs: Gratuliere, Herr Ai.


  Ai: Dankeschön. Nun, erzählen Sie doch von dem Konzert.


  Krebs: Es war eine sehr gelungene Aufführung. Wir spielten einige Stücke von den Bach-Zwillingen ...


  Ai: Den berühmten Joh un' Sebastian?


  Krebs: Ein und derselbe. Und darunter war ein Werk, das mich an Sie erinnerte, Herr Ai — ein herrliches Klavierkonzert für zwei linke Hände. Der vorletzte (und einzige) Satz war eine einstimmige Fuge. Sie können sich deren Raffinesse nicht vorstellen. Als Zugabe spielten wir Beethovens neunte Zenphonie. Am Schluß erhoben sich die Zuhörer und klatschten einhändig Beifall.


  Ai: Oh, schade, daß ich das verpaßte. Aber glauben Sie, daß es aufgenommen wurde? Ich hätte zu Hause eine gute Hifi-Anlage für die Wiedergabe — das beste monaurale Zweikanalsystem, das für Geld zu haben ist.


  Krebs: Sicher läßt sich das irgendwo finden. Nun, meine Freunde, das Spiel wird gleich beginnen.


  Achilles: Wer spielt denn heute, Herr Krebs?


  Krebs: Ich glaube die Gastgeber gegen die Besucher ... Oh nein — das war letzte Woche. Diese Woche sind es wohl die Auswärtigen, denke ich.


  Achilles: Ich bin für die Gastgeber. Das mach' ich immer.


  Ai: Ach wie langweilig. Ich bin nie für die Gastgeber. Je näher eine Mannschaft den Antipoden ist, um so mehr unterstütze ich sie.


  Achilles: Ach, Sie leben auf den Antipoden? Ich habe gehört, es lasse sich dort sehr angenehm leben. Aber besuchen wollte ich sie doch nicht. Sie sind so weit weg.


  Ai: Und das seltsame an ihnen ist, daß sie nie näher kommen, wie weit man auch reisen mag.


  Schildkröte: Das wäre ein Ort für mich.


  Krebs: Das Spiel fängt an. Ich denke, ich werde das Fernsehen anstellen.


  (Er geht zu einem riesigen Kasten mit einem Bildschirm unter dem sich ein Schaltpult, so kompliziert wie das von einem Düsenflugzeug befindet. Er dreht an einem Knopf, und auf dem Schirm erscheint in hellen, lebhaften Farben das Fußballstadion.)


  Ansager: Guten Tag, Fußballfreunde! Nun, da ist scheint's wieder die Jahreszeit angerückt, wo die Gastgeber und die Auswärtigen sich auf dem Rasen gegenüberstehen und ihr klassisches Lokalderby austragen. Es hat heute Nachmittag immer wieder ein bißchen getröpfelt, und das Feld ist ein wenig naß, aber trotz des Wetters können wir mit einem schönen Spiel rechnen, besonders mit dem GROSSARTIGEN Libero-Flügelpaar, das für die Gastgeber spielt. Gerdüller und Palindromi. Und jetzt: Da ist Flippik am Anstoß. Das Spiel beginnt! Floppson übernimmt ihn für die Auswärtigen und stürmt nach vorn. Das war Ehsel, der da für die Gastgeber 'ranging.


  Krebs: Ein großartiger Alleingang. Haben Sie gesehen, wie er BEINAH von Treckiš angegriffen wurde, aber irgendwie durchkam?


  Ai: Unsinn, Herr Krebs. Nichts dergleichen geschah. Treckiš hat Floppson NICHT angegriffen. Sie dürfen den armen Achilles (oder uns alle) nicht durcheinander bringen mit Hokuspokus über das, was „beinahe“ geschehen wäre. Es ist eine Tatsache, mit keinem „beinahe“, „wenn und aber“ oder „und“ usw.


  Ansager: Hier die Wiederholung. Achten Sie auf Nummer 19. Treckiš kommt von der Seite, überrascht Floppson und greift ihn beinahe an!


  Ai: „Beinahe“! Bah!


  Achilles: Was für ein elegantes Manöver! Was täten wir nur ohne Wiederholung?


  Ansager: Der erste Freistoß für die Auswärtigen. Kyrbitz übernimmt den Ball, gibt an Orwichs weiter — ein Rückpaß — der rennt nach rechts, zurück an Floppson — Doppelrückpaß, Leute! — Und nun gibt Floppson an Dreyfeig, der elf Meter hinter der Mittellinie gelegt wird. Ein Dreifachrückpaß und ganze elf Meter Raumverlust!


  Ai: So was liebe ich! Ein sensationelles Spiel!


  Achilles: Aber Herr Ai, ich dachte, Sie wären für die Auswärtigen? Sie haben elf Meter verloren.


  Ai: Tatsächlich? Nun, was tuts, solange es ein schönes Spiel ist. Schauen wir es uns noch mal an.


  (... und so geht die erste Halbzeit vorbei. Die zweite Halbzeit wird besonders wichtig für die Gastgeber. Sie sind zwei Tore im Rückstand und brauchen unbedingt den Anschlußtreffer.)


  Ansager: Der Ball kommt zu Gerdüller, der weicht zurück, sieht sich um, sucht einen zum Anspielen, täuscht in Richtung Treckiš an. Da ist Palindromi, rechts außen, niemand weit und breit. Gerdüller sieht ihn und gibt ihm den Ball mit einem flachen Paß weiter. Palindromi übernimmt aus der Luft und (hörbares Aufstöhnen der Zuschauer) stolpert mit dem Ball ins Aus! Was für ein vernichtender Schlag für die Gastgeber. Wenn Palindromi nicht ins Aus gestolpert wäre, hätte er den ganzen Weg bis zum gegnerischen Strafraum rennen und schießen können! Schauen wir uns die subjunktive Wiederholung an.


  (Auf dem Schirm erscheint die gleiche Konstellation wie zuvor.)


  Der Ball kommt zu Gerdüller, der weicht zurück, sieht sich um, sucht einen zum Anspielen, täuscht in die Richtung Treckiš an. Da ist Palindromi, rechts außen, niemand weit und breit. Gerdüller sieht ihn und gibt ihm den Ball mit einem flachen Paß weiter. Palindromi übernimmt und (hörbares Aufatmen der Zuschauer) und — stolpert beinahe ins Aus. Aber der Ball ist noch vor der Linie, und Palindromi hat freie Bahn bis zum Strafraum. Palindromi schießt — Tooor! (Das Stadion bricht in einen gigantischen Jubel aus.) Nun liebe Zuschauer, das wäre geschehen, wenn Palindromi nicht ins Aus gestolpert wäre.


  Achilles: Moment mal ... WAR das jetzt ein Tor oder nicht?


  Krebs: Oh nein, das war eine subjunktive Wiederholung. Sie verfolgte einfach eine Hypothese etwas weiter.


  Ai: So etwas Lächerliches habe ich noch nie gehört. Nächstens wird man Ohrenschützer aus Beton erfinden.


  Schildkröte: Sind subjunktive Wiederholungen nicht ein bißchen ungewöhnlich?


  Krebs: Nichts besonderes, wenn man einen Subjunk-Fernseher hat.


  Achilles: Ist das einen Grad unter einem Junk-Fernseher?


  Krebs: Überhaupt nicht! Es ist eine neue Art von Fernseher, den man auf Subjunktivmodus einstellen kann. Er ist besonders gut für Fußballspiele und dergleichen geeignet. Ich habe meinen Apparat eben erst bekommen.


  Achilles: Warum hat er nur soviele Knöpfe und komischen Skalen?


  Krebs: Damit man den richtigen Kanal einstellen kann. Es gibt viele Kanäle, die im Subjunktivmodus senden, und man möchte doch gerne ohne Schwierigkeiten auswählen können.


  Achilles: Könnten Sie uns zeigen, was das bedeutet? Ich befürchte, ich verstehe nicht ganz, was dieses Gerede vom „Senden im Subjunktivmodus“ bedeuten soll.


  Krebs: Im Grunde ist das ganz einfach. Sie können es selber herausfinden. Ich gehe in die Küche und mache ein paar Pommes Frites, für die, wie ich weiß, Herr Ai eine Schwäche hat.


  Ai: Mmmmm! Nur los, Krebs. Pommes Frites sind mein Lieblingsessen.


  Krebs: Und die anderen?


  Schildkröte: Ein paar könnte ich schon vertragen.


  Achilles: Ich auch. Aber halt — bevor Sie in die Küche gehen, gibt es einen besonderen Trick für den Gebrauch Ihres Subjunk-Fernsehers?


  Krebs: Nichts besonderes. Schauen Sie sich einfach das Spiel an, und immer, wenn eine Art Beinahe-Treffer vorkommt, oder wenn Sie wünschen, daß die Dinge einen anderen Verlauf genommen hätten, drehen Sie einfach an den Knöpfen herum und sehen Sie, was dabei passiert. Schaden anrichten können Sie nicht, aber vielleicht bekommen Sie irgendeinen exotischen Sender. (Ab in die Küche.)


  Achilles: Was meint er wohl damit? Aber zurück zum Spiel. Ich war ganz darin versunken.


  Ansager: Es steht 4 : 0 für die Auswärtigen, die Gastgeber sind am Ball. Die Mannschaft weit hinten im Mittelfeld, nur Gerdüller läuft sich frei. Ehsel am Ball — eine Steilvorlage, der Ball fliegt auf Gerdüller -


  Achilles: Los, Gerdüller, gibt den Auswärtigen Zunder!


  Ansager: — und landet in einer Pfütze — KLADDATSCH! - und bleibt wie angeklebt liegen. Da kommt Sprunk hineingegrätscht, holt sich den Ball, doch Gerdüller stößt ihn beiseite — ein ganz klares Foul. Der Schiedsrichter entscheidet auf Freistoß, Torentfernung ungefähr 17¼ Meter: Tor! Eine böse Schlappe für die Gastgeber. Und abgepfiffen wird erst nach 90 Minuten ...


  Achilles: Oh nein! Wenn es nicht geregnet hätte ... (Ringt verzweifelt die Hände.)


  Ai: WIEDER so eine abscheuliche hypothetische Aussage. Warum rennen Sie nur alle immer in diese absurde Phantasiewelt? Wenn ich Sie wäre, würde ich mit beiden Beinen in der Wirklichkeit stehen. „Kein subjunktiver Unsinn“ ist mein Motto. Und ich würde auch dann nicht aufgeben, wenn mir jemand hundert — nein, hundertundzwölf Pommes Frites gäbe.


  Achilles: Mensch, ich habe eine Idee. Vielleicht, wenn ich richtig an den Knöpfen herumdrehe, kann ich eine subjektive Wiederholung heraufbeschwören, in der es nicht regnet, in der es keine Pfütze gibt und Gerdüller keinen Fehler macht. Wollen mal sehen ... (Geht zum Subjunk-Fernseher und starrt ihn an.) Aber ich habe ja keine Ahnung, was die verschiedenen Knöpfe bewirken. (Er dreht an einigen herum.)


  Ansager: Es steht 4 : 0 für die Auswärtigen, die Gastgeber sind am Ball. Die Mannschaft weit hinten im Mittelfeld, nur Gerdüller läuft sich frei. Ehsel am Ball — eine Steilvorlage, der Ball fliegt auf Gerdüller -


  Achilles: Los, Gerdüller, gib den Auswärtigen Zunder!


  Ansager: — und landet in einer Pfütze — KLADDATSCH! - und bleibt wie angeklebt liegen. Da kommt Sprunk hineingegrätscht, aber Gerdüller grapscht sich den Ball, klemmt ihn sich unter den Arm, trickst den hervorragenden Sprunk aus und hat nun freie Bahn bis zum gegnerischen Strafraum. Schaut euch das an, Leute! 50 Meter, noch 40, noch 30, noch 20, noch 10 — Tor für die Gastgeber! (Riesiger Beifall aus der Gastgeber-Kurve.) Ja, Freunde, so wäre das gelaufen, wenn beim Fußball Handspiel erlaubt wäre! Aber in Wirklichkeit haben die Gastgeber den Ball verloren und die Auswärtigen ein weiteres Tor geschossen. Nun ja, der Ball ist rund ...


  Achilles: Was halten Sie DAVON, Herr Ai?


  (Und Achilles grinst hämisch zu Herrn Ai hinüber, doch der schenkt diesem vernichtenden Blick überhaupt keine Beachtung, denn er schaut gebannt auf Herrn Krebs, der mit einer großen Schüssel mit hundertzwölf — ach nein, hundert — großen, köstlichen Pommes Frites und Servietten für alle zur Tür hereinkommt.)


  Krebs: So, wie finden Sie drei meinen Subjunk-Fernseher?


  Ai: Höchst enttäuschend, Krebs, um es frei heraus zu sagen. Er scheint mir völlig defekt zu sein. Mindestens die Hälfte der Zeit macht er zwecklose Ausflüge ins Unsinnige. Wenn er mir gehörte, würde ich ihn sofort irgend jemanden wie Ihnen schenken, Krebs. Aber er gehört mir halt nicht.


  Achilles: Wirklich ein seltsames Gerät. Ich versuchte, eine Phase des Spiels zu wiederholen und zu sehen, wie sie bei anderem Wetter gelaufen wäre, aber das Ding scheint seinen eigenen Kopf zu haben! Anstatt das Wetter zu ändern, änderte es die Fußball-Regeln dahin, daß auch Handspiel erlaubt ist. Nun sagen Sie — wie kann Fußball mit Händen gespielt werden? Das ist ein Widerspruch in sich. Wie hirnverbrannt!


  Krebs: Was für zahme Spiele. Ich dachte, Sie würden sicher interessantere Subjunktive finden. Würden Sie gerne sehen, wie die letzte Spielphase verlaufen wäre, wenn es Basketball statt Fußball gewesen wäre?


  Schildkröte: Oh! Eine hervorragende Idee!


  (Herr Krebs dreht an zwei Knöpfen und tritt einen Schritt zurück.)


  Ansager: Jetzt sitzen vier auf der Strafbank und -


  Achilles: Vier auf der Strafbank!?


  Ansager: Jawohl, Freunde — vier auf der Strafbank. Wenn man Fußball in Basketball verwandelt, muß ja IRGENDETWAS dran glauben! Nun, wie ich sagen wollte, vier sitzen auf der Strafbank, die Auswärtigen weichen zurück, und die Gastgeber greifen an. Gerdüller geht allein nach vorne. Die Gastgeber hängen mitten im hinteren Feld. Ehsel wirf ein — eine Steilvorlage, der Ball kommt auf Gerdüller —


  Achilles: Schnapp ihn Dir Gerdüller! Gib den Auswärtigen Saures.


  Ansager: — aber der Ball scheint einen Drall zu haben, denn er fliegt eine seltsame Kurve. Jetzt springt Sprunk nach dem Ball! Aber Gerdüller stößt ihn beiseite — ein ganz klares Foul. Der Schiedsrichter entscheidet auf Strafwurf, und der hervorragende Sprunk holt zwei weitere Punkte für die Auswärtigen. Eine böse Schlappe für die Gastgeber. Ja, Fußballfreunde, so hätte die letzte Spielphase ausgesehen, wenn dies ein Basketball-Spiel wäre.


  Ai: Bah! Man könnte das Spiel genau so gut auf den Mond verlegen.


  Krebs: Gesagt, getan! Hier ein bißchen Gefummel, dort ein bißchen ...


  (Auf dem Schirm erscheint ein trostloses, mit Kratern übersätes Feld, auf dem sich zwei Mannschaften in Weltraumanzügen bewegungslos gegenüberstehen. Plötzlich geraten die beiden Mannschaften in Bewegung, und Spieler machen große Sprünge in der Luft, manchmal über andere Spieler hinweg. Der Ball wird in die Luft geschossen und fliegt so hoch, daß er beinahe verschwindet, dann schwebt er langsam vor die Füße eines Spielers, ungefähr vierhundert Meter vom Ausgangspunkt entfernt.)


  Ansager: Und hier, Freunde, habt ihr die subjunktive Wiederholung dessen, was sich auf dem Mond abgespielt hätte. Wir schalten jetzt um ins Funkhaus zu den ausführlichen Kurznachrichten — meine Lieblingssendung und melden uns anschließend wieder.


  Ai: Wäre ich nicht so träge, so brächte ich den kaputten Apparat selber zum Händler zurück. Da es aber leider mein Schicksal ist, ein träges Ai zu ein ... (Stopft sich eine große Portion Pommes Frites in den Mund.)


  Schildkröte: Eine wundervolle Erfindung, Herr Krebs, Darf ich eine hypothetische Frage stellen?


  Krebs: Nur zu!


  Schildkröte: Wie hätte dieses letzte Spiel ausgesehen, wenn der Raum vierdimensional wäre?


  Krebs: Oh, das ist kompliziert, Herr Schildkröte, aber ich glaube, ich kann es in den Apparat hineincodieren. Moment mal!


  (Er tritt heran, und zum ersten Mal scheint er die vollen Möglichkeiten des Schaltpults seines Subjunk-Fernsehers auszuschöpfen, indem er fast an jedem Knopf zwei oder dreimal dreht und die verschiedenen Instrumente sorgfältig prüft. Dann tritt er mit zufriedenem Gesicht zurück).


  Ich denke, so wird's gehen.


  Ansager: Und jetzt schauen wir uns die subjunktive Wiederholung an.


  (Auf dem Schirm erscheint ein verwirrendes Knäuel von ineinander verwickelten Röhren. Es wird größer, dann wieder kleiner, und einen Augenblick lang scheint es fast so etwas wie eine Drehung vorzunehmen. Dann verwandelt es sich in einen seltsamen pilzförmigen Gegenstand, und wieder zurück in das Röhrenbündel. Während es von dieser zu anderen bizarren Formen metamorphosiert, kommentiert der Ansager:)


  Gerdüller entschwindet zum Abspielen. Etwa neun Meter im Außenraum bietet sich Palindromi an, Gerdüller sieht ihn und gibt nach rechts-auswärts ab — das sieht gut aus! Palindromi jetzt etwa an der Abschlagkugel, doch gleich hinter der Mittelebene wird er angegriffen. Da habt ihr's, 3-D-Freunde, wie es wäre, wenn Fußball in vier Raumdimensionen gespielt würde.


  Achilles: Was machen Sie eigentlich, Herr Krebs, wenn Sie an den verschiedenen Knöpfen am Schaltpult drehen?


  Krebs: Ich suche nach den richtigen subjunktiven Kanälen. Wissen Sie, alle subjunktiven Kanäle senden gleichzeitig, und ich will genau denjenigen einstellen, der die beabsichtigte hypothetische Szene liefert.


  Achilles: Kann man das mit allen Fernsehern tun?


  Krebs: Nein, die meisten Fernseher können subjunktive Kanäle nicht empfangen. Sie brauchen eine besondere Art von Schaltkreis, die schwer herzustellen ist.


  Achilles: Wie wissen Sie, welcher Kanal was sendet? Sehen Sie in der Zeitung nach?


  Krebs: Ich brauche die Bezeichnung des Kanals gar nicht zu wissen. Statt dessen stelle ich ihn ein, indem ich die gewünschte hypothetische Situation an diesen Skalen eincodiere. Der technische Ausdruck dafür lautet: „einen Kanal durch seine kontrafaktischen Parameter anwählen“. Es gibt immer eine große Anzahl von Kanälen, die jede denkbare Welt ausstrahlen. Alle Kanäle, die Welten senden, welche einander „nahe“ sind, haben Rufnummern, die ebenfalls nahe beieinander sind.


  Schildkröte: Warum mußten Sie die Knöpfe, als wir das erste Mal eine subjunktive Wiederholung sahen, überhaupt nicht drehen?


  Krebs: Weil ich einen Kanal eingeschaltet hatte, der dem Wirklichkeitskanal sehr nahe ist, aber doch ein winziges bißchen anders. Deshalb entfernt er sich immer mal wieder von der Wirklichkeit. Es ist fast unmöglich, GENAU auf den Wirklichkeitskanal einzustellen. Aber das macht nichts, weil das so stumpfsinnig ist. Alle Wiederholungen sind dabei wie erwartet. Können Sie sich das vorstellen? Wie langweilig!


  Ai: Ich halte die ganze Idee vom Subjunk-Fernsehen für eine gigantische Langweilerei. Aber ich würde meine Meinung vielleicht ändern, wenn ich Beweise dafür hätte, daß ihre Maschine mit einem INTERESSANTEN kontrafaktischen Tatbestand fertig würde. Wie würde diese letzte Spielphase zum Beispiel aussehen, wenn die Addition nicht kommutativ wäre?


  Krebs: Oh weh, Oh weh. Für dieses Modell ist jener Wechsel etwas zu radikal , fürchte ich. Leider besitze ich keinen Superjunk-Fernseher, das Spitzenmodell. Superjunk-Fernseher werden mit ALLEM fertig, was man ihnen vorgibt.


  Ai: Bah!


  Krebs: Aber sehen Sie, ich kann BEINAHE so etwas machen. Hätten Sie nicht Lust zu sehen, wie die letzte Spielphase ausgesehen hätte, wenn dreizehn keine Primzahl wäre?


  Ai: Nein danke. DAS ist blanker Unsinn! Wenn ich jedenfalls diese letzte Spielphase wäre, wäre ich es ziemlich leid, ein ums andere Mal in neuem Gewand wirrköpfigen Begriffsakrobaten vorgeführt zu werden. Aber machen wir weiter!


  Achilles: Wo haben Sie diesen Subjunk-Fernseher her?


  Krebs: Ob Sie es glauben oder nicht, Herr Ai und ich besuchten gestern einen Jahrmarkt, und der Apparat wurde als erster Preis in einer Lotterie angeboten. Normalerweise bin ich nicht so leichtfertig, aber irgendein verrückter Impuls brachte mich dazu, ein Los zu kaufen.


  Achilles: Und Sie, Herr Ai?


  Ai: Ich gebe zu, ich kaufte eines, um den alten Krebs bei guter Laune zu halten.


  Krebs: Und als die Gewinnzahl verkündet wurde, fand ich zu meinem Erstaunen, daß ich den ersten Preis gewonnen hatte.


  Achilles: Phantastisch! Bis heute hab' ich niemand gekannt, der etwas in einer Lotterie gewonnen hat.


  Krebs: Ich war über mein Glück außer Rand und Band.


  Ai: Haben Sie nicht noch etwas über die Lotterie zu sagen, Herr Krebs?


  Krebs: Oh, nicht sehr viel. Nur daß meine Losnummer 129 war. Und als die Gewinnzahl bekanntgegeben wurde, lautete sie 128 — bloß eins daneben.


  Ai: Also, sehen Sie, hat er überhaupt nicht gewonnen.


  Achilles: Aber er gewann BEINAHE.


  Krebs: Sehen Sie, ich sage eben lieber, daß ich gewonnen habe, denn ich war schrecklich dicht dran ... Wenn meine Zahl um nur eins kleiner gewesen wäre, hätte ich gewonnen.


  Ai: Aber leider, Krebs, kommt es nicht darauf an, ob man das Ziel um einen Zentimeter oder einen Kilometer verfehlt.


  Schildkröte: Oder andersherum. Und Sie, Herr Ai, was war Ihre Zahl?


  Ai: Ich hatte 256. Die nächste Zweierpotenz nach 128. Das zählt doch, wenn überhaupt etwas, sicherlich als Erfolg! Doch ich kann nicht verstehen, warum diese UNgerechten Preisrichter so dickköpfig waren. Sie verweigerten mir den Preis, den ich redlich verdient hatte. Irgendein komischer Spaßvogel behauptete, ER habe ihn verdient, weil seine Zahl 128 war. Ich meine, daß meine Zahl viel näher dran war als SEINE, aber versuchen Sie mal, denen da oben Paroli zu bieten.


  Achilles: Ich bin vollständig durcheinander. Wenn Sie, Herr Krebs, den Subjunk-Fernseher überhaupt nicht gewonnen haben, wie können wir dann den ganzen Nachmittag hier gesessen und die Sendung angeschaut haben? Es kommt mir vor, als lebten wir selbst in einer Art hypothetischer Welt, die hätte existieren können, wären die Umstände nur ein bißchen anders gewesen.


  Ansager: Liebe Zuschauer, Sie sahen, wie der Nachmittag bei Herrn Krebs vor sich gegangen wäre, wenn er den Subjunk-Fernseher gewonnen hätte. Aber da er das nicht hatte, verbrachten die vier Freunde ganz einfach einen angenehmen Nachmittag und schauten zu, wie ihre Mannschaft eins aufs Dach bekam, 128 zu 0. Oder war es 256 zu 0? Nun, das spielt kaum eine Rolle beim fünfdimensionalen Plutonischen Dampfhockey.


  KAPITEL XIX


  Artifizielle Intelligenz: Aussichten


  „Beinahe“-Situationen und Subjunktive


  NACH DER LEKTÜRE von Contrafaktus sagte ein Freund zu mir: „Mein Onkel war beinahe Präsident der Vereinigten Staaten.“ „Tatsächlich?“ sagte ich. „Aber sicher“, antwortete er. „Er war Kapitän des Kriegsschiffes PT 108.“ (John F. Kennedy war Kapitän von PT 109.)


  Das ist das Thema von Contrafaktus. Im alltäglichen Denken erzeugen wir fortwährend im Geist Varianten von Situationen, in denen wir uns befinden, von Ideen, die wir haben oder von Dingen, die geschehen, und wir behalten gewisse Merkmale genau so bei, wie sie sind, während andere „verrutschen“. Welche Merkmale lassen wir verrutschen? Bei welchen denken wir nicht daran, sie verrutschen zu lassen? Welche Ereignisse erkennen wir auf einer tiefliegenden, intuitiven Ebene als enge Verwandte von denen, die tatsächlich geschahen? Was, denken wir, geschah „beinahe“ oder „hätte geschehen können“, obgleich es eindeutig nicht geschah? Welche anderen Ereignisse fallen uns ohne bewußte Denkanstrengung ein, wenn wir eine Geschichte hören? Warum kommen uns gewisse Dinge als „contrafaktisch“, andere als weniger contrafaktisch vor? Schließlich liegt es auf der Hand, daß alles, was nicht geschah, nicht geschah. Es gibt keine Grade des „Nicht-geschehen-Seins“, und das gilt auch für „Beinahe“-Situationen. Es gibt Momente, wo man klagt: „Es geschah beinahe“, und andere, wo man dasselbe voller Erleichterung sagt. Aber das „Beinahe“ liegt im Geist, nicht in der Außenwelt.


  Sie fahren auf einer Landstraße und begegnen einem Bienenschwarm. Sie nehmen ihn nicht einfach wahr, sondern die ganze Situation wird durch einen Schwarm von „Wiederholungen“ sofort gegliedert, die in Ihren Geist eindringen. Man denkt etwa: „Da habe ich aber Glück gehabt, daß das Fenster geschlossen war“, oder, schlimmer, umgekehrt: „Pech, daß mein Fenster offen war.“ „Glücklicherweise saß ich nicht auf meinem Fahrrad.“ „Wenn ich nur fünf Sekunden früher hier vorbeigekommen wäre.“ Seltsame, aber mögliche Wiederholungen! „Wenn das ein Reh gewesen wäre, hätte das mein Tod sein können.“ „Ich wette, die Bienen wären auch lieber mit einem Rosenbusch zusammengestoßen.“ Noch seltsamere Wiederholungen: „Pech, daß diese Bienen keine Geldscheine waren.“ „Glücklicherweise waren die Bienen nicht aus Zement.“ „Pech, daß es nicht eine einzige Biene war, sondern ein ganzer Schwarm.“ „Glück gehabt, daß ich nicht der Schwarm war, sondern umgekehrt.“ Was rutscht natürlicherweise und was nicht — und warum?


  In der Zeitschrift The New Yorker wurde das folgende Zitat aus dem „Philadelphia Welcomat“ nachgedruckt: 1


  Wenn Leonardo da Vinci als Frau auf die Welt gekommen wäre, wäre die Decke der Sixtinischen Kapelle vielleicht nie ausgemalt worden.


  The New Yorker kommentiert:


  Und wenn Michelangelo ein Paar siamesischer Zwillinge gewesen wäre, wäre die Arbeit in der Hälfte der Zeit fertig gewesen.


  Der Witz des Kommentars liegt nicht darin, daß solche contrafaktischen Behauptungen falsch sind, sondern eher darin, daß jemand, der solche Gedanken hegt — der das Geschlecht oder die Anzahl der Menschen verrutschen läßt — ein bißchen verrückt sein müßte. Ironischerweise war aber in der gleichen Ausgabe der folgende Satz am Schluß einer Buchbesprechung ohne Erröten abgedruckt:


  Ich glaube, daß er [Professor Philipp Frank] beide Bücher enorm genossen hätte. 2


  Nun ist der arme Professor Frank jedoch tot, und natürlich ist es Unsinn zu behaupten, daß jemand nach seinem Tod geschriebene Bücher lesen könnte. Warum wird dieser ernsthafte Satz nicht auch angeprangert? Irgendwie, in einem schwer zu definierenden Sinn tun die in diesem Sinn verrutschten Parameter unserem Sinn für das „Mögliche“ nicht soviel Gewalt an wie in den vorausgegangenen Beispielen. Irgend etwas erlaubt uns, uns „ceteris paribus“ bei diesem besser zu fühlen als bei den anderen. Aber warum? Was ist an der Art, in der wir Begebenheiten und Menschen klassifizieren, dran, was uns im tiefsten Herzen sagt, was zu verrutschen „vernünftig“ und was „albern“ ist?


  Man beachte, wie selbstverständlich es ist, von der wertfreien Aussage „Ich kann nicht russisch“ zu dem stärker aufgeladenen „Ich würde gerne russisch können“ zu dem emotionalen Konjunktiv „Ich wollte, ich könnte russisch“ und schließlich zu der vollen contrafaktischen Feststellung zu gelangen: „Wenn ich russisch könnte, könnte ich Tschechow und Lermontow im Original lesen.“ Wie oberflächlich und leblos wäre ein Geist, der in einer Negation nichts sähe als eine undurchsichtige Schranke. Ein lebendiger Geist jedoch kann durch ein Fenster mit einem Ausblick auf eine Welt von Möglichkeiten sehen.


  Ich glaube, daß „Beinahe"-Situationen und unbewußt erzeugte Subjunktive die reichste Quelle für Einsichten sind, wie der Mensch seine Welt organisiert und kategorisiert. Ein beredter Mitstreiter für diese Auffassung ist der Linguist und Übersetzer George Steiner, der in seinem Buch Nach Babel geschrieben hat:


  Hypothetische Behauptungen, Bilderwerk, Konditionalsätze, die Syntax als contra-faktisch und kontingent können sehr wohl die Erzeugungszentren der menschlichen Sprache sein ... [Sie] leisten mehr, als lediglich philosophische und grammatische Perplexität zu verursachen. Nicht weniger als zukünftige Tempora, mit denen sie gefühlsmäßig verwandt sind und mit denen sie wahrscheinlich in der umfassenderen Menge der „Suppositionalen“ oder „Alternativen“ zu klassieren sind diese. „Wenn-Sätze“ sind für die Dynamik des menschlichen Empfindens grundlegend ...


  Uns gehört die Fähigkeit, die Notwendigkeit, die Welt „ungesagt“ oder „nicht gesagt“ zu machen, sie anders zu bilden und auszusprechen ... Wir brauchen ein Wort, das die Kraft, den Zwang der Sprache bezeichnet, „Anderssein“ zu setzen ... Vielleicht tut es „Alternität“, um das „Anders als der Fall“, die contrafaktualen Behauptungen, Bilder, Gestalten des Willens und des Ausweichens zu definieren, mit denen wir unser geistiges Wesen beladen und vermittels derer wir das ständig sich ändernde, großenteils fiktive Milieu unserer somatischen und unserer sozialen Existenz aufbauen ...


  Schließlich stimmt Steiner eine contrafaktische Hymne auf die Contrafaktualität an:


  Es ist unwahrscheinlich, daß der Mensch, wie wir ihn kennen, ohne fiktive, contrafaktuelle, anti-deterministische sprachliche Mittel überlebt hätte, ohne die semantische Fähigkeit, die in den „überflüssigen“ Zonen der Gehirnrinde erzeugt und aufbewahrt ist, sich Möglichkeiten auszudenken und zu artikulieren jenseits der Tretmühlen des organischen Zerfalls und des Todes. 3


  Die Erzeugung von „subjunktiven“ Welten erfolgt so beiläufig, daß wir kaum bemerken, was wir tun. Wir wählen aus unserer Phantasie eine Welt aus, die in einem inneren, geistigen Sinn der wirklichen Welt nahe ist. Wir vergleichen das, was wirklich ist, mit dem, was wir als fast richtig betrachten. Dabei gewinnen wir irgendwie eine ungreifbare Art von Perspektive der Wirklichkeit. Herr Ai ist ein ulkiges Beispiel für eine Variante der Wirklichkeit: ein denkendes Wesen, unfähig, in Subjunktive zu rutschen (oder wenigstens behauptet er, dazu unfähig zu sein — aber vielleicht hat der Leser bemerkt, daß das, was er sagt, voller Contrafaktik ist). Man stelle sich vor, wie unendlich ärmer unser geistiges Leben wäre, besäßen wir nicht diese schöpferische Fähigkeit, aus der Wirklichkeit in ein behaglicheres „Was, wenn“ zu rutschen. Und vom Standpunkt der Erforschung menschlicher Denkprozesse ist dieses Verrutschen sehr interessant, denn meistens scheint es ganz ohne bewußte Führung vor sich zu gehen, was bedeutet, daß die Beobachtung, Dinge welcher Art verrutschen und welche es nicht tun, ein gutes Fenster für Einblicke in das Unbewußte abgeben.


  Um einen Eindruck von der Beschaffenheit dieser mentalen Metrik zu gewinnen, kann man unter anderem „Öl in die Flammen gießen“. Das ist im Dialog geschehen, wo unsere „Fähigkeit für das Subjunktive“ angewiesen wird, sich eine Welt vorzustellen, in der sogar der Begriff der subjunktiven Wiederholung verrutscht, verglichen mit dem, was wir erwarten. Im Dialog ist die erste subjunktive Wiederholung — wo Palindromi nicht ins Aus stolpert — eine ganz normale, leicht vorstellbare Sache. Tatsächlich geht sie zurück, auf eine ganz gewöhnliche, beiläufige Bemerkung eines Menschen, der bei einem Fußballspiel neben mir saß. Aus irgendwelchen Gründen fiel sie mir auf, und ich stellte mir die Frage, was es so natürlich machte, gerade dieses Merkmal verrutschen zu lassen, nicht aber, sagen wir, das Eckballverhältnis oder den Gesamtstand des Spiels. Ausgehend von solchen Überlegungen kam ich dazu, andere, vermutlich weniger verrutschbare Eigenschaften wie etwa das Wetter, in Betracht zu ziehen (das kommt im Dialog vor), die Art des Spiels (kommt auch im Dialog vor) und dann noch verrücktere Varianten (ebenfalls im Dialog). Ich stellte jedoch fest, daß etwas, das in einer bestimmten Situation zu verrutschen völlig lächerlich wäre, in einer anderen durchaus verrutschbar war. Zum Beispiel könnte man sich spontan fragen, wie es wohl aussähe, wenn der Ball eine andere Form hätte (z. B. wenn man Basketball mit einem nur halb aufgeblasenen Ball spielte), zu anderen Zeiten käme einem das gar nicht in den Sinn (z. B. beim Ansehen eines Rugbyspiels im Fernsehen).


  Schichten der Stabilität


  Es schien mir damals — und scheint mir noch heute — so, daß die Verrutschbarkeit einer Eigenschaft eines Geschehnisses (oder eines Umstands) von einer Anzahl verschachtelter Zusammenhänge abhängt, innerhalb derer man das Geschehnis (oder den Umstand) wahrnimmt. Hier scheinen die der Mathematik entlehnten Ausdrücke Konstante, Parameter und Variable von Nutzen. Mathematiker, Physiker und andere führen häufig eine Rechnung aus und sagen „c ist eine Konstante, p ist ein Parameter und v ist eine Variable“. Damit wollen sie sagen, daß alle (einschließlich der „Konstante“) verändert werden können; indessen gibt es so etwas wie eine Hierarchie der Variabilität. In der Situation, die von den Symbolen repräsentiert wird, bedeutet c eine globale Bedingung, p eine weniger globale, die variieren kann, während c unverändert bleibt, und schließlich kann v frei herumrennen, während c und p festgehalten werden. Es hat wenig Sinn, sich v als feststehend vorzustellen, während c und p variieren, denn c und p fixieren den Kontext, in dem v einen Sinn hat. Man denke etwa an einen Zahnarzt, der eine Liste von Patienten hat und für jeden Patienten eine Liste der Zähne. Es ist durchaus sinnvoll (und gewinnbringend), den Patienten festzuhalten, und seine Zähne zu variieren, aber es ist völlig sinnlos, einen Zahn festzuhalten und den Patienten zu variieren. (Manchmal ist es natürlich auch sinnvoll, den Zahnarzt zu variieren ...)


  Unsere innere Repräsentierung von einer Situation bauen wir Schicht um Schicht auf. Die unterste Schicht legt die tiefsten Eigenschaften des Zusammenhangs fest mitunter liegt sie so tief, daß sie überhaupt nicht mehr variiert werden kann. Zum Beispiel ist die Dreidimensionalität unserer Welt in uns so tief verwurzelt, daß die meisten von uns sich gar nicht vorstellen können, daß wir sie im Geist verrutschen lassen können. Sie ist eine konstante Konstante. Dann gibt es Schichten, die vorübergehend, aber nicht für immer fixierte Aspekte einer Situation bestimmen, die man die Hintergrundannahmen nennen könnte, Dinge, von denen einem halb bewußt ist, daß sie variieren können, die man aber fast immer fraglos als unveränderliche Aspekte akzeptiert. Noch immer könnte man sie als „Konstanten“ bezeichnen. Für die Besucher eines Fußballspiels sind z. B. die Spielregeln Konstanten dieser Art. Dann gibt es noch die „Parameter"; man stellt sie sich als Variable vor, aber man hält sie im Augenblick fest. Bei einem Fußballspiel könnten das Wetter, die gegnerische Mannschaft usw. Parameter bilden. Es könnte verschiedene Schichten von Parametern geben — und es gibt sie vermutlich auch. Schließlich kommen wir zu den „wackligsten“ Aspekten der Repräsentierung der Situation: zu den Variablen. Dabei handelt es sich um Tatbestände wie den, daß Palindromi im Aus gewesen ist, die mental „locker“ sind, und die man ohne Bedenken für einen kurzen Moment von den wirklichen Werten weg verrutschen läßt.


  Rahmen und verschachtelte Kontexte


  In der AI-Forschung ist gegenwärtig das Wort Rahmen in Mode, und man könnte es definieren als berechneten Einzelfall eines Kontexts. Die Bezeichnung stammt von Marvin Minsky, wie auch viele andere Gedanken über Rahmen, wenn auch die allgemeine Vorstellung schon seit vielen Jahren herumgeistert. In Rahmensprache ließe sich sagen, daß die geistige Repräsentierung von Situationen verschachtelte Rahmen benötige. Jeder der verschiedenen Bestandteile einer Situation hat seinen eigenen Rahmen. Es ist interessant, eine meiner Vorstellungen hinsichtlich verschachtelter Rahmen explizit in Worte zu fassen. Man denke sich eine große Anzahl von Kommoden. Wenn man eine davon auswählt, hat man einen Rahmen, und die Löcher für die Schubladen sind die Stellen, an denen „Unter-Rahmen“ angebracht werden können. Nun sind aber Unter-Rahmen selbst wieder Kommoden. Wie kann man eine ganze Kommode im Schlitz für eine einzige Schublade in einer anderen Kommode unterbringen? Höchst einfach: Man schrumpft und verzerrt die zweite Kommode, und das ist möglich, weil all das schließlich ja im Geist und nicht in der stofflichen Welt vor sich geht. Nun kann es im äußeren Rahmen verschiedene Schlitze geben, die ausgefüllt werden müssen. Sodann muß man vielleicht Schlitze in der inneren Kommode (oder dem Unter-Rahmen) stopfen. Das kann rekursiv weitergehen.


  Dieses lebhafte surrealistische Bild von Zusammenquetschen und Krümmen von Kommoden, so daß sie einen Schlitz von willkürlicher Form ausfüllen, ist wahrscheinlich sehr wichtig, weil es andeutet, daß unsere Begriffe durch den Kontext, in den man sie hineinzwingt, gequetscht und gekrümmt werden.


  Was wird etwa aus der Vorstellung „Person“, wenn die Leute, an die man denkt, Fußballspieler sind? Das ist gewiß eine verzerrte Vorstellung, eine, die uns durch den Zusammenhang aufgezwungen wurde. Wir haben den „Person“-Rahmen in einen Schlitz im „Fußball-Rahmen“ gesteckt. Die Theorie der Repräsentierung von Wissen in Rahmen beruht auf der Idee, daß die Welt aus quasi-geschlossenen Teilsystemen besteht, von denen jedes für andere als Kontext dienen kann, ohne bei diesem Vorgang zuviel zu zerstören oder Zerstörungen herbeizuführen.


  Eine der wichtigsten Ideen, was die Rahmen betrifft, ist die, daß jeder Rahmen seinen eigenen Satz von Erwartungen mit sich bringt. Das entsprechende Bild ist, daß jede Kommode mit einer eingebauten, aber locker befestigten Schublade in jedem der Schlitze versehen ist; man nennt das default. Wenn ich Ihnen sage: „Stellen Sie sich ein Flußufer vor“, dann werden sie optische Bilder heraufrufen, die verschiedene Eigenschaften besitzen, von denen man die meisten unterdrücken könnte, wenn man zusätzliche Bemerkungen wie „in einer Dürreperiode“, „in Brasilien“ oder „ohne ein Karussell“ hinzufügt. Die Tatsache, daß Default-Werte für Schlitze existieren, bewirkt, daß der rekursive Vorgang des Löcherfüllens ein Ende findet. Es läuft darauf hinaus, daß man sagt: „Ich will die Schlitze bis auf drei Schichten selbst füllen; für das, was darüber hinausgeht, nehme ich die Default-Option.“ Zusammen mit den Default-Erwartungen enthält ein Rahmen Wissen über die Grenzen seiner Anwendungsfähigkeit und eine Art Heuristik für den Übergang zu anderen Rahmen für den Fall, daß er über die Toleranzgrenzen hinaus gedehnt wurde.


  Die verschachtelte Struktur eines Rahmens gibt uns eine Möglichkeit, wie mit einem Varioobjektiv heranzuzoomen und den Blick auf kleine Details zu richten; man muß auf den richtigen Unter-Rahmen zielen, dann auf einen von dessen Unter-Rahmen usw., bis man die erwünschte Menge von Details hat. Es ist, als habe man einen Straßenatlas der BRD, der vorne eine Karte des ganzen Landes zeigt und im Inneren der Karte einzelne Länder und sogar Karten von größeren Städten, für den Fall, daß man noch mehr Einzelheiten benötigt. Man kann sich einen Atlas mit beliebigen Mengen von Details, bis hinunter zu einzelnen Häuserblocks, Häusern, Zimmern usw. vorstellen. Es ist, als blicke man durch ein Fernrohr mit Linsen verschiedener Stärke; jede Linse dient einem eigenen Zweck. Es ist wichtig, daß man von all den verschiedenen Vergrößerungsmaßstäben Gebrauch machen kann; Einzelheiten sind oft irrelevant und sogar ablenkend.


  Da beliebige verschiedene Rahmen in die Schlitze anderer Rahmen gesteckt werden können, sind die Möglichkeiten für Konflikte und „Kollisionen“ groß. Das säuberliche Schema eines umfassenden Satzes von Schichten von „Konstanten“, „Parametern“ und „Variablen“ ist eine zu starke Vereinfachung. Tatsächlich wird jeder Rahmen seine eigene Hierarchie von Variabilität haben, und dieser Umstand macht die Analyse, wie wir einen so komplizierten Vorgang wie ein Fußballspiel mit seinen vielen Unterrahmen, Unter-Unterrahmen usw. wahrnehmen, eine unglaublich vertrackte Geschichte. Welche Wechselwirkung findet zwischen all diesen vielen Rahmen statt? Wenn ein Konflikt derart auftritt, daß ein Rahmen sagt: „Dieses Ding ist eine Konstante“, aber ein anderer Rahmen: „Nein, es ist eine Variable“ — wie löst sich dieser Widerspruch? Das sind tiefgreifende und schwierige Probleme der Rahmentheorie, auf die ich keine Antwort weiß. Bis jetzt ist man sich noch nicht völlig einig, was ein Rahmen ist, oder wie man Rahmen in einem AI-Programm unterbringt. Ich versuche, einige dieser Fragen im nächsten Abschnitt auf meine Weise zu diskutieren, wenn ich über einige Rätsel zum Erkennen visueller Muster spreche, die ich „Bongard-Probleme“ nenne.


  [image: Abb. 119.]


  Abb. 119. Bongard-Problem 51. [Aus: M. Bongard, Patterns Recognition, Rochelle Park, N.J. 1970.] Die folgenden Bongard-Probleme sind ebenfalls diesem Buch entnommen.


  Bongard-Probleme


  Bongard-Probleme (BP) sind allgemeine Probleme, wie sie der russische Gelehrte M. Bongard in seinem Buch Das Erkennen von Mustern angegeben hat. Ein typisches BP zeigt Abb. 119 — Nr. 51 in Bongards Sammlung von hundert Problemen. Diese faszinierenden Probleme sind für Muster-Erkenner, ob Maschinen oder Menschen, gedacht. (Man könnte auch noch ETIs dazunehmen — extraterrestrische Intelligenzen.) Jedes Problem besteht aus zwölf Figuren, jede in einem Kästchen, sechs links, die die Klasse I bilden, und sechs rechts, die Klasse II. Die einzelnen Kästchen kann man wie folgt bezeichnen:


  
    
      	
        I-A

      

      	
        I-B

      

      	
        00

      

      	
        II-A

      

      	
        II-B

      
    


    
      	
        I-C

      

      	
        I-D

      

      	
        00

      

      	
        II-C

      

      	
        II-D

      
    


    
      	
        I-E

      

      	
        I-F

      

      	
        00

      

      	
        II-E

      

      	
        II-F

      
    

  


  Ein Programm zur Lösung von Bongard-Problemen hätte verschiedene Phasen, in denen die Rohdaten allmählich in Beschreibungen überführt werden. Die ersten Phasen sind verhältnismäßig unflexibel, und die späteren werden allmählich flexibler. Die späteren Phasen besitzen eine Eigenschaft, die ich Tentativität nenne, und das bedeutet einfach, daß die Art, wie ein Bild repräsentiert wird, immer nur ein Versuch („tentativ“) ist. Eine Beschreibung auf hoher Stufe läßt sich neu strukturieren, indem man alle Mittel der späteren Phase einsetzt. Auch die nachstehend vorgelegten Ideen haben etwas Tentatives an sich. Ich werde versuchen, den Leser zuerst mit den allgemeinen Ideen bekannt zu machen und über gewichtige Schwierigkeiten hinwegzugehen. Dann kehre ich noch einmal zum Anfang zurück und versuche, Feinheiten und Tricks zu erklären. So werden sich wohl auch die Vorstellungen des Lesers davon, wie das alles funktioniert, im Verlauf der Lektüre ändern. Das ist aber ganz im Geist unserer Diskussion.


  Vorverarbeitung definiert ein Mini-Vokabular


  Nehmen wir also an, wir hätten ein zu lösendes Bongard-Problem. Das Problem wird einer Fernsehkamera vorgelegt und die Rohdaten eingelesen. Dann werden die Rohdaten vorverarbeitet. Das heißt, daß gewisse charakteristische Eigenschaften entdeckt werden. Die Namen dieser Eigenschaften bilden ein „Mini-Vokabular“ für das Problem; sie werden einem allgemeinen „Vokabular von charakteristischen Eigenschaften“ entnommen. Einige Ausdrücke dieses Vokabulars sind:


  Gerade, Kurve, waagrecht, senkrecht, schwarz, weiß, groß, klein, spitz, rund, ...


  In einer zweiten Phase der Vorverarbeitung macht man von einer gewissen Kenntnis elementarer Formen Gebrauch, und wenn man solche findet, werden auch ihre Namen verfügbar gemacht. Ausdrücke wie


  Dreieck, Kreis, Quadrat, Einkerbung, Ausstülpung, rechter Winkel, Scheitelpunkt, Spitze, Pfeil, ...


  können gewählt werden. Das ist grob gesagt auch der Punkt, an dem im Menschen das Bewußtsein und das Unbewußte sich treffen. Unsere Diskussion befaßt sich vor allem mit der Beschreibung dessen, was von nun an geschieht.


  Beschreibungen hoher Stufe


  Nachdem nun das Bild bis zu einem gewissen Grad in geläufigen Vorstellungen „verstanden“ wird, wird sich etwas umgeschaut. Tentative Beschreibungen von einem oder mehreren der zwölf Kästchen werden angefertigt. In der Regel werden dazu einfache Deskriptoren verwendet wie


  über, unter, rechts von, links von, innen, außen, nahe bei, weit weg von, parallel zu, senkrecht zu, in einer Reihe, verstreut, mit regelmäßigen Abständen, mit unregelmäßigen Abständen usw.


  Auch können definite und indefinite numerische Deskriptoren verwendet werden:


  1, 2, 3, 4, 5, ..., viel, wenige usw.


  Komplizierte Deskriptoren lassen sich aufbauen, wie etwa:


  weiter rechts von, weniger nahe bei, beinahe parallel zu usw.


  So könnte ein typisches Kästchen — sagen wir I-F von BP 47 (Abb. 120) auf verschiedene Weise beschrieben werden; nämlich als


  drei Formen

  oder
drei weiße Formen

  oder
ein Kreis rechts außen

  oder
zwei Dreiecke und ein Kreis

  oder
zwei nach oben weisende Dreiecke

  oder
eine große Form und zwei kleine Formen

  oder
eine von Kurven begrenzte Form und zwei gerade Formen

  oder
die gleiche Art Form innerhalb und außerhalb eines Kreises.


  Jede dieser Beschreibungen sieht das Kästchen durch einen „Filter“. Ohne Kontext könnte jede von ihnen eine nützliche Beschreibung sein. Wie sich jedoch zeigt, sind alle im Kontext ihres jeweiligen Bongard-Problems „falsch“. In anderen Worten: Wenn jemand den Unterschied zwischen den Klassen I und II in BP 47 kennt und ihm eine der obigen Zeilen vorgelegt wird als Beschreibung eines Bildes, das er nicht sieht, würde diese Information ihm nicht sagen, zu welcher Klasse die Zeichnung gehört. Die bestimmende Eigenschaft dieses Kästchens in seinem Kontext ist, daß es


  ein einem Kreis eingeschriebenes Dreieck
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  Abb. 120. BP 47


  enthält. Man beachte, daß jemand beim Hören einer solchen Beschreibung zwar nicht imstande wäre, die Originalzeichnung zu rekonstruieren, wohl aber Zeichnungen erkennen würde, die diese Eigenschaft aufweisen. Es verhält sich ähnlich wie beim Stil in der Musik: Es kann jemand ein Werk von Mozart unfehlbar erkennen und doch zugleich unfähig sein, etwas zu komponieren, von dem man glauben könnte, es sei von Mozart.


  Betrachten wir nun Kästchen I-D in BP 91 (Abb. 121). Eine überladene, aber richtige Beschreibung im Kontext von BP 91 ist


  ein Kreis mit drei rechteckigen Einbuchtungen.


  Man beachte die Differenziertheit einer solchen Beschreibung, in der das Wort mit als Einschränkung fungiert und andeutet, daß der Kreis in Wirklichkeit gar keiner ist: es ist beinahe ein Kreis, ausgenommen daß ...
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  Abb. 121. BP 91.


  Ferner sind die Einbuchtungen nicht vollständige Rechtecke. Sowie wir die Sprache zur Beschreibung von Dingen gebrauchen, haben wir viel Spielraum. Offensichtlich wurde viel Information weggeworfen und noch mehr könnte weggeworfen werden. Es ist sehr schwierig, von vornherein zu wissen, was klugerweise weggeworfen werden kann und was beibehalten werden soll. So muß eben eine Methode für das Auffinden eines intelligenten Kompromisses codiert werden, und das auf heuristische Weise. Natürlich bleibt immer der Rückgriff auf niedrigere Beschreibungsstufen (d. h. weniger geballte Beschreibungen), wenn ausgeschiedene Information wiedergewonnen werden muß, genau wie man selbst Immer wieder das Rätsel betrachten kann, um damit seine Ideen darüber neu zu strukturieren. Der Trick besteht also darin, explizite Regeln zu entwerfen, die sagen,


  wie tentative Beschreibungen jedes Kästchens angefertigt werden können, sie mit den tentativen Beschreibungen für andere Kästchen beider Klassen verglichen werden können, die Beschreibungen neu strukturiert werden können, durch
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  dieser Vorgang wiederholt werden kann, bis herausgefunden wird, wodurch sich die beiden Klassen unterscheiden.


  Schablonen und Gleichheitsentdecker


  Eine gute Strategie wäre, zu versuchen, Beschreibungen einander strukturell ähnlich zu machen, soweit das möglich ist. Jede Struktur, die beiden gemeinsam ist, macht den Vergleich nur um so leichter. Zwei wichtige Elemente dieser Theorie beschäftigen sich mit dieser Strategie. Das eine ist die Idee von Beschreibungs-Schemata oder Schablonen, das andere ist die Idee von Ede einem Entdecker der Gleichheit.


  Zuerst Ede. Ede ist ein Spezialagent, den es auf allen Programmebenen gibt. (Natürlich kann es auch verschiedene Arten von Edes auf verschiedenen Ebenen geben.) Ede rennt fortwährend innerhalb von individuellen Beschreibungen und innerhalb von verschiedenen Beschreibungen herum und sucht nach Deskriptoren oder anderen Dingen, die sich wiederholen. Wenn eine gewisse Gleichheit entdeckt ist, können verschiedene Operationen zur Neustrukturierung ausgelöst werden  entweder auf der Stufe der Einzelbeschreibungen oder der von verschiedenen gleichzeitigen Beschreibungen.


  Nun zu Schablonen. Das erste, was nach der Vorverarbeitung geschieht, ist der Versuch, eine Schablone oder ein Beschreibungsschema herzustellen, einen einheitlichen Raster für die Beschreibung aller Kästchen eines Problems. Der daher liegende Gedanke ist der, daß eine Beschreibung oft auf natürliche Weise in Unterbeschreibungen aufgespalten werden kann, und diese, wenn nötig, in Unter-Unterbeschreibungen. Den Boden erreicht man, wenn man bei den primitiven Konzepten ankommt, die der Stufe der Vorverarbeitung angehören. Nun ist es wichtig, beim Aufspalten von Beschreibungen den Weg zu wählen, der das allen Kästchen gemeinsame wiedergibt, sonst führt man eine überflüssige und bedeutungsleere Pseudo-Ordnung in die Welt ein.


  Welche Information bildet die Grundlage der Schablone? Am besten schauen wir uns ein Beispiel an: BP 49 (Abb. 122). Die Vorverarbeitung ergibt die Information, daß jedes Kästchen mehrere kleine o's enthält sowie eine große geschlossene Kurve. Das ist eine wertvolle Beobachtung und verdient, in die Schablone einzugehen. So wäre ein erster Versuch:


  große geschlossene Kurve: _________


  kleine o's: ________
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  Abb. 122. BP 49.


  Es ist ganz einfach: die Beschreibungsschablone hat zwei explizite Schlitze, in welche die Unterbeschreibungen geschoben werden können.


  Ein heterarchisches Programm


  Nun geschieht etwas Interessantes, ausgelöst durch den Ausdruck geschlossene Kurve. Einer der wichtigsten Module im Programm ist eine Art semantisches Netzwerk  das Begriffsnetz in dem alle bekannten Substantive, Adjektive usw. auf eine Weise miteinander verbunden sind, die ihre Beziehungen angeben. Zum Beispiel ist geschlossene Kurve eng mit den Ausdrücken innerhalb und außerhalb verbunden. Das Begriffsnetz ist randvoll mit Informationen über Beziehungen zwischen den einzelnen Ausdrücken, z. B. was das Gegenteil von was ist, was einander ähnlich ist, was oft womit zusammen auftritt usw. Einen kleinen Teil dieses gleich zu erklärenden Begriffsnetzes zeigt Abb. 123. Aber verfolgen wir nun, was in Problem 49 geschieht.


  Die Begriffe innerhalb und außerhalb werden wegen ihrer Nähe zu geschlossene Kurve im Netz aktiviert. Dies bringt den Schablonen-Erzeuger darauf, daß es eine gute Idee wäre, verschiedene Schlitze für innerhalb und außerhalb der Kurve anzulegen. Im Sinne der Tentativität wird so die Schablone wie folgt neu strukturiert:


  große geschlossene Kurve: ________


  kleine o's innerhalb: ________


  kleine o's außerhalb: ________


  Wenn man nun nach Unterbeschreibungen sucht, werden die Ausdrücke innerhalb und außerhalb Prozeduren dazu bringen, jene besonderen Teile des Kästchens zu untersuchen. Was sich in BP 49, Kästchen I-A findet, ist:


  große geschlossene Kurve: Kreis


  kleine o's innerhalb: drei


  kleine o's außerhalb: drei


  Und eine Beschreibung von Kästchen II-A des gleichen BP könnte sein:


  große geschlossene Kurve: Zigarre


  kleine o's innerhalb: drei


  kleine o's außerhalb: drei


  Nun findet Ede, ständig parallel zu anderen Prozessen aktiv, den Begriff drei in allen Schlitzen, die mit o's zu tun haben, und das ist ein starker Grund, einen zweiten Neustrukturierungsprozeß für die Schablone vorzunehmen. Man beachte, daß die erste vom Begriffsnetz vorgeschlagen wurde, die zweite von Ede. Unsere Schablone für Problem 49 wird nun:


  große geschlossene Kurve: ________


  drei kleine o's innerhalb: ________


  drei kleine o's außerhalb: ________


  Da nunmehr drei eine Allgemeinheitsstufe hinaufgerückt ist, nämlich in die Schablone, lohnt es sich, die Nachbarn im Begriffsnetz zu untersuchen. Einer davon ist Dreieck, was nahelegt, daß im Dreieck angeordnete o's wichtig sein könnten. Das führt uns freilich in eine Sackgasse  wie aber kann man das im voraus wissen? Es ist eine typische Sackgasse, wie sie ein menschliches Wesen erforschen würde, also ist es gut, wenn auch unser Programm sie findet. Für das Kästchen II-E könnte eine Beschreibung wie die folgende angefertigt werden:


  große geschlossene Kurve: Kreis


  drei kleine o's innerhalb: gleichseitiges Dreieck


  drei kleine o's außerhalb: gleichseitiges Dreieck


  Natürlich ist eine riesige Menge von Information betreffend Größe, Position und Orientierung der Dreiecke und vieles anderes weggeworfen worden. Das aber ist gerade der springende Punkt, wenn man Beschreibungen macht, anstatt einfach die Rohdaten zu verwenden. Es ist derselbe Gedanke wie beim Trichtern, den wir in Kapitel XI besprochen haben.
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  Abb. 123. Ein kleiner Ausschnitt eines Begriffsnetzwerks für ein Programm zur Lösung von Bongard-Problemen. Knoten sind durch Bindungen miteinander verbunden, die ihrerseits miteinander verbunden werden können. Betrachtet man eine Strecke als ein Verbum und die Knoten, die sie verbindet, als Subjekte und Objekte, kann man einige deutsche Sätze aus dem Diagramm herausziehen.


  Das Begriffs-Netzwerk


  Wir brauchen nicht die ganze Lösung von Problem 49 durchzugehen; was wir hier beschrieben haben, genügt, um die ständige Hin-und-Her-Aktion der einzelnen Beschreibungen, Schablonen, des Gleichheitsentdeckers Ede und des Begriffsnetzwerks zu zeigen. Wir müssen nunmehr das Begriffsnetzwerk und seine Funktionen etwas näher betrachten. Ein in der Zeichnung gezeigter vereinfachter Teil codiert die folgenden Vorstellungen:


  Hoch und niedrig sind entgegengesetzt.


  Hinauf und hinunter sind entgegengesetzt.


  Hoch und hinauf sind ähnlich.


  Niedrig und hinunter sind ähnlich.


  Rechts und links sind entgegengesetzt.


  Die Unterscheidung rechtslinks ist ähnlich der Unterscheidung hochtief.


  Entgegengesetzt und ähnlich sind entgegengesetzt.


  Man beachte, daß über alles in diesem Netz  sowohl Knoten wie Verbindungen  gesprochen werden kann. In diesem Sinn steht nichts auf einer höheren Stufe als der Rest. Wir zeigen noch einen anderen Teil des Netzes; er codiert die folgenden Vorstellungen:


  Ein Quadrat ist ein Polygon.


  Ein Dreieck ist ein Polygon.


  Ein Polygon ist eine geschlossene Kurve.


  Der Unterschied zwischen einem Dreieck und einem Quadrat besteht darin, daß das eine 3 Seiten und das andere 4 besitzt.


  4 ist 3 ähnlich.


  Ein Kreis ist eine geschlossene Kurve.


  Eine geschlossene Kurve hat ein innerhalb und ein außerhalb.


  Innerhalb und außerhalb sind Gegensätze.
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  Abb. 124. BP 33.


  Das Begriffs-Netzwerk ist notwendigerweise von gewaltiger Größe. Es speichert das Wissen anscheinend nur statisch oder deklarativ, aber das ist nur die eine Hälfte der Geschichte. Tatsächlich hat dieses Wissen auch prozedurale Aspekte, kraft der Tatsache sacke, daß einander benachbarte Punkte als Führer oder als „Programmierer“ in diesem Programm dienen, die dem Hauptprogramm sagen, wie es sein Verständnis der Zeichnungen in den Kästchen entwickeln kann.


  Zum Beispiel kann ein erster Einfall sich als falsch erweisen und dennoch den Keim einer richtigen Antwort in sich tragen. In BP 33 (Abb. 124) könnte man zunächst einmal auf die Idee verfallen, daß Kästchen der Klasse I „spitze“ Formen enthalten, Klasse II jedoch „glatte“. Bei näherer Prüfung erweist sich das als falsch. Immerhin liegt hier eine lohnende Einsicht vor, und man kann versuchen, sie weiterzuverfolgen, indem man im Begriffsnetz ausgeht von „spitz“. Es steht dem Begriff „spitzwinklig“ nahe, und genau das ist das Unterscheidungsmerkmal der Klasse I. So ist eine der Hauptfunktionen des Begriffsnetzes, anfänglich falsche Vorstellungen leicht zu modifizieren, in Varianten zu rutschen, die vielleicht richtig sind.


  Verrutschen und Tentativität


  Eng verflochten mit der Vorstellung vom „Rutschen“ zwischen eng verwandten Ausdrücken ist die, ein gegebenes Objekt als Variante eines anderen Objekts zu sehen. Ein sehr gutes Beispiel wurde bereits erwähnt — das eines „Kreises mit drei Einbuchtungen“, wo genaugenommen überhaupt kein Kreis vorliegt. Man muß in der Lage sein, Begriffe zu verbiegen, wenn dies angebracht ist. Nichts sollte absolut starr sein. Andererseits sollten die Dinge aber auch nicht so verwaschen werden, daß überhaupt nichts mehr einen Sinn hat. Der Trick ist der, zu wissen, wann und wie man von einem Begriff zu einem anderen rutschen sollte.


  Ein äußerst interessantes Beispiel, in dem das Hinüberrutschen von einer Beschreibung zu einer anderen die Crux ist, geben die Bongard-Probleme 85 bis 87 (Abb. 125). BP 85 ist eher trivial. Nehmen wir an, daß unser Programm in seinem Vorverarbeitungsstadium „Gerade“ identifiziert. Es ist verhältnismäßig einfach, daß das Programm dann die Geraden zählt und so auf den Unterschied zwischen Klasse I und Klasse II in BP 85 kommt. Nun gehen wir weiter zu BP 86. Ein allgemeiner heuristischer Grundsatz ist der, frühere Ideen, die sich als funktionsfähig erwiesen haben, auszuprobieren. Erfolgreiche Wiederholung früherer Methoden ist in der wirklichen Welt sehr häufig, und Bongard versucht nicht, die Heuristik in seiner Sammlung zu umgehen; glücklicherweise verstärkt er sie. Wir stürzen uns also mitten ins Problem 86 mit zwei Ideen („zählen“ und „Gerade“), die zu einer verschmolzen sind: „Geraden zählen“. Es gibt sich aber so, daß der Trick von BP 86 der ist, Geradenzüge anstatt Geradensegmente zu zählen, wobei „Geradenzug“ eine Kette von einer (oder mehreren) Geraden bedeutet. Eine Möglichkeit, wie das Programm das ausfindig machen könnte, bestünde, wenn die Begriffe „Geradenzug“ und „Gerade“ beide bekannt und im Begriffsnetz nahe beieinander liegen. Eine andere Methode liegt vor, wenn das Programm den Begriff des Geradenzugs erfinden kann — eine heikle Angelegenheit, um es vorsichtig auszudrücken.
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  Abb. 125. BP 85-87


  Dann kommt BP 87, das weiter mit dem Begriff der Geraden spielt. Wann besteht eine Gerade aus drei Geradensegmenten? (Siehe Kästchen II-A.) Das Programm muß hinlänglich flexibel sein, daß es zwischen verschiedenen Repräsentierungen für einen bestimmten Teil der Zeichnung hin- und hergehen kann. Man tut gut daran, die alte Repräsentierung zu speichern, anstatt sie zu vergessen und rekonstruieren zu müssen, denn eine Garantie, daß eine neuere Repräsentierung besser ist als eine ältere, gibt es nicht. So sollten zusammen mit jeder alten Repräsentierung einige der Gründe gespeichert werden, weswegen man sie mag oder nicht mag. (Das klingt allmählich reichlich kompliziert, nicht wahr?)


  Meta-Beschreibungen


  Wir kommen nun zu einem anderen, sehr wichtigen Teil des Erkennungsprozesses, und der hat mit Abstraktionsstufen und Meta-Beschreibungen zu tun. Schauen wir uns zu diesem Zweck noch einmal BP 91 (Abb. 121) an. Was für eine Schablone ließe sich hier konstruieren? Da gibt es eine solche Fülle von Möglichkeiten, daß die Entscheidung schwer fällt, wo man ansetzen will. Aber diese Tatsache selbst ist ein Fingerzeig. Sie besagt nämlich, daß der Klassenunterschied höchstwahrscheinlich auf einer höheren Abstraktionsstufe liegt als der der geometrischen Beschreibung. Diese Beobachtung gibt dem Programm das Stichwort, daß es Beschreibungen von Beschreibungen konstruieren sollte, also Meta-Beschreibungen. Vielleicht findet sich ein gemeinsames Merkmal auf dieser zweiten Stufe, und wenn wir Glück haben, werden wir genügend Gemeinsamkeiten entdecken, die uns zu einer Formulierung einer Schablone für die Meta-Beschreibung führen. So gehen wir also ohne Schablone vorwärts ins Ungewisse und stellen Beschreibungen für verschiedene Kästchen her, und wenn dann diese Beschreibungen gemacht sind, beschreiben wir sie. Was für Schlitze wird unsere Schablone für Meta-Beschreibungen aufweisen? Unter anderen vielleicht diese:


  verwendete Begriffe: ________


  wiederkehrende Begriffe: ________


  Namen der Schlitze: ________


  verwendete Filter: ________


  Es gibt viele andere Arten von Schlitzen, die für Meta-Beschreibungen nötig sein könnten, aber das ist ein Beispiel. Nehmen wir nun an, wir hätten Kästchen I-E von BP 91 beschrieben. Seine (schablonenlose) Beschreibung könnte so aussehen:


  Waagrechte Gerade


  Senkrechte Gerade, die auf der waagrechten Geraden sitzt


  Senkrechte Gerade, die auf der waagrechten Geraden sitzt


  Senkrechte Gerade, die auf der waagrechten Geraden sitzt


  Natürlich wurde viel Information weggeworfen: die Tatsache, daß die drei senkrechten Geraden gleich lang und gleich weit voneinander entfernt sind usw. Es leuchtet jedoch ein, daß die obige Beschreibung vorgenommen würde. Die Meta-Beschreibung könnte so aussehen:


  verwendete Begriffe: senkrecht—waagrecht, Gerade, sitzt auf


  Wiederholungen in den Beschreibungen: 3 Stück von „senkrechte Gerade, die auf der waagrechten Geraden sitzt“


  Name der Schlitze: ________


  verwendete Filter: ________


  Nicht alle Schlitze der Meta-Beschreibung brauchen ausgefüllt zu werden; Information kann auf dieser Stufe genauso weggeworfen werden wie auf der „einfachen Beschreibungsstufe“.


  Wenn wir uns nun eine Beschreibung anderer Kästchen der Klasse I anfertigten und dann eine Meta-Beschreibung davon, würden wir schließlich damit enden, daß wir den Schlitz „Wiederholungen in der Beschreibung“ jedesmal mit der Wendung „3 Stück von ...“ gefüllt finden würden. Dem Gleichheitsentdecker fiele das auf, und er würde Dreiheit als die herausragende Eigenschaft der Kästchen von Klasse I aufgreifen, und zwar auf einem ziemlich hohen Abstraktionsniveau. Auf ähnliche Weise würde die Vierheit als Kennzeichen der Klasse II auf dem Weg der Meta-Beschreibung erkannt.


  Wichtig ist Flexibilität


  Nun könnte man hier einwenden, daß der Rückgriff auf die Methode der Meta-Beschreibungen so wirkt, als schieße man mit Kanonen auf Spatzen, denn die Dreiheit im Gegensatz zur Vierheit hätte gerade so gut auf der tieferen Stufe auftreten können, hätten wir unsere Beschreibung etwas anders konstruiert. Ja, stimmt — aber es ist wichtig, die Möglichkeit zu haben, dieses Problem entlang verschiedener Wege zu lösen. Das Programm sollte eine große Menge Flexibilität enthalten. Man sollte es nicht verwerfen, wenn es einige Zeit, malaphorisch gesprochen, in einer Sackgasse verweilt. (Der amüsante Ausdruck „Malaphor“ wurde von dem Kolumnisten Lawrence Harrison geprägt; er stellt eine Kreuzung aus Malapropismus und Metapher dar. Ein gutes Beispiel für „rekombinante Ideen“.) Wie dem auch sei, ich wollte den allgemeinen Grundsatz illustrieren, der da lautet: Wenn es schwierig ist, eine Schablone zu konstruieren, weil der Vorbearbeiter eine zu große Vielfalt vorfindet, wäre das als Hinweis darauf zu verstehen, daß Begriffe auf einer höheren Abstraktionsstufe ins Spiel kommen, als der Vorbearbeiter kennt.


  Fokus und Filter


  Wir kommen nun zu einer anderen Frage: wie man Information hinauswerfen kann. Das hat mit zwei verwandten Begriffen zu tun, die ich „fokussieren“ und „filtern“ nenne. Fokussierung bedeutet eine Beschreibung herstellen, deren Fokus — Brennpunkt — ein gewisser Teil der Zeichnung im Kästchen ist, wobei alles andere ausgeblendet bleibt. Filtern bedeutet eine Beschreibung herstellen, die sich darauf konzentriert, den Inhalt des Kästchens von einem besonderen Gesichtspunkt aus zu betrachten und bewußt alle anderen Aspekte unbeachtet zu lassen. Die beiden Begriffe sind also komplementär; Fokussierung hat mit Objekten zu tun (grob gesprochen: Substantiven) und Filtern mit Begriffen (grob gesprochen: Adjektiven). Als Beispiel für die Fokussierung nehmen wir BP 55 (Abb. 126). Hier fokussieren wir auf die Einbuchtung sowie den kleinen danebenliegenden Kreis und schließen alles andere aus. BP 22 (Abb. 127) zeigt ein Beispiel für Filtern. Hier müssen wir jeden Begriff mit Ausnahme der Größe wegfiltern. Eine Kombination von Fokussieren und Filtern ist zur Lösung von BP 58 (Abb. 128) notwendig.


  Eine der wichtigsten Methoden, um auf Ideen für das Fokussieren und Filtern zu kommen, besteht in einer anderen Art von „Fokussieren“: nämlich die Prüfung eines
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  Abb. 126. BP 55.
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  Abb. 127. BP 22.


  einzelnen, besonders einfachen Kästchens  sagen wir, eins mit so wenig Objekten wie möglich. Es kann überaus nützlich sein, die kargsten Kästchen der beiden Klassen miteinander zu vergleichen. Wie aber kann man feststellen, welche Kästchen karg sind, solange man keine Beschreibung von ihnen besitzt? Nun, eine Methode, Kargheit zu entdecken ist die, nach einem Kästchen zu suchen, bei dem der Vorbearbeiter ein Minimum von Eigenschaften geliefert hat. Man kann das ganz früh tun, denn es bedarf dazu keiner bereits bestehenden Schablonen; es kann sogar eine taugliche Methode sein, um Eigenschaften aufzuspüren, aus denen sich eine Schablone aufbauen läßt. BP 61 (Abb. 129) ist ein Beispiel, wo dieses Vorgehen rasch zu einer Lösung führen könnte.
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  Abb. 128. BP 58.
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  Abb. 129. BP 61.


  Wissenschaft und die Welt der Bongard-Probleme


  Man kann sich die Welt der Bongard-Probleme als einen winzigen Ort vorstellen, an dem wissenschaftlich gearbeitet wird, d. h. dessen Zweck der ist, Muster in der Welt wahrzunehmen. Bei der Suche nach Mustern werden Schablonen hergestellt, wieder auseinandergenommen, wieder zusammengesetzt; Schlitze werden von einem Verallgemeinerungsniveau zu einem anderen verschoben; es wird gefiltert und fokussiert usw. Auf allen Komplexitätsstufen werden Entdeckungen gemacht. Die Kuhnsche Theorie, nach der gewisse seltene Ereignisse, die man Paradigma-Verschiebung nennt, den Unterschied zwischen normaler Wissenschaft und begrifflichen Revolutionen markiere, greift anscheinend nicht, denn wir können Paradigma-Verschiebungen fortwährend im ganzen System beobachten. Das Fließende der Beschreibungen sorgt dafür, daß Paradigma-Verschiebungen überall stattfinden werden.


  Natürlich sind gewisse Entdeckungen revolutionärer als andere, weil sie weiterreichende Auswirkungen haben. Zum Beispiel kann man die Entdeckung machen, daß die Probleme 70 und 71 (Abb. 130) das gleiche Problem sind, wenn man sie von
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  Abb. 130. BP 70 - 71.


  einer hinlänglich abstrakten Stufe aus betrachtet. Die entscheidende Beobachtung ist die, daß bei beiden eine Verschachtelung der Tiefenstufe 2 gegenüber der Tiefenstufe 1 auftritt. Das ist eine neue Entdeckungsebene für Bongard-Probleme. Es gibt sogar eine noch höhere Ebene, die die Sammlung als Ganzes betrifft. Wenn jemand sie noch nie gesehen hat, kann es für ihn ein gutes Rätsel sein, herauszufinden, worum es sich denn eigentlich handelt. Das herauszufinden ist eine revolutionäre Erkenntnis, aber es muß betont werden, daß die Denkmechanismen, die eine solche Entdeckung ermöglichen, sich in nichts von denen unterscheiden, die bei der Lösung eines einzelnen Bongard-Problems Verwendung finden.


  In gleicher Weise spaltet sich die Wissenschaft in Wirklichkeit nicht in „normale“ Perioden und „begriffliche Revolutionen"; Paradigmaverschiebungen sind vielmehr überall anzutreffen, es gibt einfach größere und kleinere Verschiebungen auf verschiedenen Stufen. Die rekursiven Kurven von TNT und Gplot (Abb. 32 und 34) liefern ein geometrisches Modell für diese Vorstellung; sie haben die gleiche Struktur voller diskontinuierlicher Sprünge auf jeder, nicht nur der obersten Stufe — nur: je tiefer die Stufe, desto kleiner die Sprünge.


  Verbindung zu anderen Denkweisen


  Um dieses ganze Programm irgendwie in einen Zusammenhang zu bringen, möchte ich zwei Arten vorschlagen, auf die es mit anderen kognitiven Aspekten verwandt ist. Nicht nur hängt es von anderen Aspekten der Kognition ab, sondern sie hängen auch wieder von ihm ab. Zunächst will ich diese Abhängigkeit zeigen. Die Intuition, die es braucht, um zu wissen, wann es sinnvoll ist, Unterscheidungen zu verwischen, neue Beschreibungen zu versuchen, zurückzugehen, die Niveaus zu ändern usw. ist etwas, das man sich vermutlich erst mit viel Erfahrung im Denken überhaupt aneignet. Es wäre also sehr schwierig, heuristische Methoden für diesen entscheidenden Aspekt des Programms zu definieren. Manchmal hat die Erfahrung, die man mit wirklichen Gegenständen in der Welt gemacht hat, einen sehr subtilen Einfluß auf die Beschreibung des Kästchens. Wer vermag z. B. zu sagen, wie weit die Vertrautheit mit wirklichen Bäumen einem bei der Lösung von BP 70 behilflich sein kann. Es ist sehr zweifelhaft, ob das Teilnetz der Begriffe sich beim Menschen ohne weiteres vom Gesamtnetz trennen läßt. Viel wahrscheinlicher ist es, daß die Intuition, die auf meinem Sehen und Handhaben von wirklichen Objekten — Kämmen, Zügen, Ketten, Klötzchen, Briefen, Gummibändern usw. usw. beruht, eine nicht wahrnehmbare, aber wichtige Führungsrolle bei der Lösung dieser Rätsel spielt.


  Umgekehrt steht fest, daß das Verständnis von Situationen in der wirklichen Welt sehr stark von visuellen Vorstellungen und räumlicher Intuition abhängt, so daß es der allgemeinen Effizienz der Denkprozesse nur förderlich sein kann, wenn man eine leistungsfähige und flexible Methode besitzt, Muster wie diese Bongard-Muster zu repräsentieren.


  Mir scheint, daß Bongards Probleme mit großer Sorgfalt ausgearbeitet wurden und ihnen eine Qualität der Universalität in dem Sinn zu eigen ist, daß jedes eine einzige richtige Antwort besitzt. Natürlich könnte man hier einwenden, daß das, was wir „richtig“ nennen, letzten Endes damit zusammenhängt, daß wir Menschen sind, und Wesen in einem anderen Sternensystem könnten völlig anderer Ansicht sein. Ich habe zwar keine konkreten Beweise, aber dennoch einen gewissen Glauben, daß Bongards Probleme auf einem Sinn für das Einfache beruhen, der sich nicht auf die Bewohner unserer Erde beschränkt. Meine frühere Äußerung, daß es vermutlich wichtig sei, mit solchen sicherlich auf die Erde beschränkten Gegenständen wie Kämmen, Zügen, Gummibändern usw. vertraut zu sein, kollidiert nicht mit der Vorstellung, daß unser Sinn für das Einfache universal ist, denn wichtig ist nicht irgendeines dieser Einzelobjekte, sondern die Tatsache, daß sie, zusammengenommen, einen großen Raum überspannen. Es ist wahrscheinlich, daß jede andere Zivilisation ein riesiges Repertoire von Artefakten, natürlichen Gegenständen und verschiedenartigen Erfahrungen besitzt, aus denen sie genau wie wir schöpft. Ich glaube somit, daß die Fähigkeit, Bongard-Probleme zu lösen, sehr nahe am Kern der „reinen“ Intelligenz liegt, wenn es überhaupt so etwas gibt. Deshalb ist hier ein guter Ausgangspunkt, wenn wir die Fähigkeit erforschen wollen, „innere Bedeutung“ in Mustern oder Botschaften zu sehen. Leider haben wir nur eine kleine Auswahl dieser äußerst anregenden Sammlung reproduziert. Ich hoffe, daß viele Leser die ganze Sammlung kennenlernen, die sich in Bongards Buch findet.


  Einige der Probleme beim visuellen Erkennen von Mustern, die wir Menschen anscheinend vollständig in unser Unterbewußtsein gedrückt haben, sind ganz erstaunlich. Dazu gehören:


  Erkennen von Gesichtern (Invarianz von Gesichtern bei Veränderung durch Alter, Ausdruck, Beleuchtung und Entfernung, Blickwinkel usw.);


  Erkennen von Wanderpfaden in Wäldern und Gebirgen — irgendwie hat mich das immer als eine unserer subtilsten Leistungen beim Muster-Erkennen beeindruckt — und doch können auch Tiere es tun;


  Lesen eines Textes, ohne zu zögern, in Hunderten, wenn nicht Tausenden von verschiedenen Schriftarten.


  Botschaften übermittelnde Sprachen, Rahmen und Symbole


  Eine Möglichkeit, die Komplexität des Muster-Erkennens und andere Herausforderungen von AI-Programmen zu handhaben, bietet Carl Hewitts sogenannter „actor"-Formalismus (ähnlich der Sprache „Smalltalk“, die von Alan Kay und anderen entwickelt wurde), bei dem ein Programm als eine Anzahl interagierender Akteure geschrieben wird, die einander komplizierte Botschaften hin und her übermitteln können. In einem gewissen Sinn ähnelt das einer heterarchischen Sammlung von Prozeduren, die einander aufrufen können. Der Hauptunterschied liegt darin, daß Prozeduren im allgemeinen nur eine kleine Menge von Parametern hin- und herschieben, während die von Akteuren ausgetauschten Botschaften von beliebiger Länge und Komplexität sein können.


  Akteure, die Botschaften austauschen können, werden zu einigermaßen autonomen Einheiten — ähneln sogar autonomen Computern, deren Botschaften beinahe wie Programme sind. Jeder Akteur kann seine eigene, für ihn bezeichnende Methode der Interpretation beliebiger Botschaften besitzen; so hängt also die Bedeutung einer Botschaft von dem Akteur ab, der sie auffängt. Das kommt daher, daß der Akteur in sich ein Stück des Programms hat, das Botschaften interpretiert: es kann also so viele Interpreter geben wie Akteure vorhanden sind. Natürlich kann es viele Akteure mit identischen Interpretern geben, und das könnte sogar ein großer Vorteil sein, genauso wie es äußerst wichtig ist, daß in einer Zelle eine Menge von identischen Ribosomen durch das Zytoplasma fließt, die alle eine Botschaft — in diesem Falle mRNS — in gleicher Weise interpretieren.


  Es ist interessant, darüber nachzudenken, wie man den Begriff des Rahmens mit dem des Akteurs verschmelzen kann. Nennen wir einen Rahmen, der fähig ist, komplexe Botschaften zu erzeugen und zu interpretieren, ein Symbol:


  Rahmen + Akteur = Symbol


  Wir sind nun an dem Punkt angekommen, an dem wir darüber sprechen, wie man diese schwer zu fassenden aktiven Symbole von Kapitel XI und XII implementieren kann. In diesem Kapitel wird nunmehr „Symbol“ diese Bedeutung haben. Kommen Sie sich übrigens nicht zu dumm vor, wenn Sie nicht sofort erkennen, wie diese Synthese vorzunehmen ist. Es ist nicht klar, aber es ist sicherlich eine der verheißungsvollsten Richtungen von AI. Ferner ist es ziemlich sicher, daß sogar die beste Synthese dieser Begriffe im Endeffekt viel weniger mächtig sein wird als die tatsächlichen Symbole des menschlichen Geistes. In diesem Sinne ist es voreilig, die Synthese von Rahmen und Akteur „Symbol“ zu nennen, aber es ist eine optimistische Betrachtungsweise.


  Kehren wir zurück zu einigen Problemen, die bei der Weitergabe von Botschaften auftreten. Sollte jede Botschaft spezifisch auf ein Zielsymbol gerichtet werden, oder sollte sie in die große Leere hinausgeschleudert werden, fast so, wie mRNS in das Zytoplasma hinausgeworfen wird, um sein Ribosom zu finden? Wenn Botschaften ihren Bestimmungsort haben, dann muß jedes Symbol eine Adresse haben, und die Botschaften werden immer an diese Adresse geschickt werden. Andererseits könnte es für Botschaften auch eine zentrale Eingangsstelle geben, wo die Botschaft einfach wartet, bis sie von einem Symbol aufgenommen wird, das sie benötigt. Das ist eine Entsprechung zum Postwesen. Die beste Lösung ist wohl, daß man beide Arten von Botschaften zuläßt, und daß man auch Vorkehrungen für verschiedene Dringlichkeitsstufen trifft — der „Eilbote“ usw. Das ganze postalische System bildet eine reiche Quelle von Ideen zur Weitergabe von Botschaften, darunter solche Kuriositäten wie vom Absender selbst adressierte und frankierte Umschläge (Botschaften, deren Absender rasche Antworten wünschen), Paketpost (äußerst lange Botschaften, die nur auf einem sehr langsamen Wege befördert werden können) und andere. Das Telefonsystem gibt weitere Anregungen, wenn man die postalischen Möglichkeiten ausgeschöpft hat.


  Enzyme und Al


  Eine andere, reiche Quelle für Ideen zur Vermittlung von Botschaften — ja für Informationsverarbeitung überhaupt — ist natürlich die Zelle. Einige Dinge in der Zelle lassen sich gut mit Akteuren vergleichen, insbesondere die Enzyme. Jede aktive Stelle des Enzyms wirkt als ein Filter, der nur bestimmte Arten von Substraten (Botschaften) erkennt. So hat ein Enzym also tatsächlich eine „Adresse“. Dank seiner Tertiärstruktur ist das Enzym „programmiert“, gewisse Operationen an dieser „Botschaft“ vorzunehmen und sie dann wieder freizugeben. Wenn nun auf diese Weise eine Botschaft von einem Enzym zum nächsten auf chemischem Weg weitergeleitet wird, läßt sich viel erreichen. Wir haben bereits die komplizierten Rückkopplungsmechanismen beschrieben, die entweder durch Inhibition oder durch Repression in Zellen entstehen können. Diese Mechanismen zeigen, daß es komplizierte Kontrollen von Prozessen gibt, die sich aus der Art der Botschaft, die in der Zelle existiert, ergeben können.


  Eines der verblüffendsten Dinge ist, wie die Enzyme untätig herumsitzen und darauf warten, bis ein eintreffendes Substrat sie auslöst. Wenn das Substrat dann eintrifft, tritt das Enzym plötzlich in Aktion wie die Fliegenfalle einer fleischfressenden Pflanze. Diese Art von Programm ist in AI verwendet worden und trägt den Namen demon, „Dämon“. Wichtig ist hier die Vorstellung, daß man viele verschiedene „Arten“ von auslösbaren Unterprogrammen herumliegen hat, die einfach auf die Auslösung warten. In Zellen werden alle die komplexen Moleküle und Organellen aufgebaut, ein einfacher Schritt nach dem andern. Einige dieser neuen Strukturen sind oft selber Enzyme, die ihrerseits am Aufbau noch anderer Typen von Enzymen mitwirken usw. Solche rekursiven Kaskaden von Enzymen können auf das, was die Zelle tut, drastische Auswirkungen haben. Es wäre zu begrüßen, wenn die gleiche Art einfachen schrittweisen Aufbaus in AI, in die Konstruktion nützlicher Unterprogramme, aufgenommen werden könnte. Zum Beispiel hat Wiederholung die Eigenschaft, neue Schaltkreise in unsere geistige Hardware einzubrennen, so daß häufig wiederholtes Verhalten unter der Bewußtseinsschwelle codiert wird. Es wäre sehr nützlich, wenn es einen analogen Weg für die Synthese leistungsfähiger Teile eines Codes gäbe, die dieselbe Folge von Operationen ausführen wie etwas, was man auf einer höheren „Bewußtseinsstufe“ gelernt hat. Enzymkaskaden könnten ein Modell dafür liefern, wie das zu bewerkstelligen wäre. (Das Programm „HACKER“ von Gerald Sussman synthetisiert und „entwanzt“ (d. h. befreit von Fehlern) kleine Unterprogramme auf eine Weise, die der Enzymkaskade gar nicht so fernsteht.)


  Die Gleichheitsentdecker beim Bongard-Problem könnten als enzymähnliche Programme eingesetzt werden. Wie ein Enzym wandert ein Ede nach Lust und Laune umher und stößt hier und dort auf kleine Datenstrukturen. Nachdem er seine zwei „aktiven Stellen“ mit identischen Datenstrukturen aufgefüllt hat, würde der Ede eine Botschaft an andere Teile (Akteure) senden. Solange die Programme seriell sind, wäre es nicht eben sinnvoll, mehrere Exemplare von Ede zu haben, aber bei einem wirklich parallelen Computer wäre die Regulierung der Anzahl von Exemplaren eines Unterprogramms eine Möglichkeit, die vermutliche Wartezeit bis zum Abschluß einer Operation zu regulieren, genau wie die Regulierung der Anzahl von Exemplaren eines Enzyms in einer Zelle die Geschwindigkeit, mit der jene Funktion erbracht wird, reguliert. Und wenn neue Edes synthetisiert werden könnten, wäre das vergleichbar dem Durchsickern des Erkennens von Mustern in tiefere Schichten unseres Geistes.


  Fission und Fusion


  Zwei interessante und sich gegenseitig ergänzende Ideen, die sich auf die Wechselwirkung von Symbolen beziehen, sind „Fission“ und „Fusion“. Fission ist die allmähliche Entfernung eines neuen Symbols von dem Stammsymbol (das heißt von dem Symbol, das als Kopier-Schablone diente). Fusion ist das, was geschieht, wenn zwei (oder mehr) ursprünglich nicht verwandte Symbole an einer „gemeinsamen Aktivierung“ teilnehmen und die Botschaften so dicht gepackt hin und her schieben, daß sie allmählich zusammenwachsen. Danach kann die Kombination angesprochen werden, als handle es sich um ein einziges Symbol. Fission ist ein mehr oder weniger unvermeidlicher Prozeß, denn wenn einmal ein neues Symbol von einem alten „abgerieben“ worden ist, wird es autonom, und seine Wechselwirkungen mit der Außenwelt spiegeln sich in seiner privaten inneren Struktur; was aber als eine vollkommene Kopie begann, verliert allmählich immer mehr von seiner Ähnlichkeit mit dem Symbol, von dem es „abgerieben“ wurde. Etwas subtiler ist die Fusion. Wann werden zwei Begriffe wirklich zu einem? Gibt es einen präzisen Zeitpunkt, an dem eine Fusion stattfindet?


  Der Begriff der gemeinsamen Aktivierung öffnet eine Pandorabüchse von Fragen. Zum Beispiel, inwieweit hören wir „Hand“ und „Schuh“, wenn wir „Handschuh“ sagen? Hört ein Amerikaner, der an „doughnuts“ (Krapfen) denkt, „dough“ (Teig) und „nut“ (Nuß)? Wie steht es mit Chinesen, deren Wort „dōng-xi“ (Osten-Westen) „Ding“ bedeutet? Die Sache hat auch ihre politische Bedeutung, da es Leute gibt, die behaupten, daß Wörter wie „Mannschaft“ mit männlichen Untertönen besetzt sind. Das Ausmaß, in dem Teile innerhalb des Ganzen widerhallen, ändert sich von Mensch zu Mensch und je nach den Umständen.


  Das eigentliche Problem der „Fusion“ von Symbolen ist, daß es sehr schwierig ist, sich allgemeine Algorithmen vorzustellen, die aus kollidierenden Symbolen neue bedeutungstragende Symbole erschaffen. Ähnlich geht es mit zwei zusammenlaufenden DNS-Strängen. Wie nimmt man Teile von jedem und rekombiniert sie in einen sinnvollen und lebensfähigen neuen DNS-Strang, der ein Individuum derselben Art codiert? Oder einer neuen Art? Dafür, daß eine zufällige Kombination von DNS-Teilen etwas codieren wird, das überleben wird, sind die Chancen verschwindend gering etwa so groß wie die Chance, daß eine beliebige Kombination von Wörtern aus zwei Büchern ein drittes erzeugt. Die Chancen, daß rekombinantes DNS auf irgendeiner Ebene, ausgenommen der untersten, sinnvoll sein wird, ist verschwindend klein, eben weil es im DNS so viele Bedeutungsebenen gibt. Und das gleiche gilt für „rekombinante Symbole“.


  Epigenese des Krebs-Kanons


  Ich denke an meinen Dialog Krebs-Kanon als typisches Beispiel dafür, daß zwei Ideen in meinem Kopf zusammenstießen und sich auf neue Art miteinander verbanden, und plötzlich fiel mir eine neue Art von Verbalstruktur ein. Natürlich kann ich noch immer an musikalische Krebskanons und an verbale Dialoge getrennt denken; sie können noch immer unabhängig voneinander aktiviert werden; aber auch das fusionierte Symbol für krebskanonische Dialoge hat seine eigenen, charakteristischen Aktivierungsmodi. Um diese Vorstellung der Fusion oder „symbolischen Rekombination“ etwas detaillierter zu illustrieren, möchte ich die Entwicklung meines Krebs-Kanons als Fallstudie verwenden, weil er mir natürlich sehr vertraut ist und auch weil er interessant ist und typisch dafür, wie weit man eine einzelne Idee treiben kann. Ich will sie in Stufen vortragen, die nach denen der Meiose benannt sind, dem Namen für Zellteilung, bei der „crossing-over“ oder genetische Rekombination stattfindet, der Beginn aller Vielfalt im Lauf der Evolution.


  PROPHASE: Ich begann mit einer ziemlich einfachen Idee — daß ein Musikstück, zum Beispiel ein Kanon, mit sprachlichen Mitteln nachgeahmt werden könne. Das ergab sich aus der Beobachtung, daß eine Textpassage und eine musikalische Passage durch eine gemeinsame abstrakte Form verbunden sein können. Der nächste Schritt brachte den Versuch mit sich, etwas von den Möglichkeiten dieser vagen Ahnung zu realisieren; hier verfiel ich auf die Idee, daß „Stimmen“ im Kanon auf „Personen“ in Dialogen abgebildet werden können, auch das noch eine ziemlich auf der Hand liegende Idee.


  Dann konzentrierte ich mich auf besondere Arten von Kanons, und erinnerte mich, daß sich im Musikalischen Opfer ein Krebskanon findet. Damals hatte ich eben erst damit begonnen, Dialoge zu schreiben, und es gab nur zwei Individuen: Achilles und Herrn Schildkröte. Da Bachs Krebskanon zweistimmig ist, war die Abbildung perfekt: Achilles sollte die eine Stimme sein, Herr Schildkröte die andere, wobei die eine das nach vorne tat, was die andere rückwärts tat. Hier jedoch stieß ich auf ein Problem: auf welcher Ebene sollte die Umkehrung stattfinden? Der der Buchstaben? Der der Wörter? Der der Sätze? Nach einigem Nachdenken kam ich zum Schluß, daß die Ebene der „dramatischen Linie“ am besten dazu geeignet sei.


  Nachdem nunmehr das „Skelett“ von Bachs Krebskanon zumindest gedanklich in eine verbale Form übertragen worden war, gab es noch ein Problem. Wenn die zwei Stimmen sich in der Mitte kreuzten, würde sich eine kurze Periode extremer Wiederholung ergeben — ein häßliches Makel. Was tun? Hier geschah etwas Seltsames, eine Art von Durchkreuzung der Ebenen, wie sie für schöpferische Akte typisch ist: Das Wort „Krebs“ in „Krebskanon“ zuckte durch meinen Kopf, ohne Zweifel wegen irgendeiner abstrakten Eigenschaft, die es mit dem Begriff „Schildkröte“ gemeinsam hatte und ich erkannte sofort, daß ich den Wiederholungseffekt am toten Mittelpunkt blockieren konnte, indem ich eine besondere Zeile, gesprochen von einem neuen Wesen, einem Krebs, einfügte! Auf diese Weise wurde in der „Prophase“ des Krebs-Kanons der Krebs erfunden: Beim „crossing-over“ von Achilles und Herrn Schildkröte (Abb. 131).


  [image: Abb. 131.]


  Abb. 131. Ein schematisches Diagramm des Dialogs Krebs-Kanon.


  METAPHASE: Das war das Skelett meines Krebs-Kanons. Darauf kam ich zur zweiten Phase (der „Metaphase“), in der ich dem Skelett Fleisch geben mußte, was natürlich eine mühsame Arbeit war. Ich machte viele Versuche und gewöhnte mich daran, wie Paare von aufeinanderfolgenden Zeilen einen Sinn ergeben mußten, wenn man sie von vorn oder von hinten las, und herumzuexperimentieren, um zu sehen, welche Art von Doppelbedeutungen mir bei der Niederschrift einer solchen Form behilflich sein könnten (z. B. „wird nicht gestrichen“). Es gab zwei frühere Versionen — beide interessant, aber schwach. Über ein Jahr lang arbeitete ich nicht mehr am Buch, und als ich zum Krebs-Kanon zurückkehrte, hatte ich einige neue Ideen. Eine davon war die, einen Bach-Kanon in ihm zu erwähnen. Zuerst plante ich, den „Canon per augmentationem contrario motu“ aus dem Musikalischen Opfer (dem Ai-Kanon, wie ich ihn nenne) zu erwähnen. Das sah aber doch etwas einfältig aus; deshalb entschied ich mich widerstrebend, statt dessen in meinem Krebs-Kanon über Bachs eigenen Krebskanon zu sprechen. Das war tatsächlich der entscheidende Wendepunkt; nur wußte ich das damals noch nicht.


  Wenn nun einer der Sprecher im Dialog ein Stück von Bach erwähnen würde, wäre es dann nicht unbefriedigend, wenn der andere an der entsprechenden Stelle dasselbe sagen würde? Nun, Escher spielte in meinen Gedanken und in meinem Buch dieselbe Rolle wie Bach — war es also nicht möglich, das Ganze etwas zu modifizieren, so daß es sich auf Escher beziehen würde? Schließlich gibt man in der Kunst des Kanons die vollkommene Imitation gelegentlich zugunsten von Eleganz oder Schönheit auf. Und kaum war mir das eingefallen, als mir Tag und Nacht (Abb. 49) in den Sinn kam. „Natürlich“, dachte ich, „es ist eine Art graphischer Krebs-Kanon mit — im wesentlichen — zwei Komplementärstimmen, die das gleiche Thema sowohl nach rechts wie nach links tragen und miteinander harmonisieren.“ Hier war wieder die Vorstellung eines einzigen „Begriffsskeletts“, das in zwei Erscheinungsweisen auftritt, in dem Fall der Musik und der bildenden Kunst. Ich ließ also Herrn Schildkröte über Bach und Achilles über Escher in paralleler Sprache reden. Gewiß behält diese leichte Abweichung von einer genauen Nachahmung den Geist von Krebskanons bei.


  An diesem Punkt fiel mir auf, daß etwas Wunderbares geschah: Der Dialog wurde selbstbezüglich, ohne daß ich das auch nur beabsichtigt hätte. Ja, es war sogar eine indirekte Selbstbezüglichkeit, da die Teilnehmer nicht direkt über den Dialog sprachen, in dem sie sich befanden, sondern über Strukturen, die diesem isomorph waren (auf einer bestimmten Abstraktionsebene). Um es in den Begriffen zu sagen, die ich verwendet habe: Mein Dialog hatte ein „Begriffsskelett“ genau wie Gödels G und konnte deshalb auf G abgebildet werden, etwa so, wie das Zentraldogma abgebildet wurde, um in diesem Fall eine „Abbildung des Zentralkrebses“ zu erschaffen. Für mich war das sehr aufregend, denn aus dem Nichts hatte sich eine ästhetische Einheit von Gödel, Escher und Bach ergeben.


  ANAPHASE: Der nächste Schritt war recht verblüffend. Ich besaß Caroline MacGillavrys Monographie über Eschers Flächenfüllungen seit Jahren. Beim Durchblättern blieb mein Blick auf Blatt 23 (Abb. 42) haften, denn ich sah es auf eine Art, wie ich es noch nie gesehen hatte: Dies hier war ein wirklicher Krebskanon, krebsartig der Form und dem Inhalt nach. Escher selbst hat dieses Bild nicht betitelt, und da er viele ähnliche Flächenfüllungen mit vielen anderen Tierformen bezeichnet hatte, ist es wahrscheinlich, daß die Koinzidenz von Form und Inhalt etwas war, das nur mir auffiel. Nun, Zufall oder nicht: dieses Blatt war eine Miniaturversion einer der Hauptideen in meinem Buch: die Vereinigung von Form und Inhalt. Hocherfreut taufte ich das Blatt Krebskanon, setzte es an die Stelle von Tag und Nacht und modifizierte demgemäß die Bemerkungen von Achilles und Herrn Schildkröte.


  Das war aber noch nicht alles. Da ich mich in die Molekularbiologie vernarrt hatte, durchblätterte ich eines Tages in einer Buchhandlung das Buch von Watson, und im Register stieß ich auf das Wort „Palindrom“. Beim Nachschlagen fand ich etwas geradezu Magisches: krebskanonische Strukturen in DNS. Bald waren auch Herrn Krebs' Kommentare in angemessener Weise modifiziert und enthielten nun eine kurze Bemerkung, daß er seine Vorliebe für die Verwechslung von vorwärts und rückwärts seinen Genen verdanke.


  TELOPHASE: Der nächste Schritt kam einige Monate später, als ich über das Bild der krebskanonischen Sektion von DNS (Abb. 43) sprach und dabei sah, daß das „A“, „T“ und „C“ von Adenin, Thymin, Cytosin — mirabile dictu — mit den „A“, „T“ und „C“ von Achilles, Theo Schildkröte und Carl Krebs übereinstimmte, ja sogar, daß Adenin und Thymin in DNS gepaart sind wie auch Achilles und Theo in unserem Dialog. Ich dachte einen Augenblick nach, und in einer anderen dieser Paarungen erkannte ich, daß „G“, der mit „C“ in DNS gepaarte Buchstabe, für „Gen“ stehen könnte. Wiederum stürzte ich zurück zum Dialog, nahm ein paar kleine Eingriffe in die Aussagen von Carl Krebs vor, um diese neue Entdeckung widerzuspiegeln, und nun hatte ich eine Abbildung der DNS-Struktur und der Struktur des Dialogs. In diesem Sinn könnte man sagen, daß DNS ein Genotyp ist, der einen Phänotyp codiert: die Struktur des Dialogs. Dieses letzte Tüpfelchen auf dem i verstärkte die Selbstbezüglichkeit auf dramatische Weise und gab dem Dialog eine Bedeutungsdichte, die ich nie geahnt hatte.


  Begriffsskelette und Begriffsabbildungen


  Das faßt mehr oder weniger die Epigenese des Krebs-Kanons zusammen. Der ganze Vorgang kann als eine Folge von Abbildungen von Ideen aufeinander betrachtet werden — auf verschiedenen Abstraktionsstufen. Das nenne ich begriffliches Abbilden, und die abstrakten Strukturen, die zwei verschiedene Ideen vertreten, sind begriffliche Skelette. So ist ein begriffliches Skelett das der abstrakten Vorstellung eines Krebskanons:


  eine Struktur aus zwei Teilen, die dasselbe tun,

  sich aber in entgegengesetzte Richtungen bewegen.


  Das ist ein konkretes geometrisches Bild, das der Verstand fast wie ein Bongard-Muster manipulieren kann. Wenn ich heute an den Krebs-Kanon denke, stelle ich ihn mir tatsächlich als zwei Stränge vor, die sich in der Mitte kreuzen, wo sie durch einen „Knoten“ (das von Carl Krebs Gesprochene) verbunden sind. Das ist eine so lebhafte bildliche Vorstellung, daß sie sich in meinem Geist, glaube ich, unmittelbar auf das Bild zweier homologer Chromosomen übertragen läßt, die durch ein Zentromer in der Mitte verbunden sind — ein direkt aus der Meiose stammendes Bild (Abb. 132).
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  Abb. 132.


  Tatsächlich war es gerade dieses Bild, das mich dazu brachte, die Beschreibung der Evolution des Krebs-Kanons im Rahmen der Meiose zu sehen — was natürlich selbst ein weiteres Beispiel für begriffliches Abbilden ist.


  Rekombinante Ideen


  Für die Fusion zweier Symbole gibt es verschiedene Techniken. Bei der einen werden die beiden Ideen nebeneinander aufgereiht (als ob Ideen linear wären!), dann besonnen abwägend aus beiden Teilen ausgelesen, um diese In einem neuen Symbol zu rekombinieren. Das erinnert stark an die genetische Rekombination. Nun, was tauschen die Chromosomen aus, und wie tun sie das? Sie tauschen Gene aus. Was kann man in einem Symbol mit Genen vergleichen? Wenn Symbole rahmenähnliche Schlitze haben, dann vielleicht Schlitze. Aber welche Schlitze soll man austauschen? Und warum? Hier bietet die krebskanonische Fusion vielleicht ein paar Ideen an. Die Abbildung des Begriffs „musikalischer Krebskanon“ auf den des „Dialogs“ macht verschiedene Hilfsabbildungen notwendig, ja induziert sie. Das heißt: Wenn einmal beschlossen ist, daß diese beiden Begriffe zu fusionieren seien, geht es darum, sie auf der Ebene zu betrachten, auf der analoge Teile sichtbar werden, um dann weiterzugehen und die Teile aufeinander abzubilden usw., rekursiv, auf jeder erwünschten Stufe. Hier erwiesen sich z. B. „Stimme“ und „Dialogteilnehmer“ als korrespondierende Schlitze, wenn man „Krebskanon“ und „Dialog“ abstrakt betrachtet. Woher kommen diese abstrakten Anschauungen? Das ist die Crux des Abbildungsproblems: Woher kommen abstrakte Anschauungen? Wie stellt man abstrakte Anschauungen von spezifischen Begriffen her?


  Abstraktionen, Skelette, Analogien


  Eine Ansicht, die in einer gewissen Dimension von einem Konzept abstrahiert wurde, ist das, was ich ein Begriffsskelett nenne. Mit Begriffsskeletten haben wir eigentlich die ganze Zeit zu tun gehabt, oft ohne daß wir sie bei ihrem Namen genannt hatten. Zum Beispiel könnte man viele der die Bongard-Probleme betreffenden Ideen in dieser Terminologie ausdrücken. Es ist immer interessant, und möglicherweise wichtig, wenn man bei zwei oder mehr Ideen erkennt, daß sie ein gemeinsames Begriffsskelett haben. Ein Beispiel sind die bizarren Dinge, die zu Beginn des Contrafaktus aufgeführt wurden: ein Tandem-Einrad, eine Einweg-Schaukel, das Ping-Ping-Turnier, ein gemischtes Einzel, ein zweiseitiges Möbiusband, die Bach-Zwillinge, ein Klavierkonzert für zwei linke Hände, eine einstimmige Fuge, einhändig Beifall klatschen, ein monaurales Zweikanalsystem. Alle diese Vorstellungen sind „isomorph“, weil sie das folgende Begriffsskelett gemeinsam haben:


  Ein Ding im Plural, das zum Singular und dann wieder

  fälschlicherweise zum Plural gemacht worden ist.


  Zwei weitere Ideen in diesem Buch, die dieses Begriffsskelett gemeinsam haben, sind 1) die Lösung, die Herr Schildkröte für Achilles' Rätsel fand, als er ein Wort suchte, das mit A anfangen und mit A aufhören sollte, und 2) der Beweis des Eselsbrücken-Satzes von Pappus-Gelernter, in dem ein Dreieck als zwei wahrgenommen wird. Übrigens könnte man diese ulkigen Erfindungen „Halbdoubletten“ nennen.


  Ein Begriffsskelett ist wie ein Satz konstanter Eigenschaften (im Gegensatz zu Parametern und Variablen), die nicht in einer subjunktiven Wiederholung verrutschen sollten. Da es keine eigenen Parameter und Variablen besitzt, kann es der invariante Kern von mehreren verschiedenen Ideen sein. Jeder Einzelfall davon, wie „Tandem-Einrad“, besitzt Schichten der Variabilität und kann so auf verschiedenen Wegen verrutschen.


  Obgleich der Name „Begriffsskelett“ einen unnachgiebigen und starren Eindruck machen könnte, gewährt er in Wirklichkeit viel Spielraum. Begriffsskelette kann es auf verschiedenen Abstraktionsstufen geben. Zum Beispiel bedarf die „Isomorphie“ zwischen den Bongard-Problemen 70 und 71, wie bereits erwähnt, eines Begriffsskeletts höherer Stufe als das, welches für die Lösung beider Probleme — aber jedes für sich notwendig ist.


  Multiple Repräsentierung


  Begriffsskelette müssen nicht nur auf verschiedenen Abstraktionsebenen, sondern auch in verschiedenen begrifflichen Dimensionen existieren. Nehmen wir den folgenden Satz als Beispiel:


  „Der Vizepräsident ist der Ersatzreifen am Regierungs-Automobil.“


  Wie verstehen wir, was dieser Satz bedeutet (unter Vernachlässigung des Humors, der natürlich der wesentliche Bestandteil ist)? Wenn man sagt: „Betrachte die amerikanische Regierung als ein Automobil“, ohne vorausgehende Motivation, könnte man mit beliebig vielen Entsprechungen aufwarten. Steuerrad = Präsident usw. Was sind Schutzvorrichtungen? Was sind Sicherheitsgurte? Weil die beiden abgebildeten Dinge so verschieden sind, ist es fast nicht zu vermeiden, daß diese Abbildungen funktionale Aspekte ins Spiel bringen. Deshalb holt man aus dem Vorrat von Begriffsskeletten, die Teile des Automobils darstellen, nur diejenigen, die mit der Funktion zu tun haben und nicht, sagen wir, der Form. Nunmehr leuchtet es ein, daß wir auf einer ziemlich hohen Abstraktionsebene arbeiten, auf der man „Funktion“ nicht allzu eng definiert. So wäre von den zwei nachstehenden Definitionen die Funktion eines Ersatzreifens 1) „Ersatz eines platten Reifens“ und 2) „Ersatz für einen gewissen, nicht mehr funktionstüchtigen Teil eines Autos“ sicher der letzteren der Vorzug zu geben. Das kommt ganz einfach daher, daß ein Auto und eine Regierung voneinander so verschieden sind, daß sie auf einer hohen Abstraktionsebene abgebildet werden müssen.


  Bei der Prüfung dieses Satzes wird die Abbildung in einem gewissen Sinn forciert, aber keineswegs in einem unangenehmen Sinn. Man besitzt ja bereits ein Begriffsskelett für den Vizepräsidenten unter vielen anderen, das sagt „Ersatz für einen gewissen, funktionsunfähigen Teil der Regierung“. Deshalb wird das forcierte Abbilden ohne Schwierigkeiten funktionieren. Nehmen wir aber um des Kontrastes willen an, daß man ein anderes Begriffsskelett für „Ersatzreifen“ abgerufen hat — zum Beispiel eine Beschreibung des materiellen Aspektes. Unter anderem könnte man sagen, ein Ersatzreifen sei „rund und aufgeblasen“. Das ist offensichtlich nicht der richtige Weg. (Oder doch? Ein Freund von mir wies mich darauf hin, daß einige Vizepräsidenten ganz schön rund und die meisten sehr aufgeblasen sind.)


  Tore für den Zugriff


  Eines der wichtigsten Kennzeichen jedes ausgeprägten Denkstils ist die Art und Weise, wie neue Erfahrungen klassifiziert und ins Gedächtnis gestopft werden, denn das definiert die „Griffe“, vermittels derer sie später wieder herausgeholt werden können. Und für Ereignisse, Gegenstände, Ideen usw. — für alles, worüber man nachdenken kann — gibt es eine große Anzahl von „Griffen“. Das fällt mir jedesmal auf, wenn ich nach unten langen und mein Autoradio andrehen will und zu meinem Ärger finde, daß es bereits angeschaltet ist. Hier wurden zwei verschiedene Repräsentierungen für das Radio verwendet. Die eine ist der „Musikproduzent“, die andere der „Langeweile-Vertreiber“. Ich bin mir bewußt, daß die Musik angestellt ist, aber ich bin trotzdem gelangweilt, und bevor diese beiden Einsichten die Möglichkeit haben zu interagieren, ist mein Reflex, nach unten zu langen, ausgelöst worden. Der gleiche Reflex, nach unten zu langen, trat eines Tages ein, nachdem ich eben das Radio zur Reparatur gegeben hatte, wegfuhr und Musik hören wollte. Komisch. Für dergleichen Gegenstände gibt es viele Repräsentierungen, wie zum Beispiel:


  
    
      	
        glänzende-Silberknöpfe-Haber

      
    


    
      	
        Überhitzungs-Problem-Haber

      
    


    
      	
        auf-meinem-Rücken-liegend-um-es-zu-reparieren-Ding

      
    


    
      	
        Brummton-Macher

      
    


    
      	
        Verrutsch-Skala-Objekt

      
    


    
      	
        multidimensionales Repräsentierungs-Beispiel

      
    

  


  Alle können als Tor für den Zugriff dienen, obgleich sie alle an meinem Symbol für mein Autoradio festgemacht sind, öffnet man nicht allen anderen die Tür, wenn man den Zugang durch eines der Symbole nimmt. Unwahrscheinlich ist, daß mir beim Anstellen einfällt, wie ich einmal auf meinem Rücken lag, um es zu reparieren. Und umgekehrt, wenn ich auf dem Rücken liege und Schrauben herausdrehe, werde ich wahrscheinlich nicht an die Zeit denken, da ich die Kunst der Fuge darauf hörte. Zwischen den Aspekten eines Symbols sind „Trennwände“, die meine Gedanken daran hindern, unordentlich überzuschwappen, wie das bei freien Assoziationen der Fall ist. Geistige Trennwände sind wichtig, weil sie meinen Gedankenfluß eindämmen und kanalisieren.


  Eine Stelle, an der die Trennwände ganz starr sind, ist die Abgrenzung von Wörtern für denselben Gegenstand in verschiedenen Sprachen. Wären die Wände nicht starr, würde ein zweisprachiger Mensch sich fortwährend zwischen den beiden Sprachen hin- und herbewegen, und das wäre sehr unbequem. Natürlich bringen Erwachsene, die zwei Sprachen gleichzeitig lernen, oft die Wörter durcheinander. Die Trennwände zwischen den Sprachen sind dünner und könnten zerbrechen. Ein besonders interessanter Fall ist der des Dolmetschers: sie können alle Sprachen, die sie beherrschen, als wären die Trennwände unüberwindlich, und doch können sie auf Befehl diese Trennwände überwinden, um den Zutritt zu einer Sprache von einer anderen zu ermöglichen; nur so können sie übersetzen.


  George Steiner, der dreisprachig aufwuchs, widmet einige Seiten seines Buchs Nach Babel der Vermischung von Französisch, Englisch und Deutsch in den Schichten seines Geistes und wie diese verschiedenen Sprachen verschiedene Tore für den Zugriff zu Konzepten lieferten.


  Zwangsehe


  Erkennt man das gemeinsame Begriffsskelett zweier Ideen auf einem gewissen Abstraktionsniveau, kann Verschiedenes geschehen. Die erste Phase ist im allgemeinen die, daß man sein Augenmerk auf beide Ideen richtet und die Entsprechung auf hoher Ebene als Leitfaden nimmt und versucht, entsprechende Unter-Ideen zu identifizieren. Manchmal kann die Entsprechung rekursiv über mehrere Stufen hinweg nach unten weitergeführt werden und nun eine tiefsitzende Isomorphie enthüllen. Mitunter macht sie früher Halt und zeigt eine Analogie oder Ähnlichkeit, und dann wieder gibt es Fälle, wo die Ähnlichkeit so zwingend ist, daß, sogar wenn keine offensichtliche Fortsetzung der Abbildung vorliegt, man eben weitermacht und einfach eine herstellt: das ist die erzwungene Entsprechung, die „Zwangsehe“.


  Erzwungene Entsprechungen findet man jeden Tag in den politischen Karikaturen der Presse: ein Politiker wird als Flugzeug, Schiff, Fisch, die Mona Lisa dargestellt; die Regierung ist ein Mensch, ein Vogel, ein Bohrturm; ein Vertrag ist eine Aktenmappe, ein Schwert, eine Büchse voller Würmer usw. Das Faszinierende dabei ist, wie leicht wir die suggerierte Abbildung vornehmen können, und zwar genauso tief, wie beabsichtigt war. Wir führen das Abbilden weder zu tief noch zu flach aus.


  Ein anderes Beispiel dafür, daß man ein Ding in die Form eines anderen zwingt, fiel mir ein, als ich mich entschloß, die Entwicklung meines Krebs-Kanons in den Begriffen der Meiose darzustellen. Das geschah in zwei Phasen. Als erstes fiel mir das gemeinsame Begriffsskelett des Krebs-Kanons und des Bildes der durch ein Zentromer verbundenen Chromosomen auf; das lieferte die Inspiration für erzwungene Entsprechungen. Sodann erkannte ich die Ähnlichkeit auf hoher Stufe, die „Wachstum“, „Phase“ und „Rekombination“ ins Spiel brachte. Und dann trieb ich die Analogie soweit ich konnte. Dabei spielte Tentativität — wie beim Lösen von Bongard-Problemen — eine große Rolle; ich ging hin und her, bis ich eine mir zusagende Entsprechung fand.


  Ein drittes Beispiel für begriffliches Abbilden gibt uns die Abbildung des Zentraldogmas. Zunächst fiel mir zwischen den Entdeckungen der mathematischen Logik und denen der Molekularbiologie eine Ähnlichkeit auf hoher Stufe auf, und ich verfolgte sie auf tieferen Stufen, bis ich auf eine starke Analogie stieß. Um sie zu verstärken, wählte ich eine Gödelnumerierung, die den genetischen Code nachahmt. Das war das einzige Element von erzwungener Entsprechung bei der Abbildung des Zentraldogmas.


  Erzwungene Entsprechungen, Analogien und Metaphern lassen sich nicht leicht voneinander trennen. Sportreporter gebrauchen oft lebhafte Bilder, die schwer zu klassifizieren sind. Zum Beispiel ist es bei einer Metapher wie „Die Kickers-Fans drehen durch“ schwer zu sagen, welches Bild man heraufbeschwören soll. Befestigte man Räder am ganzen Fan-Club? Oder an jedem einzelnen Fan? Wahrscheinlich keins von beiden. Eher blitzt das Bild von Rädern, die in Matsch oder Schnee durchdrehen, kurz auf, und dann werden auf geheimnisvolle Weise die relevanten Bestandteile herausgehoben und auf das Verhalten der Fans übertragen. Wie tief sind die Fußballfans und das Automobil in dem zur Verfügung stehenden Sekundenbruchteil gegenseitig aufeinander abgebildet?


  Zusammenfassung


  Man gestatte mir, die Dinge ein bißchen zu verknüpfen. Ich habe eine Anzahl von verwandten Ideen vorgelegt, die mit der Erzeugung, der Manipulation und dem Vergleich von Symbolen verbunden sind. Die meisten von ihnen haben in irgendeiner Weise mit Verrutschen zu tun, wobei der Gedanke grundlegend ist, daß Begriffe sich aus einigen festen und einigen lockeren Elementen zusammensetzen, die aus verschiedenen verschachtelten Kontexten (Rahmen) stammen. Die lockeren können ziemlich leicht herausgenommen und ersetzt werden, was je nach den Umständen eine „subjunktive Wiederholung“, eine Zwangsehe oder eine Analogie erzeugen kann. Die Fusion von zwei Symbolen kann aus einem Prozeß resultieren, in dem Teile beider Symbole entfernt werden und andere bleiben.


  Kreativität und Zufall


  Wir sprechen offensichtlich über die Mechanisierung der Kreativität. Aber ist das nicht ein Widerspruch in sich? Beinahe, aber nicht ganz. Kreativität ist die Essenz dessen, was nicht mechanisch ist. Und doch ist jeder kreative Akt mechanisch — es gibt genauso eine Erklärung dafür wie für einen Schluckauf. Das mechanische Substrat der Kreativität ist vielleicht verborgen, aber es existiert. Umgekehrt gibt es in flexiblen Programmen, sogar heute schon, etwas Unmechanisches. Das ist vielleicht noch nicht kreativ, aber wenn Programme für ihren Schöpfer aufhören transparent zu sein, dann hat man einen ersten Schritt in Richtung auf die Kreativität getan.


  Die Vorstellung ist weit verbreitet, daß Zufall einen unverzichtbaren Bestandteil kreativer Tätigkeit bilde. Das mag zutreffen, hat aber mit der Mechanisierbarkeit oder vielmehr: Programmierbarkeit! — von Kreativität nichts zu tun. Die Welt ist ein gigantischer Haufen von Zufällen; wenn man etwas davon im eigenen Kopf widerspiegelt, absorbiert dieser etwas von dieser Zufälligkeit. Die Auslösemuster von Symbolen können daher auf Wege führen, die anscheinend völlig dem Zufall überlassen sind, einfach weil sie aus dem eigenen Wechselspiel mit einer verrückten, zufälligen Welt herrühren. Genauso kann das auch bei Computerprogrammen sein. Zufälligkeit ist eine dem Denken innewohnende Eigenschaft, nicht etwas, was „künstlich inseminiert“ werden müßte, sei es durch — Würfel, zerfallende Atomkerne, Tabellen von Zufallszahlen usw. Es ist eine Beleidigung der menschlichen Kreativität, wenn man annimmt, daß sie auf solch willkürlichen Quellen beruht.


  Was uns als Zufall erscheint, ist oft das Ergebnis davon, daß man etwas Symmetrisches durch einen „schiefen“ Filter betrachtet. Ein elegantes Beispiel lieferte Salviati mit seinen zwei Arten, die Zahl π/4 zu betrachten. Obgleich die Dezimalentwicklung von π/4 nicht eigentlich zufällig ist, ist sie doch so zufällig, wie für die meisten Zwecke nötig. Sie ist „pseudozufällig“. Die Mathematik ist voll von Pseudozufälligkeit — mehr als genug, um alle Möchtegern-Kreativen auf alle Zeiten damit einzudecken.


  Genau wie die Wissenschaft auf allen Stufen und zu jeder Zeit durchdrungen ist von „begrifflichen Revolutionen“ so ist das individuelle Denken völlig durchsetzt mit kreativen Akten. Sie finden sich nicht nur auf der höchsten Stufe; sie sind überall. Die meisten sind geringfügig und millionenfach gemacht worden, aber sie sind enge Verwandte der kreativsten und innovativsten Akte. Die Computerprogramme von heute erzeugen anscheinend nicht viele kleine „Schöpfungen“. Was sie allenfalls verrichten, ist noch immer ganz „mechanisch“. Das bestätigt einfach die Tatsache, daß sie der Simulierung unseres Denkens noch nicht fähig sind — aber sie nähern sich ihr.


  Vielleicht ist es ein Sinn für Schönheit, Einfachheit und Harmonie, der sehr kreative Ideen von den gewöhnlichen trennt. Ich habe eine Lieblings-„Meta-Analogie“, den Vergleich von Analogien mit Akkorden. Die Idee ist einfach: Oberflächlich ähnliche Ideen sind oft nicht nahe miteinander verwandt, und nahe verwandte Ideen sind oft an der Oberfläche verschieden. Die Analogie zu Akkorden ergibt sich ganz natürlich: Physikalisch eng beieinanderliegende Noten stehen sich harmonisch nicht nahe (z. B. E-F-G); und harmonisch eng benachbarte Noten sind physikalisch voneinander entfernt (z. B. G-E-B). Ideen mit gemeinsamem Begriffsskelett schwingen in einer Art begrifflicher Analogie mit; diese harmonischen „Ideenakkorde“ liegen oft weit auseinander, wenn man sie auf einer imaginären „Klaviatur für Begriffe“ mißt. Natürlich reicht es nicht, weit auszuholen und irgendwo hinzupatschen — man könnte auf eine Septime oder auf eine None kommen. Vielleicht ist diese vorliegende Analogie wie ein Nonenakkord — weitgespannt, aber dissonant.


  Muster auf allen Ebenen finden


  Bongard-Probleme wurden in diesem Kapitel als Brennpunkt gewählt, weil man bei ihrem Studium feststellt, daß der schwer zu definierende Sinn für Muster, den wir Menschen durch unsere Gene erben, sich auf alle Mechanismen der Darstellung von Wissen, einschließlich verschachtelter Kontexte, Begriffsskelette und Begriffsabbildung, Verrutschbarkeit, Beschreibungen und Metabeschreibungen, und ihre Wechselwirkungen, Fission und Fusion von Symbolen, multiple Repräsentationen (in verschiedenen Dimensionen und auf verschiedenen Abstraktionsebenen usw.) beziehen.


  Wenn ein Programm Muster in einem Bereich finden kann, kann man heutzutage sicherlich darauf wetten, daß es Muster, die für uns gleichermaßen offensichtlich sind, in einem anderen Bereich verfehlt. Der Leser erinnert sich, daß ich das schon in Kapitel I erwähnt habe, als ich sagte, daß Maschinen sich nicht an Wiederholungen gewöhnen können, wohl aber Menschen. Man betrachte zum Beispiel SHRDLU. Wenn Eta Oin den Satz „Nimm ein rotes Klötzchen und lege es nieder“ immer und immer wieder tippte, würde unser SHRDLU fröhlich auf die gleiche Weise immer und immer wieder reagieren, genau wie eine mechanische Additionsmaschine immer und immer wieder „4“ ausdruckt, wenn ein Mensch genügend Geduld besitzt, immer und immer wieder „2 + 2“ zu tippen. Menschen aber sind nicht so. Wenn immer und immer wieder ein Muster wiederholt wird, nehmen sie das wahr. SHRDLU wurde nicht befähigt, neue Begriffe zu bilden oder Muster zu erkennen: es kann nicht immer und immer den Überblick wahren.


  Die Flexibilität der Sprache


  Die Fähigkeit von SHRDLU, mit Sprache umzugehen, ist enorm flexibel — innerhalb gewisser Grenzen. SHRDLU kann Sätze von großer syntaktischer Komplexität oder semantischer Doppeldeutigkeit „entziffern“ soweit sie durch die Inspektion der data base gelöst werden können, aber mit „verschwommener“ Sprache umgehen kann es nicht. Betrachten wir zum Beispiel den Satz: „Wie viele Klötzchen müssen aufeinandergesetzt werden, um einen Turm zu bauen?“ Wir verstehen das sofort, wird es aber buchstäblich interpretiert, so ist es sinnlos. Das rührt auch nicht vom Gebrauch einer idiomatischen Phrase her. „Aufeinandergesetzt werden“ ist ein ungenauer Ausdruck, der einem Menschen dennoch das gewünschte Bild ganz gut vermittelt. Nur wenige Leute würden sich so irreführen lassen, daß sie sich ein paradoxes Arrangement mit zwei Klötzchen, von denen jedes auf dem anderen sitzt, oder Klötzchen, die irgendwie „sitzen“, vorzustellen suchten.


  Das erstaunliche an der Sprache ist, wie ungenau wir sie gebrauchen und wie wir es doch fertigbringen, uns damit durchzumogeln. SHRDLU gebraucht Wörter, als wären sie Metall, während die Menschen sie „schwammig“ oder „gummiartig“ oder sogar wie Knetmasse gebrauchen. Wenn Wörter Schrauben und Muttern wären, brächten die Menschen es fertig, daß jede beliebige Schraube in jede beliebige Mutter paßte; sie würden einfach das eine in das andere hineinpressen, wie in einem surrealistischen Bild, wo alles weich wird. In den Händen der Menschen wird Sprache trotz ihrer grobkörnigen Komponenten fast zu Flüssigkeit.


  In jüngster Zeit hat die AI-Forschung über das Verständnis natürlicher Sprache sich etwas vom Verstehen einzelner isolierter Sätze ab- und Bereichen wie dem einfacher Kindergeschichten zugewandt. Hier ein bekannter Scherz für Kinder, der die „Offenheit“ von Situationen im täglichen Leben illustriert:


  Ein Mann flog in einem Flugzeug.


  Leider fiel er hinaus.


  Glücklicherweise hatte er einen Fallschirm bei sich.


  Leider funktionierte dieser nicht.


  Glücklicherweise befand sich ein Heuhaufen unter ihm.


  Leider steckte eine Heugabel drin.


  Glücklicherweise verfehlte er die Heugabel.


  Leider verfehlte er den Heuhaufen.


  Das kann beliebig weitergeführt werden. Diese läppische Geschichte in einem auf Rahmen aufgebauten System zu repräsentieren wäre äußerst komplex und würde die gemeinsame Aktivierung der Begriffe „Mensch“, „Flugzeug“, „Tod“, „Fallschirm“, „Fall“ usw. bedingen.


  Intelligenz und Gefühl


  Oder man betrachte diese winzige, aber ergreifende Geschichte:


  Margie hielt die Schnur ihres schönen neuen Ballons ganz fest. Plötzlich erfaßte ihn ein Windstoß. Der Wind trug ihn in einen Baum. Der Ballon stieß an einen Ast und zerplatzte. Margie weinte und weinte. 4


  Um diese Geschichte zu verstehen, muß man viele Dinge zwischen den Zeilen lesen. Zum Beispiel: Margie ist ein kleines Mädchen. Es handelt sich um einen Spielzeugballon mit einer Schnur, an der das Kind ihn halten kann. Für einen Erwachsenen ist er vielleicht nicht schön, wohl aber im Auge eines Kindes. Das „ihn“, das der Wind erfaßte, war der Ballon. Der Wind zog Margie nicht mit dem Ballon fort. Margie ließ los. Ballone können platzen, wenn sie mit etwas Spitzem in Berührung kommen. Wenn sie einmal zerplatzt sind, sind sie für immer zerstört. Kleine Kinder lieben Ballone, und können bitter enttäuscht sein, wenn sie zerplatzen. Margie sah, daß der Ballon zerplatzt war. Kinder weinen, wenn sie traurig sind. „Weinen und weinen“ heißt, sehr lange und sehr stark weinen. Margie weinte und weinte, weil sie über das Zerplatzen ihres Ballons traurig war.


  Dies ist wahrscheinlich nur ein kleiner Bruchteil von dem, was auf der Oberfläche fehlt. Ein Programm muß all dieses Wissen haben, um zu begreifen, was geschieht. Man könnte einwenden, daß das Programm, sogar wenn es in irgendeinem intellektuellen Sinn „versteht“, was gesagt wurde, nie wirklich verstehen wird, bis es auch geweint und geweint hat. Und wann wird ein Computer das tun? Mit humanistischen Überlegungen dieser Art beschäftigt sich Joseph Weizenbaum in seinem Buch Die Macht der Computer und die Ohnmacht der Vernunft, und ich halte dies für ein wichtiges Problem, ein außerordentlich tiefgreifendes Problem. Leider sind im Augenblick viele AI-Forscher aus verschiedenen Gründen nicht bereit, Fragen dieser Art ernst zu nehmen. In einem gewissen Sinn jedoch haben die AI-Forscher recht: Es ist etwas verfrüht, an weinende Computer zu denken, zuerst müssen wir uns Regeln ausdenken, die mit Sprache — und anderem — zu tun haben. Mit der Zeit werden wir uns dann diesen tiefergreifenden Fragen gegenübersehen.


  AI hat einen langen Weg vor sich


  Manchmal scheint beim Menschen ein so völliger Mangel an regelgesteuertem Verhalten vorzuliegen, daß er einfach nicht regelgesteuert ist. Das aber ist eine Illusion — es ist ein bißchen so, als glaube man, daß Kristalle und Metalle auf einem Fundament von starren Gesetzen entstehen, daß aber Flüssigkeiten oder Blumen das nicht tun. Auf diese Frage kommen wir im nächsten Kapitel zurück.


  Der logische Prozeß selbst, der im Gehirn vor sich geht, ist vielleicht mehr einer Folge von Operationen mit symbolischen Bildern analog, eine abstrakte Entsprechung zum chinesischen Alphabet oder eine Beschreibung von Ereignissen durch die Mayas — nur daß die verwendeten Elemente nicht einfach Wörter sind, sondern eher wie Sätze oder ganze Geschichten mit Verbindungen dazwischen und eine Art Meta- oder Superlogik mit ihren eigenen Regeln bilden. 5


  Für die meisten Spezialisten ist es schwierig, anschaulich auszudrücken, ja vielleicht sich überhaupt zu erinnern, was sie ursprünglich dazu veranlaßte, dieses Gebiet zu betreten. Umgekehrt kann vielleicht ein Außenstehender die spezielle Romantik eines Fachs verstehen und imstande sein, sie präzis zu artikulieren. Das ist, meine ich, der Grund, warum das Zitat von Ulam mich anspricht: weil es in poetischer Weise die Seltsamkeit von AI enthüllt und dennoch Glauben daran zeigt. Und an diesem Punkt muß man auf den Glauben bauen — man hat ja noch einen so langen Weg vor sich.


  Zehn Fragen und Spekulationen


  Zum Abschluß dieses Kapitels möchte ich zehn „Fragen und Spekulationen“ über AI vorlegen. Ich möchte nicht so vermessen sein, sie Antworten zu nennen; es handelt sich um meine persönliche Meinung. Sie kann sich sehr wohl ändern, wenn ich mehr lerne und AI sich weiter entwickelt. (Im folgenden bedeutet der Ausdruck „AI-Programm“ ein Programm, das den heutigen weit voraus ist; er bedeutet „Absolut Intelligentes“-Programm. Außerdem haben die Wörter „Programm“ und „Computer“ wohl etwas zu ausgeprägt mechanistische Nebenbedeutungen; behalten wir sie aber trotzdem bei.)


  Frage: Wird ein Computerprogramm jemals schöne Musik schreiben?


  Spekulation: Ja, aber nicht so bald. Musik ist die Sprache der Gefühle, und bis Programme so komplexe Empfindungen haben wie wir, gibt es keine Methode, nach der ein Programm etwas Schönes schreiben kann. „Fälschungen“ sind möglich seichte Nachahmungen der Syntax früherer Musik — aber was man auch zunächst denken mag: es gibt viel mehr an musikalischem Ausdruck, als sich in syntaktischen Regeln einfangen läßt. Die Musik komponierenden Programme werden auf lange Zeit keine neuen Spielarten der Schönheit herausfinden. Ich will diesem Gedanken noch etwas nachgehen. Zu denken — und ich habe diese Annahme selbst gehört —, daß wir bald imstande sein werden, einer für zwanzig Dollar erstandenen, vorprogrammierten massenproduzierten Tischmodell-„Musicbox“ aus dem Versandhaus den Auftrag geben zu können, aus ihren sterilen Schaltkreisen Stücke zu produzieren, die Chopin oder Bach hätten schreiben können, wenn sie länger gelebt hätten, ist eine groteske und beschämende Fehleinschätzung der Tiefe des menschlichen Geistes. Ein „Programm“, das Musik erzeugen könnte, wie jene es taten, müßte allein auf der Welt herumirren, sich seinen Weg durch das Labyrinth des Lebens erkämpfen und jeden Augenblick erfühlen. Es müßte die Freude und die Einsamkeit in einem eisigen Nachtwind verstehen, die Sehnsucht nach einer geliebten Hand, die Unzugänglichkeit einer fernen Stadt, das gebrochene Herz und die Regeneration nach dem Tod eines Menschen. Es müßte Resignation erfahren haben und Weltschmerz, Kummer und Verzweiflung, Vorsehung und Sieg, Frömmigkeit und Ehrfurcht. Es müßte Gegensätze wie Hoffnung und Angst, Betrübnis und Jubel, Gelöstheit und Spannung kennen. Dazu gehört ein Sinn für Grazie, Humor, Rhythmus, ein Sinn für das Unerwartete — und natürlich ein feines Gespür für den Zauber des neu Erschaffenen. Darin, und nur darin liegen die Wurzeln der Bedeutung von Musik.


  Frage: Wird man Emotionen explizit einer Maschine einprogrammieren können?


  Spekulation: Nein. Das ist lächerlich. Jegliche direkte Simulierung — wie zum Beispiel PARRY — kann die Komplexität menschlicher Empfindungen nicht erreichen, die sich indirekt aus der Organisation unseres Geistes ergeben. Programme und Maschinen werden auf gleiche Weise Empfindungen erwecken: als Nebenprodukt ihrer Struktur, der Art wie sie organisiert sind — nicht durch direkte Einprogrammierung. So wird z. B. niemand ein Unterprogramm „Sich verlieben“ schreiben, genauso wenig wie ein Unterprogramm „Fehler machen“. „Sich verlieben“ ist eine Beschreibung, die wir einem komplexen Prozeß eines komplexen Systems zuordnen; innerhalb des Systems braucht jedoch kein einziges Modul dafür allein zuständig zu sein.


  Frage: Wird ein denkender Computer jemals imstande sein, rasch zu addieren?


  Spekulation: Vielleicht nicht. Wir selber bestehen aus Hardware, die raffinierte Berechnungen ausführt, aber das bedeutet nicht, daß unsere Symbolebene, auf der „wir“ uns befinden, weiß, wie eben diese raffinierten Berechnungen vorzunehmen sind. Ich will es einmal so sagen: Es gibt keine Möglichkeit, Zahlen in die eigenen Neuronen zu laden, um die Kaufmannsrechnung zu addieren. Zu Ihrem Glück kann Ihre Symbolebene (d. h. Sie) keinen Zugang zu den Neuronen finden, die Ihr Denken besorgen — sonst kämen Sie völlig durcheinander. Um wieder einmal Descartes zu paraphrasieren:


  „Ich denke, also habe ich keinen Zugang zu der Ebene, auf der ich summiere“.


  Warum sollte das nicht auch für ein intelligentes Programm gelten? Man darf ihm nicht gestatten, Zugang zu den Schaltsystemen zu finden, die sein Denken besorgen, sonst käme seine Zentraleinheit völlig durcheinander. Im Ernst: eine Maschine, die den Turing-Test besteht, kann sehr wohl so langsam addieren wie Sie oder ich, und zwar aus ähnlichen Gründen. Sie wird die Zahl 2 nicht einfach durch zwei Bits „10“ darstellen, sondern als einen ausgewachsenen Begriff, wie wir das tun, voll von Assoziationen wie dem Synonym „zwo“, den Wörtern „Paar“ und „Ehe“, einer Menge von geistigen Bildern wie die Punkte auf Dominosteinen, die Form der Ziffer „2“, „abwechselnd“, „gerade“ (im Gegensatz zu „ungerade“) usw. Wenn es soviel „Extragepäck“ mit sich führt, wird ein intelligentes Programm bei seinem Addieren träge wie ein Faultier werden. Natürlich könnten wir ihm einen „Taschenrechner“ mitgeben oder einbauen. Dann könnte es sehr schnell antworten, aber sein Verhalten wäre genau gleich dem eines Menschen mit Taschenrechner. Die Maschine würde aus zwei getrennten Teilen bestehen: einem zuverlässigen, aber denkunfähigen und einem intelligenten, aber fehlbaren Teil. Man könnte nicht darauf zählen, daß dieses zusammengesetzte System zuverlässig wäre, genauso wenig wie eine Zusammenstellung von Mensch und Maschine notwendigerweise zuverlässig ist. Wollen Sie also richtige Antworten, tun Sie besser daran, sich an einen Taschenrechner allein zu halten — bringen Sie nicht auch noch Intelligenz ins Spiel!


  Frage: Wird es Schachprogramme geben, die jedermann schlagen?


  Spekulation: Nein. Es mag Programme geben werden, die jedermann im Schach schlagen können, aber sie werden nicht ausschließlich Schachspieler sein. Es werden Programme mit allgemeiner Intelligenz sein, und sie werden genauso temperamentvoll sein wie ein Mensch. „Wollen Sie Schach spielen?“ „Nein, Schach langweilt mich. Reden wir über Gedichte!“ Solcherart wäre eine Unterhaltung, die man mit einem Programm führen könnte, das alle schlüge. Der Grund dafür ist, daß wirkliche Intelligenz unvermeidlicherweise von der Fähigkeit zu vollständiger Übersicht abhängt, das heißt, eine programmierte Fähigkeit, sozusagen „aus dem System herauszuspringen“ — zumindest ungefähr so weit, wie wir diese Fähigkeit besitzen. Wenn das einmal vorhanden ist, läßt sich das Programm nicht mehr eindämmen; es ist über den kritischen Punkt hinausgegangen, und man muß sich den Konsequenzen dessen stellen, was man angerichtet hat.


  Frage: Wird es bestimmte Stellen im Speicher geben, die Parameter speichern, die das Verhalten von Programmen regeln, so daß man, wenn man hineinreichte und sie änderte, imstande wäre, ein Programm klüger oder dümmer oder schöpferischer oder zum Fußball-Fan zu machen? Kurz, wäre es möglich, das Programm „abzustimmen“, indem man auf einer relativ tiefen Stufe eingreift?


  Spekulation: Nein. Es wäre völlig blind gegenüber den Veränderungen irgendwelcher besonderer Elemente im Speicher, genauso wie wir immer die Gleichen bleiben, obgleich jeden Tag Tausende (!) unserer Neuronen sterben. Wenn man also zu heftig herumfingerte, würde man es beschädigen, genau wie wenn man einen Menschen rücksichtslos neurochirurgisch behandelte. Es wird keine „magische“ Stelle im Speicher geben, wo sich z. B. der „Intelligenzquotient“ eines Programmes befindet. Auch das wird wieder eine Eigenschaft sein, die sich als Folge des Verhaltens auf einer tieferen Stufe ergibt, und sie wird sich nirgends explizit befinden. Das gleiche gilt für Dinge wie „die Anzahl von Daten, die es im kurzfristigen Gedächtnis behalten kann“, „bis zu welchem Grad es gerne Physik hat“ usw. usw.


  Frage: Könnte man ein AI-Programm so „abstimmen“, daß es wie ich handelt, oder wie Sie oder wie jemand zwischen uns beiden?


  Spekulation: Nein. Ein intelligentes Programm wird kein Chamäleon sein, genauso wenig wie ein Mensch eins ist. Es wird sich auf die Beständigkeit seiner Speicher verlassen und nicht fähig sein, zwischen Persönlichkeiten hin- und herzuflitzen. Die Vorstellung, interne Parameter so zu verändern, daß sie sich auf eine „neue Persönlichkeit abstimmen“, läßt eine lachhafte Unterschätzung der Komplexität der Persönlichkeit erkennen.


  Frage: Wird es in einem AI-Programm ein „Herz“ geben, oder wird es einfach aus „sinnlosen Schleifen und Folgen trivialer Operationen“ (in den Worten Marvin Minskys 6) bestehen?


  Spekulation: Wenn wir ganz hinunter bis auf den Grund sehen könnten, wie das bei einem seichten Teich möglich ist, würden wir sicher nur „sinnlose Schleifen und Folgen trivialer Operationen“ sehen und sicher nicht so etwas wie ein „Herz“. Nun gibt es zwei Arten von extremen Auffassungen von AI: Die einen behaupten, daß der menschliche Geist aus tiefliegenden und geheimnisvollen Gründen nicht programmierbar ist. Die anderen sagen, daß man einfach die richtigen „heuristischen Hilfsmittel“ (multiple Optimierung, Tricks zum Erkennen von Mustern, Planung von algebraischen Systemen, rekursive Administrationsprozeduren usw.) zusammenstellen muß — und schon hat man Intelligenz. Mein eigener Standpunkt ist irgendwo in der Mitte, denn ich glaube, daß der „Teich“ eines AI-Programms sich als so tief und schlammig erweisen kann, daß wir gar nicht auf den Grund blicken können. Wenn wir ihn von oben betrachten, werden die Schleifen unsichtbar, genauso wie die stromtragenden Elektronen für die meisten Programmierer unsichtbar sind. Wenn wir ein Programm entwerfen, das den Turing-Test besteht, werden wir ein „Herz“ sehen, obgleich wir wissen, daß es keines gibt.


  Frage: Werden AI-Programme jemals „superintelligent“ sein?


  Spekulation: Ich weiß nicht. Es ist nicht klar, ob wir in der Lage wären, „Superintelligenz“ zu verstehen oder mit ihr in Verbindung zu treten, oder ob der Begriff überhaupt sinnlos ist. Zum Beispiel hängt unsere Intelligenz mit der Geschwindigkeit unseres Denkens zusammen. Wenn unsere Reflexe zehnmal schneller oder langsamer wären, hätten wir vielleicht ein ganz anderes Bündel von Begriffen zur Beschreibung der Welt entwickelt. Ein Wesen mit einer radikal andersartigen Weltauffassung hat vielleicht ganz einfach nicht sehr viele Berührungspunkte mit uns. Ich habe mich z. B. oft gefragt, ob es Musikstücke geben könnte, die sich zu Bach verhalten wie Bach zum Volkslied: sozusagen Bach im Quadrat. Und wäre ich fähig, sie zu verstehen? Vielleicht ist eine solche Musik bereits rings um mich herum, und ich habe sie einfach nicht erkannt, geradeso wie ein Hund unsere Sprache nicht versteht. Die Vorstellung von „Superintelligenz“ ist sehr seltsam. Auf jeden Fall halte ich sie nicht für das Ziel der AI-Forschung, obgleich Superintelligenz, wenn wir jemals die Stufe menschlicher Intelligenz erreichen werden, sicher das nächste Ziel sein wird — nicht nur für uns, sondern auch für die Kollegen AI-Programme, die ebenso neugierig auf AI und Superintelligenz sind. Es ist sehr wahrscheinlich, daß AI-Programme — verständlicherweise — äußerst neugierig auf AI als solche sein werden.


  Frage: Sie wollen also sagen, daß AI-Programme praktisch identisch mit Menschen sein werden. Gäbe es da gar keinen Unterschied?


  Spekulation: Wahrscheinlich werden die Unterschiede zwischen AI-Programmen und Menschen größer sein als die Unterschiede zwischen den meisten Menschen. Die Vorstellung, daß der „Körper“, dem ein AI-Programm innewohnt, es nicht entscheidend beeinflußt, ist beinahe unmöglich. Wenn es also nicht eine erstaunlich getreue Wiedergabe des menschlichen Körpers besäße (und warum sollte es?), hätte es wahrscheinlich völlig andere Ansichten, was wichtig, was interessant ist usw. Wittgenstein machte einmal die amüsante Bemerkung: „Wenn ein Löwe sprechen könnte, würden wir ihn nicht verstehen.“ Das erinnert mich an Rousseaus Gemälde mit dem sanften Löwen und der schlafenden Zigeunerin in der vom Mond beschienenen Wüste. Aber woher wußte Wittgenstein das? Ich glaube, daß jedes AI-Programm — wenn überhaupt verständlich — uns recht fremdartig vorkäme. Aus diesem Grunde wird es uns sehr schwerfallen, zu entscheiden, wann und ob wir es tatsächlich mit einem AI-Programm zu tun haben, oder einfach mit einem „ungewöhnlichen“ Programm.


  Frage: Werden wir verstehen, was Intelligenz und Bewußtsein und freier Wille und „Ich“ sind, wenn wir ein intelligentes Programm geschaffen haben?


  Spekulation: Irgendwie schon. Es kommt ganz darauf an, was man mit „Verstehen“ meint. Spontan hat jeder von uns wahrscheinlich ein so gutes Verständnis, als man eben bei solchen Dingen haben kann. Es ist wie beim Anhören von Musik. Versteht man Bach wirklich, wenn man ihn auseinandergenommen hat, oder hat man ihn damals verstanden, als wir ein solches Gefühl der Heiterkeit in jedem Nerv unseres Körpers verspürten? Verstehen wir, warum die Lichtgeschwindigkeit in jedem Bezugsrahmen konstant ist? Wir können die dazugehörigen mathematischen Berechnungen ausführen, aber eine wirklich relativistische Intuition hat niemand auf der ganzen Welt. Und wahrscheinlich wird niemand jemals die Geheimnisse der Intelligenz und des Bewußtseins intuitiv verstehen. Jeder von uns kann Menschen verstehen, und sehr viel weiter wird man wohl mit diesem Problem nicht kommen.


  Ai-Kanon


  Diesmal finden wir Achilles und Theo Schildkröte auf Besuch bei ihrem neuen Freund Sebastian Ai.


  Achilles: Soll ich Ihnen von meinem ulkigen Wettrennen mit Herrn S. erzählen?


  Ai: Bitte.


  Achilles: Es ist hierzulande recht berühmt geworden. Ich glaube, Zeno hat es sogar beschrieben.


  Ai: Klingt sehr gut.


  Achilles: War es auch. Schauen Sie, Theo S. war mir weit voraus. Er hatte einen solchen Riesenvorsprung  und doch ...


  Ai: Sie holten ihn ein, nicht wahr?


  Achilles: Ja, weil ich so schnell zu Fuß bin, verringerte sich die Entfernung zwischen uns konstant, und bald hatte ich ihn überholt.


  Ai: Der Abstand wurde immer kleiner, und so schafften Sie das.


  Achilles: Genau. Oh, schauen Sie. Theo Schildkröte hat seine Geige mitgebracht. Darf ich versuchen, darauf zu spielen?


  Schildkröte: Bitte nicht, klingt sehr falsch.


  Achilles: Oh, nun gut. Aber ich bin in der Stimmung, Musik zu machen. Ich weiß auch nicht warum.


  Ai: Sie können Klavier spielen, Achilles.


  Achilles: Danke, Sebastian. Ich werde es gleich versuchen. Ich wollte nur noch erwähnen, daß ich später ein Wettrennen anderer Art mit Herrn S. hatte. Leider, bei diesem Wettrennen -


  Schildkröte: Sie holten mich nicht ein, nicht wahr? Der Abstand wurde immer größer, und so schafften Sie das nicht.


  Achilles: Das ist wahr. Ich glaube, auch DIESES Wettrennen ist beschrieben worden, und zwar von Lewis Carroll. Nun, Sebastian Ai, ich mache Gebrauch von Ihrem Angebot, das Klavier auszuprobieren. Aber ich bin ein so schlechter Klavierspieler. Ich trau' mich nicht so recht.


  Ai: Sie sollten's versuchen.


  (Achilles setzt sich und beginnt, eine einfache Melodie zu spielen.)


  Achilles: Oh  das klingt aber höchst seltsam. So sollte es überhaupt nicht klingen! Etwas stimmt da ganz und gar nicht.


  Schildkröte: Sie können nicht Klavier spielen, Achilles; Sie sollten's nicht versuchen.


  Achilles: Es ist wie ein Klavier in einem Spiegel. Die hohen Noten sind links, die tiefen rechts. Jede Melodie kommt umgekehrt, wie auf dem Kopf stehend, heraus. Wer hätte jemals etwas so Verrücktes aushecken können?


  Schildkröte: Das ist eben charakteristisch für Ais, sie hängen von ...


  


  [image: Abb. 133]


  Abb. 133. AI-Kanon, aus dem Musikalischen Opfer von J. S. Bach [Notensatz durch Donald Byrds Programm SMUT]


  Achilles: Ja, ich weiß  von Ästen  natürlich mit dem Kopf nach unten. Das Ai-Klavier wäre das Richtige, um umgekehrte Melodien zu spielen, wie sie in gewissen Kanons und Fugen vorkommen. Aber das Klavier von einem Baum herunterhängend zu spielen, muß doch sehr schwer sein. Da muß man wohl viel Energie aufwenden.


  Ai: Das ist nicht eben charakteristisch für Ais.


  Achilles: Nein, ich glaube, daß Ais das Leben sehr leicht nehmen. Sie tun alles etwa halb so schnell wie normal. Und dazu noch mit dem Kopf nach unten. Was für eine seltsame Art, durchs Leben zu gehen! A propos Dinge, die sowohl verkehrt als auch verlangsamt sind: es gibt einen Canon per augmentationem, contrario motu im Musikalischen Opfer. In meiner Ausgabe stehen die Buchstaben S, A und T vor den drei Notenlinien. Warum weiß ich nicht. Jedenfalls finde ich, daß Bach das sehr geschickt durchgeführt hat. Was meinen Sie, Theo?


  Schildkröte: Er hat sich selbst übertroffen. Was die Buchstaben SAT betrifft  raten Sie mal , wofür sie stehen!


  Achilles: Sopran, Alt und Tenor. Dreiteilige Stücke sind oft für diese Stimmenkombination komponiert worden, nicht wahr, Sebastian?


  Ai: Sie stehen für -


  Achilles: Moment bitte, Sebastian. Theo Schildkröte, warum ziehen Sie Ihren Mantel an? Sie gehen doch nicht etwa fort? Wir wollten gerade eine Kleinigkeit zu uns nehmen. Sie sehen sehr müde aus. Wie fühlen Sie sich denn?


  Schildkröte: Ausgebrannt. So long! (Schleppt sich müde aus der Tür.)


  Achilles: Der arme Kerl  er sah wirklich erschöpft aus. Er hat den ganzen Morgen lang Jogging gemacht. Er trainiert für einen weiteren Wettlauf mit mir.


  Ai: Er hat sich selbst übernommen.


  Achilles: Ja, aber vergeblich. Ein Ai könnte er vielleicht besiegen ... aber mich? Niemals! Nun  wollten Sie mir nicht gerade sagen, wofür die Buchstaben SAT stehen?


  Ai: Was die Buchstaben ,,SAT betrifft, werden Sie nie erraten, wofür sie stehen.


  Achilles: Nun, wenn sie nicht für das stehen, was ich dachte, dann bin ich aber neugierig! Vielleicht denke ich mal ein bißchen darüber nach. Sagen Sie mir, wie machen Sie Pommes Frites?


  Ai: Angebrannt sollten sie nicht sein.


  Achilles: Ach ja  ich erinnere mich. Ich schneide die Kartoffeln in Streifen von 3-5 cm Länge.


  Ai: So kurz?


  Achilles: Also gut. Von jetzt an werde ich 10 cm lange schneiden. Junge Junge, das werden aber gute Pommes Frites! Pech, daß Herr S. nicht hier sein wird, um mitzuhalten.


  KAPITEL XX


  Seltsame Schleifen

  oder

  Verwickelte Hierarchien


  Können Maschinen Originalität besitzen?


  IM VORLETZTEN KAPITEL beschrieb ich Arthur Samuels sehr erfolgreiches Damespielprogramm — eben jenes, das seinen eigenen Schöpfer schlagen konnte. In diesem Zusammenhang ist es interessant zu wissen, was Samuel selbst über das Problem „Computer und Originalität“ denkt. Die folgenden Auszüge sind einer Antwort (1960) auf einen Artikel von Norbert Wiener entnommen.


  Meine Überzeugung ist es, daß Maschinen keine Originalität besitzen können in dem Sinn, den Wiener impliziert, wenn er sagt, daß „Maschinen ein paar der Grenzen ihrer Konstrukteure transzendieren können und dies tatsächlich auch tun und daß sie dabei sowohl leistungsfähig wie auch gefährlich sein können“ ...


  Eine Maschine ist kein Geist, sie funktioniert nicht durch Magie, sie hat keinen Willen, und — entgegen Wieners Ansicht — es kommt nichts aus ihr heraus, was nicht vorher in sie hineingesteckt wurde, ausgenommen natürlich in seltenen Fällen von Funktionsstörungen ...


  Die „Absichten“, die die Maschine scheinbar zu erkennen gibt, sind von vornherein festgelegte Absichten des menschlichen Programmierers, oder es sind untergeordnete, von diesen, gemäß den vom Programmierer spezifizierten Regeln, abgeleitete Absichten. Wir können uns sogar noch höhere Abstraktionsstufen vorstellen, wie das ja auch Wiener tut, auf denen das Programm nicht nur die untergeordneten Absichten modifiziert, sondern auch die Regeln, die bei ihrer Ableitung verwendet wurden, oder die Art, in denen es die Regeln modifiziert usw. und auf denen eine Maschine sogar eine zweite mit größeren Fähigkeiten entwerfen und konstruieren kann. Indessen, und das ist wichtig: die Maschine kann und wird nicht [Hervorhebung durch den Verfasser] irgend etwas von diesen Dingen tun, bis man sie angewiesen hat, wie sie vorzugehen habe. Zwischen i) jeder letztmöglichen Ausdehnung und Verfeinerung in dem Prozeß, die Wünsche des Menschen auszuführen und ii) der Entwicklung eines der Maschine eigenen Willens besteht eine unüberbrückbare Kluft, und logischerweise muß es eine solche geben. Wer etwas anderes glaubt, glaubt entweder an Magie oder aber, daß der freie Wille des Menschen eine Illusion ist und daß die Handlungen eines Menschen so mechanisch sind wie die einer Maschine. Vielleicht sind Wieners Artikel und meine Antwort darauf beide mechanistisch determiniert, aber das zu glauben weigere ich mich. 1


  Das erinnert mich an Lewis Carrolls Dialog (die Zweistimmige Invention); ich will versuchen das zu erklären. Samuel stützt sein Argument gegen Bewußtsein (und Willen) von Maschinen auf die Vorstellung, daß jede Beschreibung des Willens in mechanischen Ausdrücken einen unendlichen Regreß mit sich brächte. In ähnlicher Weise argumentiert Carrolls Schildkröte, daß kein Schritt beim folgerichtigen Denken, so einfach er auch sein möge, getan werden kann, ohne daß man eine Regel auf einer höheren Stufe heranzieht, um diesen Schritt zu rechtfertigen. Da aber auch das ein Schritt folgerichtigen Denkens ist, muß man zu einer Regel auf noch höherer Stufe Zuflucht nehmen usw. Schlußfolgerung: Folgerichtiges Denken bedingt einen unendlichen Regreß.


  Natürlich stimmt etwas an dem Argument der Schildkröte nicht, und ich glaube, daß mit Samuels Argument etwas Analoges nicht stimmt. Um zu zeigen, in welcher Weise die Trugschlüsse einander analog sind, werde ich jetzt dem Teufel helfen, also den Advocatus Diaboli spielen. (Da, wie bekannt, Gott denen hilft, die sich selber helfen, wird der Teufel wohl denen — und nur denen — helfen, die sich nicht selber helfen. Hilft der Teufel sich selbst?) Hier nun meine teuflischen Schlußfolgerungen aus Carrolls Dialog:


  Die Schlußfolgerung „Folgerichtiges Denken ist unmöglich“ trifft auf Menschen nicht zu, denn wie jedermann klar ist, bringen wir es fertig, viele Denkschritte zu tun, ungeachtet aller höheren Stufen. Das zeigt, daß die Menschen handeln, ohne Regeln zu benötigen: Wir sind „nichtinformale Systeme“. Auf der anderen Seite, als ein Argument gegen die Möglichkeit einer mechanischen Exemplifizierung folgerichtigen Denkens ist sie gültig, denn jedes mechanische Denksystem müßte sich explizit auf Regeln verlassen, und so könnte es sich nicht vom Boden abheben, wenn es nicht Metaregeln hätte, die ihm sagen, wann seine Regeln anzuwenden sind, Metametaregeln, die ihm sagen, wann es die Metaregeln anwenden solle usw. Wir können schließen, daß die Fähigkeit, folgerichtig zu denken, niemals mechanisiert werden kann. Es ist eine ausschließlich menschliche Fähigkeit.


  Was stimmt an der Auffassung des Teufelsadvokaten nicht? Offensichtlich die Annahme, daß eine Maschine ohne eine Regel, die ihr vorschreibt, was sie tun muß, nichts tun kann. In Wirklichkeit umgehen Maschinen die einfältigen Einwände der Schildkröte so leicht, wie Menschen das tun, und zudem aus genau dem gleichen Grunde. Sowohl Maschinen wie auch Menschen bestehen aus Hardware, die nach den physikalischen Gesetzen von allein abläuft. Es ist nicht nötig, sich auf „Regeln, die gestatten, Regeln anzuwenden“ zu verlassen, weil die Regeln niedrigster Stufe, die, denen kein „Meta“ vorangeht, in die Hardware eingebettet sind, und sie laufen ohne Erlaubnis ab. Moral: Carrolls Dialog sagt letzten Endes über die Unterschiede zwischen Menschen und Maschinen nichts aus. (Und folgerichtiges Denken ist in der Tat mechanisierbar.)


  Soviel zu Carrolls Dialog. Weiter zu Samuels Argument. Sein Anliegen, wenn ich es karikieren darf, ist dieses:


  Kein Computer „will“ jemals etwas tun, weil er von jemand anders programmiert wurde. Nur wenn er sich selbst vom Nullpunkt aus nach oben programmieren könnte — absurde Vorstellung! — würde er ein eigenes Verlangen verspüren.


  In seinem Argument rekonstruiert Samuel die Stellung der Schildkröte, wobei er „folgerichtiges Denken“ durch „Wollen“ ersetzt. Er impliziert, daß hinter jeder Mechanisierung des Wollens entweder ein unendlicher Regreß oder, noch schlimmer, eine geschlossene Schleife steht. Wenn das der Grund dafür ist, daß Computer keinen eigenen Willen haben — wie steht es mit dem Menschen? Das gleiche Kriterium impliziert:


  Solange ein Mensch sich nicht selbst konstruiert und seine eigenen Wünsche aussucht (und auch aussucht, daß er seine eigenen Wünsche aussucht), kann man nicht sagen, daß er einen eigenen Willen hat.


  Hier halten wir inne, um darüber nachzudenken, woher das Gefühl stammt, daß wir einen Willen haben. Wenn man an keine „Seele“ glaubt, wird man wohl sagen, daß es vom Gehirn kommt — ein Stück Hardware, das wir nicht selbst konstruiert oder ausgewählt haben. Und doch tut das unserem Gefühl, daß wir gewisse Dinge wollen, andere aber nicht, keinen Abbruch. Wir sind keine „selbstprogrammierten Objekte“ (was immer das wäre), aber wir verspüren trotzdem ein Verlangen, und das entstammt dem physischen Substrat unserer Mentalität. Gleichermaßen können Maschinen eines Tages einen Willen haben, trotz der Tatsache, daß kein magisches Programm spontan im Gedächtnis aus heiterem Himmel auftritt (ein „selbstprogrammiertes Programm“). Einen Willen werden sie haben aus so ziemlich den gleichen Gründen wie wir vermöge von Organisation und Struktur auf vielen Stufen der Hardware und Software. Moral: Samuels Argument besagt letzten Endes nichts über die Unterschiede zwischen Menschen und Maschinen. (Und freier Wille wird tatsächlich mechanisiert werden.)


  Jeder Verwickelten Hierarchie liegt eine

  unveränderliche Ebene zugrunde


  Gleich nach der Zweistimmigen Invention schrieb ich, daß ein zentrales Thema dieses Buches laute: „Folgen Wörter und Gedanken formalen Regeln?“ Ein wichtiges Anliegen dieses Buches war, die Vielstufigkeit von Geist/Gehirn aufzuzeigen, und ich habe versucht, darzutun, warum die abschließende Antwort lautet: „Ja — vorausgesetzt, daß man zur tiefsten Stufe — der Hardware — hinuntersteigt, um die Regeln zu finden.“


  Nun taucht in Samuels Aussage ein Gedanke auf, den ich weiterverfolgen möchte. Es ist der folgende: Wenn wir Menschen denken, ändern wir tatsächlich unsere eigenen mentalen Regeln, und wir ändern die Regeln, die die Regeln ändern usw. usw. Das sind aber sozusagen „Software-Regeln“. Die ganz unten liegenden Regeln aber ändern sich nicht. Die Neuronen funktionieren die ganze Zeit in der gleichen einfachen Weise. Man kann Neuronen nicht dazu „überdenken“, nicht-neuronal zu arbeiten, obwohl man sein Gehirn, den Stil oder den Gegenstand des Denkens ändern lassen kann. Wie Achilles in Präludium und ... emsige Fuge hat man Zutritt zu seinen Gedanken, nicht aber zu seinen Neuronen. Software-Regeln auf verschiedenen Stufen können sich ändern, Hardware-Regeln aber nicht — ja, auf ihrer Starrheit beruht die Flexibilität der Software. Keineswegs eine Paradoxie, vielmehr eine fundamentale einfache Tatsache über die Mechanismen der Intelligenz.


  Die Unterscheidung zwischen selbstmodifizierbarer Software und unveränderlicher Hardware ist das, was ich in diesem Schlußkapitel ausführen will, indem ich eine Anzahl von Variationen zu einem Thema entwickle. Einige dieser Variationen muten den Leser vielleicht als ziemlich weit hergeholt an, aber wenn ich die Schleife schließe, indem ich zum Gehirn, zum Geist und zum Bewußtsein-Empfinden zurückkehre, wird der Leser, so hoffe ich, in all den Variationen den invarianten Kern gefunden haben.


  Mein Hauptziel in diesem Kapitel ist, einige Bilder zu vermitteln, die mir dabei behilflich sind, eine Vorstellung davon zu entwickeln, wie das Bewußtsein aus dem Neuronen-Dschungel auftaucht — ein Bild von ungreifbaren Intuitionen zu vermitteln in der Hoffnung, daß diese Intuitionen wertvoll sind und vielleicht anderen ein bißchen behilflich sind, zu einer klareren Formulierung ihrer eigenen bildlichen Vorstellungen vom Funktionieren des Geistes zu gelangen. Mehr kann ich nicht hoffen, als daß meines Geistes verschwommene Bilder vom Geist und von Bildern als Katalysatoren für deutlicher umrissene Bilder vom Geist und von Bildern im Geist anderer dienen.


  Ein selbstmodifizierendes Spiel


  Eine erste Variante also betrifft Spiele, bei denen derjenige, welcher gerade an der Reihe ist, die Regeln modifizieren kann. Denken wir ans Schach. Offensichtlich bleiben die Regeln die gleichen, nur die Stellung auf dem Brett wechselt mit jedem Zug. Erfinden wir aber nun eine Variante, bei der der Spieler, der am Zug ist, entweder einen Zug ausführen oder aber die Regeln ändern kann. Aber wie? Beliebig? Können wir es in ein Dame-Spiel umwandeln? Natürlich wäre eine solche Anarchie sinnlos. Gewisse Einschränkungen sind notwendig. Zum Beispiel könnte eine Version die sein, daß man Springerzüge neu definiert. Anstatt 1-und-dann-2, könnten Sie m-und-dann-n lauten, wobei m und n beliebige natürliche Zahlen wären, und wenn man an der Reihe ist, könnte man entweder m oder n um plus oder minus 1 verändern. So könnte es von 1-2 nach 1-3, nach 0-3, nach 0.4, nach 0-5, nach 1-5, nach 2-5 ... gehen. Sodann könnte es Regeln geben, wie man die Züge der Läufer neu definiert und ebenso die der anderen Figuren, Regeln für die Hinzufügung von neuen und die Wegnahme alter Felder ...


  Nun haben wir zwei Schichten von Regeln: diejenigen, die uns sagen, wie wir die Figuren bewegen müssen, und diejenigen, die uns sagen, wie wir die Regeln ändern sollen. Wir haben somit Regeln und Metaregeln. Der nächste Schritt ist klar: Einführung von Metametaregeln, vermöge derer wir die Metaregeln ändern können. Nicht so klar ist aber, wie das geschehen soll. Regeln für die Bewegungen der Figuren aufzustellen ist deshalb einfach, weil die Figuren sich in einem formalisierten Raum bewegen: dem Schachbrett. Wenn man eine einfache formale Notation entwirft, um Regeln und Metaregeln auszudrücken, dann können sie wie Ketten formal manipuliert werden, oder sogar wie Schachfiguren selbst. Um die Dinge bis zu ihrem logischen Ende zu führen, könnte man sogar Regeln und Metaregeln in Stellungen auf zusätzlichen Schachbrettern ausdrücken. Dann könnte eine beliebige Stellung als ein Spiel verstanden werden, oder als ein Satz von Regeln oder einer von Metaregeln usw., je nachdem, welche Interpretation man ihr gibt. Natürlich müßten sich beide Spieler einig sein, wie sie die Notation interpretieren.


  Nun können wir beliebig viele Schachbretter nebeneinander haben: eines für das Spiel, eines für Regeln, eines für Metaregeln, eines für Metametaregeln und so weiter, so lange man will. Wenn man am Zug ist, kann man auf irgendeinem Schachbrett einen Zug ausführen — ausgenommen dem obersten —, indem man die passenden Regeln anwendet (diese werden auf dem hierarchisch nächsthöheren Brett vorgegeben). Beide Spieler würden ohne Zweifel völlig verwirrt durch die Tatsache, daß fast alles (aber nicht alles!) sich verändern kann. Definitionsgemäß kann das Schachbrett der obersten Stufe nicht verändert werden, weil es keine Regeln dafür gibt, die besagen, wie es zu ändern wäre. Dieses Brett ist unveränderlich. Es gibt noch mehr Unveränderliches: die Konventionen, mittels derer die verschiedenen Bretter interpretiert werden, die Übereinkunft, abwechselnd zu ziehen, die Übereinkunft, daß jeder Spieler ein Schachbrett verändern kann, wenn er am Zug ist usw. Bei sorgfältiger Prüfung dieser Idee wird der Leser noch anderes finden.


  Nun ist es möglich, bei der Entfernung der Pfeiler, an denen man sich orientieren kann, noch beträchtlich weiter zu gehen. Schritt für Schritt. Wir beginnen damit, daß wir die ganze Anordnung von Brettern in ein einziges zusammenfallen lassen. Was heißt das? Bei der Interpretation der Bretter wird es zwei Möglichkeiten geben: 1) als zu ziehende Figuren und 2) als Regel für das Ziehen von Figuren. Wenn man an der Reihe ist, zieht man eine Figur und verändert damit notgedrungen die Regel. So ändern sich die Regeln fortwährend selbst. Wir erinnern uns an die Typogenetik oder sogar an die Genetik selbst. Die Unterscheidung zwischen Spiel, Regeln, Metaregeln, Metametaregeln ist verlorengegangen. Was eine klare, hübsche hierarchische Angelegenheit war, ist zu einer Seltsamen Schleife geworden, oder zu einer verwickelten Hierarchie. Die Züge ändern die Regeln, die Regeln bestimmen die Züge — Ringel-ringel-Reihen ... Noch gibt es verschiedene Stufen, aber die Unterscheidung zwischen „tiefer“ und „höher“ ist verlorengegangen.


  Nun ist ein Teil dessen, was unveränderlich war, veränderlich geworden. Es gibt aber noch immer genügend Unveränderliches. Genau wie vorher bestehen zwischen den beiden Spielern Konventionen, gemäß denen das Brett als eine Sammlung von Regeln interpretiert wird. Man hat vereinbart, abwechselnd zu ziehen, und vermutlich gibt es noch andere stillschweigend vorausgesetzte Konventionen. Man beachte also, daß die Vorstellung von verschiedenen Ebenen auf unerwartete Weise überlebt hat. Da ist eine unveränderliche Ebene — nennen wir sie U-Ebene — auf der die Konventionen zu Hause sind; es gibt außerdem eine verwickelte Ebene — die V-Ebene —, auf der die verwickelte Hierarchie beheimatet ist. Diese beiden Ebenen sind noch immer hierarchisch: die U-Ebene bestimmt, was auf der V-Ebene geschieht, aber die V-Ebene wirkt auf die U-Ebene nicht ein und kann auch gar nicht auf sie einwirken. Daß die V-Ebene selbst eine verwickelte Hierarchie ist, spielt dabei keine Rolle. Sie wird von einem Bündel von Konventionen außerhalb ihrer selbst bestimmt. Und darauf kommt es an.


  Wie sich der Leser ohne Zweifel schon vorgestellt hat, gibt es nichts, was uns davon abhielte, das „Unmögliche“ zu tun, nämlich die U-Ebene mit der V-Ebene zu vermischen, indem man die Interpretations-Konventionen selbst je nach der Stellung auf dem Brett der Revision unterwirft. Um aber eine solche „Super-Verwicklung“ zu verwirklichen, müßte man mit seinem Gegner weitere Vereinbarungen über Verbindungen zwischen den beiden Ebenen treffen, und dieser Akt würde eine neue Ebene erzeugen, eine neue Art von unveränderlicher Ebene über der „super-verwickelten“ Ebene (oder darunter, wenn man das vorzieht). Und das könnte immer so weitergehen. Die dabei vorgenommenen „Sprünge“ wären jenen sehr ähnlich, denen wir in der Geburtstagskantatatata und bei der wiederholten Gödelisierung verschiedener Verfeinerungen von TNT begegnet sind. Jedesmal wenn man am Ende angelangt zu sein glaubt, findet sich eine neue Variation des Themas „aus dem System hinausspringen“ die zu erkennen freilich eine gewisse Kreativität erfordert.


  Noch einmal das Autoren-Dreieck


  Es liegt mir nichts daran, dem seltsamen Thema der immer abstruseren Verwicklungen, wie sie sich im selbst-modifizierenden Schach ergeben können, nachzugehen. Ich wollte nur in einigermaßen anschaulicher Weise zeigen, wie es in jedem System immer irgendeine „geschützte“ Stufe gibt, die für auf anderen Ebenen geltende Regeln unangreifbar ist, gleichgültig wie verwickelt ihre Wechselwirkung untereinander sein mag. Ein amüsantes Rätsel aus Kapitel IV illustriert dieselbe Idee in etwas anderem Zusammenhang. Vielleicht wird es Sie überraschen:


  Wir haben drei Autoren: Z, T und E. Nun existiert Z nur in einem Roman von T. Gleichermaßen existiert T nur in einem Roman von E. Und auch E existiert seltsamerweise nur In einem Roman — natürlich von Z. Ist nun ein solches „Autoren-Dreieck“ wirklich möglich (s. Abb. 134)?


  [image: Abb. 134.]


  Abb. 134. Ein „Autoren-Dreieck“.
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  Abb. 135. Zeichnen, von M. C. Escher (Lithographie, 1948).


  [image: Abb. 136.]


  Abb. 136. Abstraktes Diagramm von M C. Eschers Zeichnen. Oben eine scheinbare Paradoxie, unten die Auflösung.


  Natürlich ist es möglich. Aber es gibt da einen Trick ... Alle drei Autoren, Z, T und E, sind selber Gestalten in einem anderen Roman — von H! Man kann sich das Z-T-E-Dreieck als Seltsame Schleife oder Verwickelte Hierarchie vorstellen; aber der Autor H befindet sich außerhalb des Raumes, in dem die Verwicklung stattfindet — Autor H ist in einem unveränderlichen Raum. Obgleich Z, T und E alle direkt oder indirekt zueinander Zugang haben und sich in ihren verschiedenen Romanen allerhand Gemeinheiten zufügen können, kann keiner von ihnen das Leben von H bedrohen. Sie können ihn sich nicht einmal vorstellen, genauso wenig, wie man sich den Autor des Buchs vorstellen kann, in dem man selber auftritt. Müßte ich den Autor H zeichnen, so würde ich ihn irgendwo außerhalb des vorliegenden Blatts repräsentieren. Natürlich würde das ein Problem mit sich bringen, da das Zeichnen eines Gegenstandes ihn ja notwendigerweise auf ein Blatt brächte ... Auf jeden Fall befindet sich H tatsächlich außerhalb der Welt von Z, T und E und sollte auch so dargestellt werden.


  Eschers Zeichnen


  Eine andere klassische Variante unseres Themas ist Eschers Bild Zeichnen (Abb. 135). Hier zeichnet eine linke Hand (LH) eine rechte (RH), während gleichzeitig RH LH zeichnet. Wieder kehren sich Ebenen, die gewöhnlich als hierarchisch angesehen werden — das, was zeichnet, und das, was gezeichnet wird — gegen sich selbst und erzeugen so eine Verwickelte Hierarchie. Aber das Thema dieses Kapitels wird natürlich durchgehalten, denn hinter all dem steckt doch die ungezeichnete, aber zeichnende Hand von M. C. Escher, dem Schöpfer sowohl von LH wie von RH. Escher steht außerhalb des Zweihand-Raums, was man in meiner schematischen Repräsentierung (Abb. 136) deutlich sehen kann. In dieser schematischen Repräsentierung von Eschers Bild ist die Seltsame Schleife oder die Verwickelte Hierarchie oben, ebenso sieht man darunter die unveränderliche Ebene, die es ermöglicht, daß man erstere sehen kann. Man könnte Eschers Bild noch weiter „escherisieren“, indem man die zeichnende Hand fotografierte usw.


  Gehirn und Geist: Eine neurale Verwicklung stützt eine

  symbolische Verwicklung


  Nun können wir das auf das Gehirn wie auch auf AI-Programme anwenden. Beim Denken aktivieren Symbole andere Symbole, und alle treten heterarchisch in Wechselwirkung. Des weiteren können die Symbole gegenseitig bewirken, daß sie sich im Innern verändern, so wie Programme, die auf andere Programme einwirken. Die Illusion kommt dadurch zustande, daß es wegen der Verwickelten Hierarchie von Symbolen keine unveränderlichen Ebenen gibt. Man glaubt, es gebe keine solche Ebene, weil sie unseren Blicken verborgen ist.


  Wäre es möglich, das ganze Bild zu schematisieren, so hätten wir einen gigantischen Wald von Symbolen, die durch miteinander verwickelte Linien wie Ranken in einem tropischen Dschungel verbunden sind. Das wäre dann die oberste Stufe, die Verwickelte Hierarchie, in der die Gedanken wirklich hin- und herfließen. Das ist die schwer zu fassende Stufe des Geistes: das Analogon zu LH und RH. Ganz unten in der schematischen Abbildung, analog der unsichtbaren „Antriebskraft“ Escher, wäre eine Repräsentierung der Myriaden von Neuronen — das „unveränderliche Substrat“, das die Verwicklung über sich entstehen läßt. Interessanterweise ist diese andere Ebene selbst eine Verwicklung im wörtlichen Sinn: Milliarden von Zellen und Hunderte von Milliarden von Axonen, die sie alle miteinander verbinden.


  Das ist ein interessanter Fall, in dem eine Software-Verwicklung, nämlich die der Symbole, von einer Hardware-Verwicklung, der der Neuronen, gestützt wird. Die neurale Verwicklung ist eine „einfache“ Verwicklung. Der Unterschied ist ungefähr der gleiche wie der zwischen Seltsamer Schleife und Rückkopplung, den ich in Kapitel XVI erwähnte. Eine Verwickelte Hierarchie liegt dann vor, wenn das, was man als säuberlich getrennte hierarchische Ebenen aufgefaßt hat, einen überrascht, indem es sich zurückfaltet auf eine Art, die der Hierarchie Gewalt antut. Das Element der Überraschung ist wichtig. Es ist der Grund, warum ich Seltsame Schleifen „seltsam“ nenne. Eine einfache Verwicklung bringt wie eine Rückkopplung keine Verletzungen von angenommenen Unterschieden zwischen den Ebenen mit sich. Ein Beispiel ist das folgende: Sie stehen unter der Dusche und waschen den linken Arm mit der rechten Hand und umgekehrt. An diesem Bild ist nichts Seltsames. Nicht umsonst entschloß sich Escher, Hände zu zeichnen, die Hände zeichnen.


  Dinge wie das Waschen von Armen geschehen fortwährend, und wir schenken ihnen keine besondere Beachtung. Ich sage Ihnen etwas, und dann sagen Sie Ihrerseits etwas zu mir. Paradox? Nein. Unsere Wahrnehmung der anderen hat von vornherein nichts mit Hierarchien zu tun; deshalb haben wir auch nicht das Gefühl des „Seltsamen“.


  Wo andererseits die Sprache tatsächlich Seltsame Schleifen erzeugt, geschieht das, wenn sie — direkt oder indirekt — über sich selbst spricht. Hier springt etwas im System heraus und wirkt auf das System ein, als wäre es außerhalb des Systems. Was uns Mühe macht, ist vielleicht ein ungewisses Gefühl, daß topologisch etwas nicht ganz stimmt. Der Unterschied zwischen Innen und Außen ist wie in der berühmten „Kleinschen Flasche“ verwischt. Obgleich das System eine Abstraktion ist, verwendet unser Geist räumliche Vorstellungen mit einer Art gedanklicher Topologie.


  Zurück zur Symbolverwicklung. Wenn wir nur sie ins Auge fassen und die Neuronen-Verwicklung vergessen, dann sehen wir vielleicht ein selbstprogrammiertes Objekt — in genau der gleichen Art, in der wir ein selbstgezeichnetes Bild sehen, wenn wir Zeichnen betrachten und irgendwie der Illusion verfallen, indem wir Eschers Existenz vergessen. Für das Bild ist das unwahrscheinlich — aber für Menschen und die Art, in der sie ihre geistige Tätigkeit betrachten, ist es das, was gewöhnlich geschieht. Wir empfinden uns als selbstprogrammiert. Ja, wir können gar nicht anders empfinden, denn wir sind abgeschirmt gegen die tiefere Stufe, die der neuralen Verwicklung. Unsere Gedanken scheinen in ihrem eigenen Raum umherzuwandern, wobei sie neue Gedanken erzeugen und alte modifizieren, und niemand bemerkt irgendwelche Neuronen, die uns weiterhelfen. Aber das ist zu erwarten. Wir können es eben nicht.


  Eine analoge Zweideutigkeit kann sich bei Lisp-Programmen einstellen, die so konstruiert sind, daß sie in ihr eigenes Inneres greifen und ihre Struktur verändern können. Betrachtet man sie auf der Lisp-Ebene, wird man sagen, daß sie sich selbst ändern, wenn man aber auf andere Ebenen umschaltet und Lisp-Programme als Daten für die Lisp-Interpreter ansieht (Kapitel X), dann ist in der Tat das einzige ablaufende Programm der Interpreter, und die vorgenommenen Änderungen sind lediglich Veränderungen von einzelnen Daten. Der Lisp-Interpreter selbst ist gegen Veränderungen abgeschirmt.


  Wie man derartig verwickelte Situationen beschreibt, hängt davon ab, wie weit man bei Beginn der Beschreibung zurücktritt. Tritt man weit genug zurück, kann man oft den Schlüssel entdecken, der einem gestattet, die Dinge zu entwickeln.


  Seltsame Schleifen in der Staatsgewalt


  Ein faszinierendes Gebiet, in dem Hierarchien sich verwickeln, ist das der Staatsgewalt, besonders hinsichtlich der Rechtsprechung. Im allgemeinen denkt man an zwei Parteien, die ihren Fall dem Gericht vorlegen, und dieses entscheidet. Das Gericht steht auf einer höheren Stufe als die Kontrahenten. Seltsame Dinge können geschehen, wenn die Gerichte selbst sich in Rechtsfälle verstricken. Gewöhnlich gibt es einen höheren Gerichtshof, der außerhalb des Prozesses steht; sogar wenn zwei untergeordnete Gerichte sich in einen seltsamen Kampf verwickeln, in der jedes Gerichtsbarkeit über das andere beansprucht, gibt es ein höheres Gericht, und in einem gewissen Sinn ist es analog den unveränderlichen Interpretations-Konventionen, wie wir sie bei der verzerrten Schachversion besprochen haben.


  Was aber geschieht, wenn es keinen höheren Gerichtshof gibt, und wenn der Oberste Gerichtshof sich selbst in juristische Schwierigkeiten verstrickt? Verwirrungen dieser Art gab es in der „Watergate"-Affäre. Präsident Nixon drohte, nur einem „definitiven Urteil“ des Obersten Gerichtshofs zu gehorchen und beanspruchte dann das Recht, zu bestimmen, was „definitiv“ sei. Nun wurde diese Drohung nicht wahrgemacht; wäre sie aber ausgeführt worden, hätte sie eine monumentale Konfrontation zwischen zwei Ebenen der Staatsgewalt ausgelöst, von denen jede auf gewisse Weise mit Recht in Anspruch nehmen kann, „über“ der anderen zu stehen — und wer sollte entscheiden, welche im Recht ist? Sagt man „der Kongreß“, so löst das das Problem nicht, denn der Kongreß könnte dem Präsidenten befehlen, dem Obersten Gerichtshof zu gehorchen, doch der Präsident könnte sich dennoch weigern und behaupten, er habe das Recht, dem Obersten Gerichtshof (und dem Kongreß!) unter gewissen Umständen nicht zu gehorchen. Das wäre dann ein neuer Gerichtsfall und würde das ganze System in Unordnung stürzen, weil es so unerwartet wäre, so Verwickelt, so Seltsam!


  Wenn man einmal so mit dem Kopf gegen die Decke gestoßen ist, die einen nicht aus dem System hinaus zu einer noch höheren Autorität springen läßt, bietet sich ironischerweise die einzige Rettung bei Kräften an, die weniger gut durch Regeln definiert sind, aber ohnehin die einzige Quelle der Regeln höherer Ebene darstellen: die Regel niedrigerer Stufe, was in diesem Fall bedeutet: die allgemeine Reaktion der Gesellschaft. Man tut gut daran, sich zu erinnern, daß in einer Gesellschaft wie der unseren das Rechtssystem in einem gewissen Sinn eine höfliche Geste ist, die Millionen von Menschen kollektiv gewährt haben — und es kann genauso leicht außer Kraft gesetzt werden wie ein Fluß, der seine Ufer überschwemmt. Dann übernimmt anscheinend die Anarchie die Macht; aber diese Anarchie hat ihre eigenen Regeln, genau so wie die zivilisierte Gesellschaft: sie funktionieren bloß von unten nach oben und nicht von oben nach unten. Ein Anarchie-Forscher könnte versuchen, Regeln zu finden, gemäß denen anarchische Situationen entstehen, und höchstwahrscheinlich gibt es solche Regeln.


  Hier ist eine Analogie aus der Physik nützlich. Wie früher erwähnt, gehorchen im Gleichgewicht befindliche Gase einfachen Gesetzen, die Temperatur, Druck und Volumen miteinander verbinden. Indessen kann ein Gas die Gesetze verletzen (wie ein Präsident Gesetze verletzen kann) — vorausgesetzt, es ist nicht in einem Gleichgewichtszustand. In Situationen ohne Gleichgewicht kann der Physiker bei der Beschreibung nur zu der statistischen Mechanik Zuflucht nehmen — das heißt, zu einem Beschreibungsniveau, das nicht makroskopisch ist, denn die letztendliche Erklärung des Verhaltens eines Gases liegt immer auf der Molekularstufe, genau wie die letztendliche Erklärung politischen Verhaltens einer Gesellschaft immer bei der Basis liegt. Auf dem Spezialgebiet der Thermodynamik bemühen sich die Forscher, das Verhalten von Gasen (und anderen Systemen) zu beschreiben, die nicht im Gleichgewicht sind. Das ist analog jenem Zweig der Politologie, in dem nach Gesetzen gesucht wird, die anarchische Gesellschaften bestimmen.


  Andere merkwürdige Verwicklungen in der Staatsgewalt entstehen, wenn das FBI seine eigenen Missetaten ermittelt; ein Polizeibeamter, der während seiner Amtszeit ins Gefängnis kommt, die Anwendung parlamentarischer Verfahrensregeln auf die Regeln selbst usw. Einer der merkwürdigsten Rechtsfälle, die mir bekannt sind, war der eines Mannes, der übersinnliche Kräfte zu besitzen behauptete. Er behauptete sogar, er könne mit seinen übersinnlichen Kräften persönliche Charakterzüge aufdecken und so den Rechtsanwälten bei der Beeinflussung von Geschworenen behilflich sein. Was wenn der so Begabte selbst eines Tages vor Gericht gekommen wäre? Welche Auswirkungen hätte das auf einen Geschworenen, der fest an Außersinnliche Wahrnehmung (ASW) glaubt? Wie weit wird er sich von dem übersinnlich Begabten beeinflußt fühlen (gleichgültig, ob dieser wirklich einer ist oder nicht)? Das Gebiet ist es wert, erforscht zu werden — ein großartiger Tummelplatz sich selbst erfüllender Prophezeiungen.


  Verwicklungen von Wissenschaft und Okkultem


  A propos übersinnlich Begabte und ASW — ein anderes Gebiet, in dem Seltsame Schleifen in Hülle und Fülle zu finden sind, ist das der Grenzwissenschaften. Diese stellen die gängigen Verfahrensweisen und das Ansehen der orthodoxen Wissenschaft und damit die Objektivität der Wissenschaft in Frage. Neue Methoden für die Interpretation des Beweismaterials werden vorgelegt, die mit den bestehenden in Wettbewerb treten. Wie aber kann man eine Methode für die Interpretation von Beweismaterial bewerten? Ist das nicht genau das Problem der Objektivität noch einmal und auf höherer Stufe? Natürlich. Lewis Carrolls Paradoxie vom unendlichen Regreß taucht in neuem Gewand wieder auf. Die Schildkröte würde argumentieren, daß wenn man A als Tatsache darstellen will, man einen Beweis benötigt: B. Was aber garantiert uns, daß B der Beweis für A ist? Um das zu zeigen, braucht man einen Metabeweis: C. Und für die Validierung dieses Metabeweises bedarf man eines Metametabeweises usw., ad nauseam. Das ist so, weil — um eine alte Weisheit aufzuwärmen — die Menschen in ihrem Gehirn eingebaute Hardware haben, die über rudimentäre Möglichkeiten der Interpretation von Beweismaterial verfügt. Darauf können wir aufbauen und neue Methoden für die Interpretation von Beweisen anhäufen; wir lernen sogar, wie und wann wir unsere grundlegenden Interpretationsmechanismen stillzulegen haben, wie man das ja tun muß, wenn man z. B. hinter Zaubertricks kommen will.


  Konkrete Beispiele für derartige Beweisschwierigkeiten treten bei vielen Phänomenen der Grenzwissenschaften auf. Zum Beispiel tritt ASW oft außerhalb von Laboratorien auf, verschwindet aber auf geheimnisvolle Weise, wenn man sie ins Laboratorium hineinbringt. Die gängige wissenschaftliche Erklärung ist die, daß ASW ein unwirkliches Phänomen ist, das strenger Prüfung nicht standhält. Einige (beileibe nicht alle) ASW-Gläubige haben jedoch eine seltsame Methode der Verteidigung. Sie sagen: „Nein, ASW gibt es wirklich; sie geht einfach weg, wenn man versucht, es wissenschaftlich zu beobachten. Sie läuft dem wissenschaftlichen Weltbild zuwider.“ Das ist eine erstaunlich unverschämte Technik, die wir „das Problem die Treppe hinaufkicken“ nennen könnten. Was bedeutet, daß man, anstatt den vorliegenden Tatbestand in Frage zu stellen, Theorien anzweifelt, die auf eine höhere Ebene der Glaubwürdigkeit gehören. Die ASW-Gläubigen deuten an, daß es nicht ihre Ideen sind, mit denen etwas nicht stimmt, sondern das wissenschaftliche Glaubenssystem. Das ist eine recht hochfahrende Behauptung, und wenn man nicht im Besitz überwältigender Beweise ist, sollte man skeptisch sein. Aber da reden wir schon wieder von „überwältigenden Beweisen“, als ob alle sich einig wären, was das bedeutet!


  Das Wesen des Beweises


  Die Sagredo-Simplicio-Salviati-Verwicklung (Kapitel XIII und XV) bietet ein weiteres Beispiel, wie komplex die Auswertung von Beweisen sein kann. Sagredo versucht, wenn möglich einen objektiven Kompromiß zwischen entgegengesetzten Ansichten von Simplicio und Salviati zu finden. Ein Kompromiß ist freilich nicht immer möglich. Wie kann man auf „faire“ Weise zwischen richtig und falsch unterscheiden? Wie zwischen fair und unfair? Wie zwischen Kompromiß und Nichtkompromiß? Diese Fragen tauchen immer wieder in verkleideter Form in Debatten über alltägliche Dinge auf.


  Ist es möglich, „Beweis“ zu definieren? Ist es möglich, Gesetze aufzustellen, wie man den Sinn einer Situation erkennen kann? Wahrscheinlich nicht, denn alle starren Regeln hätten ohne Zweifel ihre Ausnahme, und Regeln, die nicht starr sind, sind keine. Auch der Besitz eines intelligenten AI-Programms würde das Problem nicht lösen, denn es wäre als Beweis-Prozessor nicht weniger fehlbar als Menschen. Wenn also, „Beweis“ etwas Ungreifbares ist, warum warne ich vor neuen Wegen in der Interpretation von Beweisen? Bin ich widerspruchsvoll? Nicht in diesem Fall. Ich bin der Auffassung, daß es Leitlinien gibt, die man setzen kann, und daß daraus eine organische Synthese möglich ist. Unvermeidlicherweise muß aber eine gewisse Portion Urteilskraft und Intuition ins Spiel kommen — Dinge, die bei verschiedenen Menschen verschieden sind. Sie werden auch bei verschiedenen AI-Programmen verschieden sein. Letzten Endes gibt es für die Entscheidung, ob eine Beweis-Auswertungsmethode gut ist, komplizierte Kriterien. Eines hat mit der „Nützlichkeit“ von Ideen zu tun, die man durch derartiges folgerichtiges Denken erreicht. Eine Denkweise, die zu sinnvollen neuen Dingen im Leben führt, wird in einem gewissen Sinn als „gültig“ betrachtet werden. Dieses Wort „sinnvoll“ jedoch ist äußerst subjektiv.


  Ich neige zur Ansicht, daß die Verfahren, mit denen wir entscheiden, was gültig oder was wahr ist, eine Kunst sind, und daß sie so stark auf einem Sinn für Schönheit und Schlichtheit beruhen wie auf felsenfesten logischen Grundsätzen oder folgerichtigem Denken oder wie etwas, das objektiv formalisiert werden kann. Ich behaupte nicht, daß 1) Wahrheit eine Schimäre ist oder daß 2) die menschliche Intelligenz grundsätzlich nicht programmierbar ist. Ich sage jedoch: 1) Wahrheit ist zu schwierig zu fassen, als daß ein Mensch oder eine Gruppe von Menschen sie jemals völlig erreicht, und 2) wenn Artifizielle Intelligenz das Niveau der menschlichen erreicht oder sogar noch übertrifft, sie immer von dem Problem der Kunst, der Schönheit, der Schlichtheit, zu kämpfen haben und bei ihrer eigenen Suche nach Wissen und Verstehen fortwährend gegen diese Dinge anrennen wird.


  „Was ist ein Beweis?“ ist nicht einfach eine philosophische Frage, denn sie drängt sich überall ins Leben. Man sieht sich einer riesigen Anzahl von Wahlmöglichkeiten gegenüber, wie man Beweise in jedem Augenblick interpretiert. Man kann kaum eine Buchhandlung (oder heutzutage gar ein Kaufhaus!) betreten, ohne Bücher zu finden über Hellsehen, ASW, fliegende Untertassen, das Bermuda-Dreieck, Astrologie, Rutengänger, ob Evolution oder Schöpfung, schwarze Löcher, Psi-Felder, Bio-Feedback, Transzendentale Meditation, neue Theorien der Psychologie ... In den Naturwissenschaften wird wild debattiert über Katastrophentheorie, die Theorie der Elementarteilchen, freien Willen, Artifizielle Intelligenz, Reduktionismus contra Holismus ... Auf der mehr pragmatischen Seite des Lebens finden Debatten statt über die Wirksamkeit von Vitamin C oder von Krebsheilmitteln, über den wirklichen Umfang der Ölreserven (entweder noch nicht gefördert oder gespeichert), darüber, was Inflation und Arbeitslosigkeit verursacht usw. Da gibt es Buckminster-Fullerismus, Zen-Buddhismus, Zenos Paradoxien, Psychoanalyse usw. usw. In so trivialen Fragen wie der, wo Bücher in einem Laden aufzustellen sind, bis zu so entscheidenden Fragen, welche Ideen man die Kinder in der Schule lehren solle, spielt die Art, wie man Beweise interpretiert, eine gar nicht zu unterschätzende Rolle.


  Sich selbst sehen


  Eines der schwierigsten aller Probleme bei der Interpretation von Beweisen ist der Versuch, all die verwirrenden, von außen kommenden Signale, wer man selbst denn ist, zu deuten. In diesem Fall sind die Konfliktmöglichkeiten auf der gleichen Stufe oder zwischen verschiedenen Stufen riesig. Die psychischen Mechanismen müssen sich gleichzeitig mit den inneren Bedürfnissen des einzelnen nach Selbsteinschätzung und dem ständigen, die Ansicht des Ich von sich selbst beeinflussenden Beweisfluß von außen beschäftigen. Das Ergebnis ist, daß Information in einem komplexen Strudel zwischen verschiedenen Ebenen der Persönlichkeit fließt; während sie sich um sich dreht, werden Teile davon vergrößert, reduziert, verneint oder sonst irgendwie verzerrt, und die Teile ihrerseits sind der gleichen Art von Strudel ausgesetzt — immer und immer wieder. All das ist ein Versuch, das, was ist, mit dem zu versöhnen, von dem wir wünschen, daß es sei (siehe Abb. 81).


  Das Ergebnis ist, daß das Gesamtbild des „Wer bin ich“ auf äußerst komplexe Weise in der gesamten geistigen Struktur integriert ist, und in jedem von uns eine große Anzahl von ungelösten, vielleicht gar nicht zu lösenden Widersprüchen enthält. Diese liefern einen großen Teil der dynamischen Spannung, die für den Menschen so bezeichnend ist. Aus diesen Spannungen zwischen der inneren und der äußeren Vorstellung darüber, wer wir sind, erwachen die Triebkräfte auf verschiedene Ziele hin, die jeden von uns einzigartig machen. Ironischerweise führt etwas, das uns allen gemeinsam ist — die Tatsache, daß wir über uns selbst nachdenkende Wesen sind — zu der reichen Vielfalt an Möglichkeiten, die wir haben, um Beweise für alle möglichen Dingen zu internalisieren, und stellt schließlich eine der wichtigsten Kräfte bei der Schöpfung einzelner Individuen dar.


  Gödels Satz und andere Disziplinen


  Es ist nur natürlich, Parallelen zwischen Menschen und hinlänglich komplexen formalen Systemen zu ziehen, die, wie Menschen, eine Art Vorstellung ihrer selbst haben. Gödels Satz zeigt, daß widerspruchsfreie formale Systeme mit Abbildungen ihrer selbst auf grundsätzliche Grenzen stoßen. Aber gilt das allgemein? Gibt es zum Beispiel einen „Gödelsatz der Psychologie“?


  Verwendet man Gödels Satz eher als Metapher, als eine Inspirationsquelle, und versucht man nicht, ihn wörtlich in die Sprache der Psychologie oder einer anderen Wissenschaft zu übersetzen, dann kann er vielleicht in der Psychologie und in anderen Bereichen auf neue Wahrheiten deuten. Doch ist es durch nichts zu rechtfertigen, ihn unmittelbar in eine Aussage einer anderen Disziplin zu übersetzen und dann alles als im gleichen Maße gültig zu betrachten. Zu glauben, daß etwas, das mit der größten Sorgfalt in der mathematischen Logik ausgearbeitet worden ist, ohne Modifikation in einem völlig anderen Bereich Gültigkeit hätte, ist ein schwerer Irrtum.


  Introspektion und Wahnsinn — ein Gödelsches Problem


  Ich glaube, daß die Übersetzung von Gödels Satz in andere Bereiche als Anregung wertvoll sein kann, vorausgesetzt, daß man von vornherein klar macht, daß die Übersetzungen metaphorisch sind und nicht wörtlich genommen werden dürfen. Nachdem das einmal gesagt worden ist, sehe ich zwei Hauptmöglichkeiten in der Verwendung von Analogien, um Gödels Satz und das menschliche Denken miteinander zu verbinden. Eine davon ist das Problem, daß man sich nach seiner eigenen geistigen Gesundheit fragt. Wie können Sie herausfinden, ob Sie geistig gesund sind? Dies ist gewiß eine Seltsame Schleife. Hat man einmal damit begonnen, seine eigene Gesundheit in Frage zu stellen, kann man in die Falle eines immer enger werdenden Strudels sich selbst erfüllender Prophezeiungen geraten, wenn auch dieser Vorgang keineswegs unvermeidlich ist. Jedermann weiß, daß die Geistesgestörten die Welt nach ihrer eigenen, auf besondere Weise widerspruchsfreien Logik interpretieren; wie kann ein Mensch sagen, ob seine eigene Logik eine „besondere“ ist oder nicht, da er doch nur seine eigene Logik besitzt, um sich selber zu beurteilen? Ich sehe keine Antwort. Ich werde nur an Gödels zweiten Satz erinnert, wonach die einzigen Versionen der formalen Zahlentheorie, die ihre eigene Widerspruchsfreiheit sichern, widerspruchsvoll sind ...


  Können wir unseren eigenen Geist oder

  unser eigenes Gehirn verstehen?


  Die andere metaphorische Analogie zu Gödels Satz, die ich provokativ finde, legt den Gedanken nahe, daß wir letzten Endes unseren eigenen Geist und unser eigenes Gehirn nicht verstehen können. Das ist eine so problembefrachtete, vielstufige Vorstellung, daß man sie nur mit größter Vorsicht darlegen kann. Was bedeutet „unseren Geist und unser Gehirn“ verstehen? Es könnte bedeuten, daß man eine allgemeine Vorstellung davon hat, wie Mechaniker eine Vorstellung davon haben, wie Automobile funktionieren. Es könnte bedeuten, daß man eine vollständige Erklärung dafür hat, warum die Menschen all das tun, was sie tun. Es könnte bedeuten, daß man die physiologische Struktur seines Gehirns auf allen Stufen vollständig versteht. Es könnte bedeuten, daß man einen vollständigen Schaltplan des Gehirns in einem Buch (oder einer Bibliothek oder in einem Computer) besitzt. Es könnte bedeuten, daß man in jedem Augenblick genau wüßte, was in seinem Gehirn auf der Neuronenstufe vor sich geht — jede Erregung, jede synaptische Veränderung usw. Es könnte bedeuten, daß man ein Programm geschrieben hat, das den Turing-Test besteht. Es könnte bedeuten, daß man sich selbst so gut kennt, daß Begriffe wie das Unbewußte und die Intuition sinnlos sind, weil alles offen zutage liegt. Es könnte beliebig viele andere Dinge bedeuten.


  Welche dieser Arten von Selbstspiegelung ähnelt, wenn überhaupt, der Selbstspiegelung in Gödels Satz am ehesten? Ich würde mit der Antwort zögern. Einige sind ganz einfältig. Zum Beispiel ist die Vorstellung, daß man den Zustand des eigenen Gehirns in allen Einzelheiten verfolgen könnte, ein Luftschloß, von vornherein ein absurder und uninteressanter Vorschlag; und wenn Gödels Satz den Schluß zuläßt, daß das unmöglich ist, dann ist dies kaum eine Offenbarung. Andererseits hat das uralte Ziel, sich selbst in seiner ganzen Tiefe zu erfassen — nennen wir es „die eigene psychische Struktur verstehen“ — einen plausiblen Klang. Könnte es aber nicht eine vage Gödelsche Schleife geben, die der Tiefe eine Grenze setzt, in die wir in unsere Seele eindringen können? So wie wir unser Gesicht nicht mit eigenen Augen sehen können, ist es unvernünftig zu erwarten, daß wir unsere vollständige geistige Struktur in den Symbolen, die sie tragen, spiegeln können!


  Alle diese einschränkenden Sätze der Metamathematik und Computertheorie legen nahe, daß es einen gewissen Todesstoß bedeutet, wenn die Fähigkeit, die eigene Struktur zu repräsentieren, einen bestimmten kritischen Punkt erreicht hat. Dann ist garantiert, daß man sich nie selber vollständig repräsentieren kann. Gödels Unvollständigkeitssatz, Churchs Unentscheidbarkeitssatz, Turings Halte-Satz, Tarskis Wahrheitssatz — sie alle haben den Klang eines alten Märchens, das uns warnt: „Die Suche nach Selbsterkenntnis heißt, sich auf eine Reise begeben, die ... immer unvollendet bleiben wird, auf keiner Karte eingezeichnet werden kann, nie ein Ende finden wird, sich nicht beschreiben läßt.“


  Haben aber die einschränkenden Sätze irgendeine Bedeutung für die Menschen? Hier eine Möglichkeit zu argumentieren: Entweder bin ich widerspruchsfrei, oder ich bin widerspruchsvoll. (Das letztere ist bei weitem wahrscheinlicher, aber um der Vollständigkeit willen ziehe ich beide Möglichkeiten in Betracht.) Bin ich widerspruchsfrei, dann gibt es zwei Möglichkeiten: 1) den „Low-Fidelity“-Fall: Meine Selbsterkenntnis liegt unter einem gewissen kritischen Punkt. In diesem Fall bin ich gemäß der Hypothese unvollständig. 2) Der „High-Fidelity“-Fall: Meine Selbsterkenntnis hat den kritischen Punkt erreicht, an dem die metaphorische Analogie der einschränkenden Sätze Gültigkeit erlangt, so daß mein Selbstverständnis sich auf Gödelsche Art unterminiert und ich aus diesem Grunde unvollständig bin. Fall 1) und 2) setzen voraus, daß ich zu hundert Prozent widerspruchsfrei bin — ein recht unwahrscheinlicher Tatbestand. Sehr viel wahrscheinlicher ist, daß ich widerspruchsvoll bin was aber noch schlimmer ist, denn dann trage ich Widersprüche in mir, und wie werde ich das jemals verstehen?


  Widerspruchsfrei oder nicht — niemand kann sich dem Geheimnis des Selbst entziehen. Wahrscheinlich sind wir alle widerspruchsvoll. Die Welt ist einfach zu kompliziert, als daß ein Mensch sich den Luxus leisten könnte, alle seine Ansichten miteinander in Einklang zu bringen. Spannung und Verwirrung sind wichtig in einer Welt, in der rasche Entscheidungen getroffen werden müssen. Miguel de Unamuno hat einmal gesagt: „Wenn ein Mensch sich nie widerspricht, dann muß das daher kommen, daß er nichts sagt.“ Ich würde sagen, daß wir alle im gleichen Boot sitzen, wie der Zenmeister, der, nachdem er sich mehrere Male hintereinander selbst widersprochen hatte, zu dem verwirrten Doko sagte: „Ich kann mich selbst nicht verstehen.“


  Gödels Satz und persönliche Nicht-Existenz


  Vielleicht der größte Widerspruch in unserem Leben und der, mit dem wir am schwierigsten fertig werden, ist die Gewißheit: „Es gab eine Zeit, da ich nicht am Leben war, und es wird eine Zeit kommen, da ich nicht mehr am Leben bin.“ Auf einer Ebene ist es durchaus sinnvoll, „aus sich herauszugehen“ und sich einfach als ein „willkürliches anderes menschliches Wesen“ zu sehen. Auf einer anderen Ebene jedoch, vielleicht auf einer tieferen, ist die Frage nach der Nicht-Existenz des Menschen völlig sinnleer. Alles, was wir wissen, ist in unserem Geist eingebettet, und daß all das nicht zum Universum gehören soll, ist unbegreiflich. Dies ist ein grundsätzliches, nicht wegzuleugnendes Problem des menschlichen Lebens; vielleicht ist es beste metaphorische Analogie zu Gödels Satz. Beim Versuch, sich seine eigene Nicht-Existenz vorzustellen, muß man sich bemühen, aus sich selbst herauszutreten, indem man sich auf jemand anderen abbildet. Man hält sich selbst zum Narren und glaubt, man könne die Ansicht eines Außenseiters von sich in sich selbst hineintragen, ganz so, wie TNT „glaubt“, daß sich seine eigene Metatheorie in sich selber spiegele. TNT jedoch enthält seine eigene Metatheorie nur bis zu einem gewissen Grad, nicht vollständig. Und ein Mensch kann sich zwar einbilden, er sei aus sich selbst herausgesprungen, kann es aber tatsächlich niemals tun — so wenig wie Eschers Drache aus seiner zweidimensionalen Ebene in den dreidimensionalen Raum springen kann. Auf jeden Fall ist dieser Widerspruch so groß, daß wir ihn den größten Teil unseres Lebens unter den Teppich wischen können, weil der Versuch, damit fertig zu werden, nirgends hinführt.


  Auf der anderen Seite schwelgen Zen-Beflissene in dieser Unvereinbarkeit, und immer stellen sie sich dem Konflikt zwischen östlichem Glauben: „Die Welt und ich sind eins, deshalb ist die Vorstellung, ich könnte zu existieren aufhören, ein Widerspruch in sich selbst ...“ (meine Verbalisierung ist ohne Zweifel sehr verwestlicht — die Zenisten mögen verzeihen), und westlichem Glauben: „Ich bin einfach ein Teil dieser Welt, und ich werde sterben, die Welt aber wird ohne mich weitergehen.“


  Wissenschaft und Dualismus


  Den Naturwissenschaften wirft man oft vor, sie seien „zu westlich“ oder „dualistisch“ — das heißt durchsetzt von der Dichotomie zwischen Subjekt und Objekt, zwischen Beobachter und Beobachtetem. Während es zutrifft, daß die Naturwissenschaften sich bis in dieses Jahrhundert hinein ausschließlich mit Dingen beschäftigten, die sich ohne weiteres von den sie beobachtenden Menschen unterscheiden lassen — Sauerstoff und Kohle, Licht und Wärme, Fixsterne und Planeten, Beschleunigung und Umlaufbahnen usw. —, war diese Phase der Wissenschaft ein notwendiges Vorspiel der modernen Phase, in der das Leben selbst zum Forschungsobjekt geworden ist. Schritt für Schritt, unaufhaltsam, hat sich die „westliche“ Wissenschaft der Erforschung des menschlichen Geistes, das heißt des Beobachters, zugewendet. Auf diesem Wege ist AI-Forschung bis jetzt der größte Schritt. Bevor AI auf den Plan trat, gab es zwei wichtige „Probeläufe“, die die seltsamen Folgen der Mischung von Subjekt und Objekt in der Wissenschaft zeigten. Der eine war die durch die Quantenmechanik ausgelöste Revolution und die daraus sich ergebenden epistemologischen Probleme der Interferenz von Beobachter und beobachtetem Objekt. Der andere war die Vermischung von Subjekt und Objekt in der Metamathematik, angefangen mit Gödels Satz und weiter durch all die anderen einschränkenden Sätze, die wir beschrieben haben. Vielleicht wird der nächste Schritt auf dem Wege zu AI der sein, daß man die Wissenschaft auf diese selbst anwendet: Wissenschaft, die ihr eigener Forschungsgegenstand ist. Dies ist eine andere Weise, Subjekt und Objekt zu vermischen — vielleicht sogar noch verwickelter, als wenn Menschen ihren eigenen Geist erforschen.


  Interessant ist übrigens die Feststellung, daß alle Ergebnisse, die auf der Verschmelzung von Subjekt und Objekt beruhen, einschränkender, limitativer Art waren. Zusätzlich zu den einschränkenden Sätzen gibt es Heisenbergs Unschärferelation, welche besagt, daß die Messung einer Größe die gleichzeitige Messung einer anderen, verwandten Größe unmöglich macht. Warum alle die Ergebnisse limitativ sind, weiß ich nicht. Der Leser mache sich den Vers darauf, den er will.


  Symbole und Objekte in der modernen Musik und Kunst


  Eng verwandt mit der Subjekt-Objekt-Dichotomie ist die Symbol-Objekt-Dichotomie, die Ludwig Wittgenstein in der ersten Hälfte unseres Jahrhunderts gründlich erforschte. Später wurden die Wörter „Gebrauch“ und „Erwähnung“ zur Bezeichnung des gleichen Unterschieds verwendet. Quine und andere haben eingehend über die Verbindung zwischen Zeichen und dem, wofür sie stehen, geschrieben. Aber nicht nur Philosophen haben über dieses tiefe und abstrakte Problem nachgedacht. In unserem Jahrhundert haben sowohl die Musik als auch die bildende Kunst Krisen durchgemacht, die ein sehr intensives Interesse für dieses Problem erkennen lassen. Während Musik und Malerei zum Beispiel seit jeher Gedanken oder Gefühle durch ein Vokabular von „Systemen“ ausgedrückt haben (d. h. die bildlichen Darstellungen, Akkorde, Rhythmen usw.), besteht jetzt eine Tendenz, die Möglichkeiten der Musik und der bildenden Kunst zu erforschen, nicht etwas auszudrücken, sondern einfach zu sein. Das heißt als reiner Farbklecks oder als reiner Klang zu existieren, aber in jedem Fall jeglicher symbolischer Werte entleert.


  In der Musik war besonders John Cage sehr einflußreich, der einen Zen-artigen Zugang zum Klang fand. Viele seiner Stücke zeigen, daß er den „Gebrauch“ von Tönen verachtet — das heißt Töne zur Vermittlung von Gefühlszuständen zu gebrauchen und Freude an der „Erwähnung“ von Klängen hat — d. h. beliebige Zusammenstellungen zu brauen, ohne Rücksicht auf einen im voraus formulierten Code, vermöge dessen ein Zuhörer sie als Botschaft entziffern könnte. Ein typisches Beispiel ist „Imaginäre Landschaft Nr. 4“, das in Kapitel VI beschriebene Stück für viele Radios. Ich werde Cage vielleicht nicht gerecht, aber mir will scheinen, daß ein großer Teil seiner Arbeit darauf zielt, Sinnlosigkeit in die Musik zu bringen und in einem gewissen Sinn zu bewirken, daß die Sinnlosigkeit Sinn hat. Aleatorische Musik ist ein typischer Vorstoß in diese Richtung. (Übrigens ist Zufallsmusik eine enge Verwandte noch späterer Begriffe wie „Happenings“ oder "Be-ins“.) Viele zeitgenössische Komponisten folgen Cage, aber nur wenige mit soviel Originalität. Ein Stück von Anna Lockwood mit dem Titel „Klavierverbrennung“ besteht aus eben dieser, wobei die Saiten so stark wie möglich angezogen sind, damit sie so laut wie möglich zerspringen; in einem Stück von LaMonte Young wurden die Geräusche dadurch erzeugt, daß man das Klavier auf der ganzen Bühne und durch Hindernisse wie einen Rammbock hindurch herumschob.


  Die Kunst ist in diesem Jahrhundert durch viele Konvulsionen dieser Art hindurchgegangen. Zuerst kam der Verzicht auf die Repräsentierung von Gegenständlichem, und der war wahrhaft revolutionär: der Beginn der abstrakten Kunst. Eine allmähliche Entwicklung von der reinen Gegenständlichkeit bis zum hochabstrakten Muster zeigt Piet Mondrians Werk. Nachdem man sich an nichtgegenständliche Kunst gewöhnt hatte, kam der Surrealismus. Das war eine bizarre Kehrtwendung, ähnlich dem Neoklassizismus in der Musik. Extrem gegenständliche Kunst wurde „unterwandert“ und zu ganz neuen Zwecken verwendet: Sie sollte schockieren, verwirren und verblüffen. Diese Schule gründete André Breton, und sie florierte vor allem in Frankreich. Einige ihrer einflußreichsten Mitglieder waren Dalí, Magritte, de Chirico und Tanguy.


  Magrittes semantische Illusionen


  Von all diesen Künstlern war sich Magritte des Symbol-Gegenstand-Geheimnisses am ehesten bewußt (welches ich als eine tiefgreifende Erweiterung der Gebrauch-Erwähnung-Unterscheidung auffasse). Er gebraucht es, um beim Betrachter starke Reaktionen hervorzurufen, auch wenn dieser den Unterschied anders formuliert. Man betrachte zum Beispiel seine sehr seltsame Variante des Themas Stilleben, das er Gesunder Menschenverstand nennt (Abb. 137). Hier wird eine mit Früchten gefüllte
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  Abb. 137. Der gesunde Menschenverstand, von René Magritte (1945-46).
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  Abb. 138. Die zwei Geheimnisse, von René Magritte (1966).


  Schale, ein häufiges Motiv für ein Stilleben, gezeigt, die auf einer unbemalten Leinwand steht. Der Konflikt zwischen Symbol und Wirklichkeit ist groß. Das ist aber noch nicht die ganze Ironie, denn natürlich ist das Ganze selbst nur ein Gemälde  ein Stilleben mit einem ungewöhnlichen Thema.


  Magrittes Reihe von Pfeifengemälden fasziniert und verwirrt den Betrachter. Man sehe sich Die zwei Geheimnisse (Abb. 138) an. Wenn man sich auf das innere Gemälde konzentriert, erhält man die Botschaft, daß Symbole und Pfeifen verschieden sind. Dann bewegt sich das Auge nach oben zu der wirklichen, in der Luft schwebenden Pfeife; man meint, daß sie wirklich, die andere aber nur ein Symbol sei. Das ist natürlich völlig falsch: beide sind auf der gleichen flachen Oberfläche vor unseren Augen. Die Idee, daß eine Pfeife auf einem zweimal verschachtelten Gemälde ist und deshalb irgendwie weniger wirklich als die andere Pfeife, ist ein völliger Trugschluß. Wenn man einmal bereit ist, das Zimmer zu betreten, ist man bereits einem Trick zum Opfer gefallen: Man ist auf das Bild als Wirklichkeit hereingefallen. Um in seiner Leichtgläubigkeit konsequent zu sein, sollte man wohlgemut eine Stufe weiter nach unten gehen und das Bild im Bild mit der Wirklichkeit verwechseln. Die einzige Art, wie man nicht hineingesaugt werden kann, ist die, beide Pfeifen einfach als farbige
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  Abb. 139. Rauchsignal. [Zeichnung des Autors.]


  Flecken auf einer Oberfläche ein paar Zentimeter vor der eigenen Nase anzusehen. Dann, und erst dann, kommt man hinter die volle Bedeutung der schriftlichen Botschaft „Ceci n'est pas une pipe"; aber ironischerweise verwandelt sich in diesem Moment alles in Flecken: auch die Schrift wird zu Flecken und verliert dadurch ihren Sinn. In anderen Worten: in diesem Augenblick ist die verbale Botschaft des Gemäldes in höchst Gödelscher Manier selbstzerstörend.


  Die Melodie und das Lied (Abb. 82), einer Reihe von Magritte entnommen, vollbringt all das, was Die zwei Geheimnisse ebenfalls fertigbringen, aber auf einer Stufe anstatt auf zweien. Meine Zeichnungen Rauchsignal und Pfeifentraum (Abb. 139 und 140) sind „Variationen über ein Thema von Magritte“. Man versuche, eine Zeitlang auf Rauchsignal zu starren. Bald sollte man die versteckte Botschaft erkennen: „Ceci n'est pas un message“. Wenn man die Botschaft findet, verleugnet sie sich, tut man das aber nicht, so entgeht einem der ganze Witz der Sache. Wegen ihres indirekten Sichselbstauslöschens lassen sich meine beiden Pfeifenbilder locker auf Gödels G abbilden, was eine „Abbildung des Zentralpfeifmas“ ergibt, im gleichen Sinn wie die anderen Abbildungen von zentralen X-mas: Dog, Krebs, Ai.
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  Abb. 140. Pfeifentraum. [Zeichnung des Autors.]


  Ein klassisches Beispiel für die Verwirrung zwischen „Gebrauch“ und „Erwähnung“ kommt in Gemälden vor, in denen eine Palette abgebildet ist. Während die Palette eine von der Repräsentierungsbegabung des Malers geschaffene Illusion ist, sind die Farben auf gemalten Paletten buchstäblich Farbflecke von der Palette des Künstlers. Die Farbe spielt sich selbst; sie symbolisiert nichts anderes. In Don Giovanni bediente sich Mozart eines ähnlichen Tricks; er schrieb in die Partitur ausdrücklich die Klänge eines die Instrumente stimmenden Orchesters. Wenn ich in ähnlicher Weise wünsche, daß die Buchstaben „ich“ sich selber spielen (und nicht mich symbolisieren) nehme ich „ich“ direkt in meinen Text; dann schließe ich „ich“ zwischen Anführungszeichen ein. Das ergibt dann „„ich““ (nicht ‚ich', auch nicht „„„ich“““). Kapiert?


  Der „Code“ der modernen Kunst


  Eine große Anzahl von Einflüssen, die vollständig festzustellen niemand auch nur hoffen kann, führt zu weiteren Erforschungen des Subjekt-Objekt-Dualismus in der bildenden Kunst. Daß John Cage mit seinem Interesse an Zen auf Musik und bildende Kunst einen tiefgehenden Einfluß hatte, läßt sich nicht bezweifeln. Seine Freunde Jasper Johns und Robert Rauschenberg erforschten beide den Unterschied zwischen Objekten und Symbolen, indem sie Objekte als Symbole für sich selbst verwendeten, oder, um es noch anders zu sagen, indem sie Symbole als Objekte verwendeten. All dies geschah vielleicht mit der Absicht, die Vorstellung zu zerstören, daß Kunst einen Schritt von der Wirklichkeit entfernt sei, daß Kunst in einem „Code“ spreche, weshalb der Betrachter als Interpretierer handeln müsse. Die Absicht war, den Interpretationsschritt zu eliminieren und das nackte Objekt einfach sein zu lassen, punktum. („Punktum“ — ein komischer Fall von Gebrauch-Erwähnung-Verschwommenheit.) Wenn das jedoch die Absicht war, war es ein monumentaler Flop, und vielleicht mußte das so sein.


  Jedesmal wenn ein Objekt in einer Galerie ausgestellt ist oder als „Werk“ bezeichnet wird, erhält es eine Aura tiefer innerer Bedeutsamkeit — mag auch dem Betrachter noch so oft eingeschärft worden sein, nicht nach Bedeutung Ausschau zu halten. Tatsächlich gibt es so etwas wie einen Fehlzündungseffekt: Je mehr dem Betrachter gesagt wird, diese Objekte ohne Mystifizierung anzusehen, um so mystifizierender werden sie. Wenn eine hölzerne Kiste auf dem Boden eines Museums liegt, ist es einfach eine hölzerne Kiste auf dem Boden des Museums; warum nimmt der Hausmeister sie nicht einfach weg und wirft sie auf den Müll? Warum ist der Name eines Künstlers daran angebracht? Warum sollte der Künstler die Kunst entmystifizieren? Warum ist der Dreckklumpen draußen vor dem Museum nicht mit dem Namen eines Künstlers versehen? Ist das bloßer Schabernack? Bin ich verrückt oder sind es die Künstler? Mehr und mehr Fragen tauchen im Geist des Betrachters auf; er kann nichts dagegen tun. Das ist der „Rahmeneffekt“, den die Kunst — große Kunst — automatisch herstellt. Man kann die verwunderten Fragen in den Köpfen der Neugierigen nicht unterdrücken.


  Wenn natürlich der Sinn der ist, eine Zen-ähnliche Weltanschauung einer aller Kategorien und Bedeutungen entleerten Welt zu lehren, dann soll diese Kunst vielleicht als Katalysator dienen — wie das ja auch die intellektuelle Auseinandersetzung mit Zen tut — um den Betrachter zu inspirieren, hinauszugehen und sich mit einer Philosophie vertraut zu machen, die „innere Bedeutung“ verwirft und die Welt als Ganzes umfaßt. In diesem Fall erreicht die Kunst ihr Ziel zunächst einmal nicht, da die Betrachter eben doch über die Bedeutung nachdenken, aber auf lange Sicht erreicht sie ihr Ziel bei einigen Menschen, indem sie sie zu den Quellen führt. Aber in beiden Fällen stimmt es nicht, daß es keinen Code gibt, mit dem dem Betrachter Ideen übermittelt werden. Tatsächlich ist der Code eine sehr viel komplexere Angelegenheit, da er Aussagen über das Nicht-Vorhandensein von Codes enthält usw. — das heißt, er ist zum Teil Code, zum Teil Metacode usw. Die meisten Zen-ähnlichen Kunstgegenstände übertragen eine Verwickelte Hierarchie von Botschaften, und das ist vielleicht der Grund, warum so viele Menschen die moderne Kunst rätselhaft finden.


  Noch einmal Ismus


  Cage führte eine Bewegung an, die die Grenzen zwischen Kunst und Natur niederreißen wollte. In der Musik bedeutet das, daß alle Töne gleichwertig sind — eine Art akustische Demokratie. So ist Stille genauso wichtig wie Klang, und Zufallstöne sind so wichtig wie organisierte. Leonard B. Meyer hat in seinem Buch Music, the Arts and Ideas diese Bewegung in der Musik „Transzendentalismus“ genannt; er schreibt: 2


  Wenn die Unterscheidung zwischen Kunst und Natur verfehlt ist, dann ist die ästhetische Bewertung irrelevant. Man sollte den Wert einer Klaviersonate so wenig beurteilen wie den eines Steines, eines Gewitters, eines Seesterns. „Kategorische Aussagen wie etwa richtig und falsch, schön und häßlich, typisch für das rationalistische Denken der tonalen Ästhetik“, schreibt Luciano Berio [ein zeitgenössischer Komponist], „taugen nicht mehr für das Verständnis, warum und wie ein Komponist mit hörbaren Formen und musikalischen Aktionen arbeitet.“


  Später fährt Meyer fort, die philosophische Position des Transzendentalismus zu beschreiben:


  ... alle Dinge in Zeit und Raum sind unauflöslich miteinander verknüpft. Irgendwelche im Universum entdeckten Einteilungen, Klassifizierungen, Anordnungen sind willkürlich. Die Welt ist ein komplexes, kontinuierliches, einmaliges Ereignis. [Man erinnere sich an Zeno.]


  Der Ausdruck „Transzendentalismus“ ist mir zu unhandlich für diese Bewegung. An seiner Stelle verwende ich „Ismus“. Da das ein Suffix ohne ein Präfix ist, weist es auf eine Ideologie ohne Ideen hin, was wahrscheinlich stimmt, wie immer man es interpretiert. Und da „Ismus“ alles umfaßt, was existiert, ist der Name wohl passend. In „Ismus“ wird [das englische) „is“ [deutsch: ist) halb erwähnt und halb verwendet — was könnte angemessener sein? Ismus ist der Zen-Geist in der Kunst. Und genauso wie es das Zentralproblem von Zen ist, das Selbst zu demaskieren, scheint das Zentralproblem der Kunst in unserem Jahrhundert zu sein, herauszufinden, was Kunst ist. Dieses ganze Hin und Her ist Teil der Identitätskrise.


  Wir haben gesehen, daß die Gebrauch-Erwähnungs-Dichotomie, wenn man sie weitertreibt, sich in das philosophische Problem des Symbol-Objekt-Dualismus verwandelt, und das verbindet es mit dem Geheimnis des menschlichen Geistes. Magritte schrieb über sein Gemälde Die Beschaffenheit des Menschen (Abb. 141):


  Ich stellte vor ein Fenster, das von einem Zimmer aus gesehen wird, ein Gemälde, das genau den Teil der Landschaft repräsentiert, der von dem Gemälde verdeckt war. Deshalb verdeckt der im Bild repräsentierte Baum den außerhalb des Zimmers befindlichen Baum. Er existiert sozusagen für den Betrachter gleichzeitig in seinem Geist, nämlich sowohl innerhalb des Zimmers auf dem Bild und draußen in der wirklichen Landschaft. Und so sehen wir die Welt: Wir sehen sie außerhalb von uns, obgleich das nur eine geistige Repräsentierung dessen ist, was wir in unserem Inneren erfahren. 3
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  Abb. 141. Die Beschaffenheit des Menschen, von René Magritte (1933).


  Den Geist verstehen


  Erst durch seine bedeutungsschweren Bilder und sodann direkt in Worten drückt Magritte die Verbindung aus zwischen den beiden Fragen: „Wie funktionieren Symbole?“ und „Wie funktioniert unser Geist?“ Und so führt er uns zurück zu der früher gestellten Frage: „Können wir hoffen, unseren Geist und unser Gehirn jemals zu verstehen?“


  Oder schließt eine wundervoll teuflische Gödelsche Aussage aus, daß wir jemals unser Denken entwirren können? Wenn man sich nicht an eine vollständig unvernünftige Definition von „verstehen“ hält, sehe ich kein Gödelsches Hindernis auf dem Weg zum schließlichen Verständnis unseres Geistes. Zum Beispiel scheint es mir ganz vernünftig, daß jemand Grundsätze zu erkennen wünscht, nach denen unsere Gehirne im allgemeinen funktionieren, in gleicher Weise, wie wir die Funktionsgrundlage eines Automotors erkennen. Das ist etwas ganz anderes als ein einziges Gehirn bis ins letzte zu verstehen — und schon gar nicht das eigene Gehirn. Ich sehe nicht, wie Gödels Satz, selbst in der schlampigsten Art angewandt, etwas über die Möglichkeit dieses Vorhabens aussagen kann. Ich sehe keinen Grund dafür, daß Gödels Satz unsere Fähigkeit, über die allgemeinen Mechanismen, kraft derer Denkprozesse im Medium der Nervenzellen stattfinden, zu verfügen und sie zu formulieren, beeinträchtigen könnte. Ich sehe keine von Gödels Satz errichtete Schranke für den Einsatz von Computern (oder deren Nachfolger), welche Symbolmanipulationen vornehmen, die ungefähr die gleichen Ziele erreichen wie das menschliche Gehirn. Ein ganz anderes Problem ist der Versuch, in einem Programm das Denken eines bestimmten menschlichen Geistes nachzuahmen — aber erst einmal überhaupt ein intelligentes Programm zu erzeugen, ist ein bescheideneres Ziel. Gödels Satz verbietet uns nicht, unser Intelligenzniveau auf Grund von Programmen zu reproduzieren, genauso wenig wie er uns verbietet, unser eigenes Intelligenzniveau durch die Übertragung von ererbter DNS, gefolgt von einem Lernprozeß, zu reproduzieren. In der Tat haben wir in Kapitel XVI gesehen, wie ein bemerkenswerter Gödelscher Mechanismus — die Seltsame Schleife von Proteinen und DNS — genau das ist, was die Übertragung von Information ermöglicht!


  Hat Gödels Satz uns absolut nichts zu bieten, wenn wir über unseren Geist nachdenken? Ich meine schon, wenn auch nicht in der mystischen und einschränkenden Weise, wie manche Menschen glauben, daß er es tun sollte. Ich glaube, daß der Prozeß, mit dem man zu Gödels Satz gelangt, mit seiner Struktur, die willkürliche Codes, verzwickte Isomorphien, hohe und niedrige Interpretationsstufen und die Fähigkeiten der Selbstspiegelung ins Spiel bringt, reiche Unterströmungen und Nuancen in die Vorstellung, die ein Mensch von den Symbolen und dem Umgang mit Symbolen hat, einfließen läßt, und das kann das intuitive Gefühl für Beziehungen zwischen geistigen Strukturen auf verschiedenen Ebenen vertiefen.


  Ist Intelligenz zufällig unerklärbar?


  Bevor wir aber eine philosophisch reizvolle „Anwendung“ von Gödels Beweis vorlegen, möchte ich die Idee der „zufälligen Unerklärbarkeit“ vorlegen. Es geht um folgendes: Es könnte sein, daß unsere Gehirne im Gegensatz zu Automotoren hartnäckige und ungefügige Systeme sind, die wir nicht säuberlich irgendwie zerlegen können. Im Augenblick haben wir keine Vorstellung davon, ob unser Gehirn nachgeben würde, wenn man es wiederholt in verschiedene, sauber getrennte Schichten spalten würde, von denen jede durch die darunterliegende Schicht erklärt werden kann — oder ob unser Gehirn alle solche Zerlegungsversuche vereitelt.


  Aber selbst wenn wir uns selber nicht verstehen, braucht kein Gödelscher „Dreh“ dahinter zu stecken. Es könnte ja einfach ein Zufall sein, daß unser Gehirn zu schwach ist, um sich selber zu verstehen. Man schaue sich die niedere Giraffe an. Ihr Gehirn ist offensichtlich weit unter dem Niveau, das für Selbsterkenntnis nötig wäre, ist aber unserem Gehirn verblüffend ähnlich. Tatsächlich arbeiten die Gehirne von Giraffen, Elefanten und Büffeln — sogar die Gehirne von Schildkröten oder unbekannten Wesen, die weit klüger sind als wir — vermutlich alle nach denselben Prinzipien. Giraffen befinden sich wohl weit unter dem Intelligenzniveau, welches nötig wäre, um zu verstehen, wie diese Prinzipien sich zur Erzeugung von Eigenschaften des Denkens zusammenfügen. Menschen sind dann vielleicht näher an der Schwelle, vielleicht gerade noch unter ihr, vielleicht darüber. Wesentlich ist, daß es keinen grundsätzlichen (d. h. Gödelschen) Grund gibt, warum diese Eigenschaften unverständlich sind; vielleicht sind sie intelligenteren Wesen vollständig klar.


  Unentscheidbarkeit ist untrennbar von Gesichtspunkten

  hoher Ebene


  Abgesehen von dieser pessimistischen Auffassung der zufälligen Unerklärbarkeit des Gehirns — was für Einsichten hätte Gödels Beweis uns zur Erklärung unseres Geistes und unseres Gehirns anzubieten? Er bietet uns die Idee an, daß die Betrachtung eines Systems auf hoher Ebene eine Kraft hat, etwas zu erklären, die auf tieferer Stufe einfach nicht vorhanden ist. Damit ist folgendes gemeint: Angenommen, jemand gibt Ihnen G, Gödels unentscheidbare Kette, also eine Kette in TNT. Nehmen Sie weiter an, daß Sie nichts von Gödelnumerierung wissen. Die Frage, die Sie zu beantworten hätten, wäre: „Warum ist diese Kette kein SATZ von TNT?“ Nun sind Sie solche Fragen gewohnt; wenn man Sie zum Beispiel bezüglich S0=0 stellte, hätten Sie eine Erklärung bereit: „Ihre Negation, ~S0=0, ist ein SATZ.“ Zusammen mit Ihrem Wissen, daß TNT widerspruchsfrei ist, liefert das eine Erklärung, warum die gegebene Kette ein Nicht-SATZ ist. Das ist das, was ich eine Erklärung „auf der TNT-Stufe“ nenne. Man beachte, wie sehr sie sich von der Erklärung unterscheidet, warum MU nicht ein SATZ des MIU-Systems ist: das erstere kommt vom M-Modus, das letztere nur vom I-Modus.


  Wie steht es nun mit G? Die Erklärung auf der TNT-Stufe, die bei S0=0 funktionierte, funktioniert bei G nicht, weil ~G kein SATZ ist. Jemand, der über TNT keinen Überblick hat, wird verblüfft sein, wenn er G nicht nach den Regeln herstellen kann, denn als arithmetische Behauptung stimmt alles an ihr. Wenn G in eine all-quantifizierte Kette verwandelt wird, dann kann jeder Einzelfall von G abgeleitet werden, indem man Zahlzeichen für die Variablen einsetzt. Die einzige Methode zu erklären, warum G kein SATZ ist, besteht darin, die Gödelnumerierung zu entdecken und TNT auf einer völlig anderen Stufe zu betrachten. Es handelt sich nicht einfach darum, daß es schwierig und kompliziert ist, die Erklärung auf der TNT-Stufe niederzuschreiben; es ist unmöglich. Eine solche Erklärung gibt es einfach nicht. Auf der hohen Stufe gibt es eine Art von erklärender Kraft, die prinzipiell auf der TNT-Stufe einfach nicht vorhanden ist. Die Tatsache, daß G kein SATZ ist, ist sozusagen eine intrinsisch auf hoher Stufe vorhandene Tatsache. Ich hege den Verdacht, daß das bei allen unentscheidbaren Behauptungen der Fall ist, d. h. jede unentscheidbare Behauptung ist tatsächlich eine Gödel-Aussage, welche die Tatsache, daß sie selber kein SATZ ist, vermittels eines Codes in einem bestimmten System behauptet.


  Bewußtsein als Phänomen intrinsisch hoher Stufe


  Wenn man ihn so betrachtet, legt Gödels Beweis nahe — beweist es aber bei weitem nicht! —, daß es eine Geist/Gehirn-Betrachtungsweise auf hoher Stufe geben könnte, die Begriffe verwendet, die auf niedrigeren Stufen nicht in Erscheinung treten, und daß diese Stufe eine erklärende Kraft besitzen könnte, die es auf tieferer Stufe nicht gibt noch nicht einmal im Prinzip. Das würde bedeuten, daß gewisse Tatsachen auf hoher Stufe ganz leicht zu erklären sind, auf niedrigeren Stufen aber überhaupt nicht. Gleichgültig was für eine lange und unhandliche Aussage man auf niedriger Stufe macht, sie wird die vorliegenden Phänomene nicht erklären. Das ist analog der Tatsache, daß wenn man eine Ableitung nach der anderen in TNT vornimmt, gleichgültig wie lang und unhandlich man sie macht, man niemals auf eine für G stößt — trotz der Tatsache, daß man auf einer höheren Stufe die Wahrheit von G erkennen kann.


  Was könnten wohl solche Begriffe hoher Stufe sein? Seit undenklichen Zeiten haben verschiedene holistisch orientierte oder „beseelte“ Wissenschaftler und Humanisten behauptet, Bewußtsein sei ein Phänomen, das sich der Erklärung auf der Grundlage von einzelnen Teilen des Gehirns entziehe — so haben wir zumindest einen Kandidaten. Dann gibt es aber auch den immer rätselhaften Begriff des freien Willens. So könnten vielleicht diese Eigenschaften in dem Sinn „auftauchen“, daß sie einer Erklärung bedürfen, die die Physiologie allein nicht liefern kann. Es ist aber wichtig, sich darüber klar zu werden, daß wenn wir uns von Gödels Beweis zu so kühnen Annahmen verleiten lassen, wir die Analogie gründlich durchführen müssen. Von größter Wichtigkeit ist es insbesondere, daran zu denken, daß die Tatsache, daß G kein SATZ ist, eine Erklärung besitzt — sie ist nicht völlig rätselhaft! Die Erklärung hängt davon ab, daß man nicht bloß eine Stufe aufs Mal versteht, sondern die Art, in der eine Stufe ihre Metastufe spiegelt, und die Folgen dieser Spiegelung. Soll unsere Analogie gültig sein, dann würden „neu auftauchende“ Phänomene durch die Beziehung zwischen verschiedenen Stufen in Denksystemen erklärbar.


  Seltsame Schleifen als Crux des Bewußtseins


  Ich glaube, daß Erklärungen von „neu auftauchenden“ Phänomenen in unserem Gehirn — z. B. Ideen, Hoffnungen, Bildern, Analogien und schließlich auch Bewußtsein und freiem Willen — auf einer Art Seltsamer Schleife beruhen, einer Wechselwirkung zwischen Stufen, bei der die oberste Stufe auf die unterste zurückgreift und auf sie einwirkt, wobei sie gleichzeitig durch die unterste Stufe bestimmt ist. In anderen Worten: eine sich selbst verstärkende „Resonanz“ zwischen verschiedenen Stufen genau wie im Henkin-Satz, der, indem er einfach seine eigene Beweisbarkeit behauptet, tatsächlich beweisbar wird. Das Selbst entsteht in dem Augenblick, in dem es fähig ist, sich selbst zu reflektieren.


  Man solle das nicht als einen anti-reduktionistischen Standpunkt verstehen. Es impliziert einfach, daß eine reduktionistische Erklärung des Geistes, um verständlich zu sein, „weiche“ Begriffe wie Stufen, Abbildungen und Bedeutungen heranziehen muß. Grundsätzlich zweifle ich nicht daran, daß es eine vollständig reduktionistische, aber unverständliche Erklärung des Gehirns gibt; die Schwierigkeit liegt darin, wie man sie in eine Sprache übersetzen kann, die wir selbst ergründen können. Gewiß wollen wir keine Erklärungen in Begriffen wie Position und Momentum von Teilchen; wir wollen eine Erklärung, die die Neuronentätigkeit mit „Signalen“ in Verbindung bringt (Phänomene der Zwischenstufe), und die die Signale ihrerseits mit „Symbolen“ und „Teilsystemen“ verbindet, einschließlich des „Selbst"-Symbols (von dessen Existenz man ausgeht). Der Akt der Übersetzung physischer Hardware niedriger Stufe in psychologische Software hoher Stufe ist analog der Übersetzung zahlentheoretischer Aussagen in metamathematische Aussagen. Man denke daran, daß die Stufenüberschneidung, die genau an diesem Punkt stattfindet, das ist, was Gödels Unvollständigkeit und den Selbstbeweis von Henkins Satz erzeugt. Ich behaupte, daß eine ähnliche Überschneidung der Ebenen unser fast nicht zu analysierendes Gefühl des Selbst hervorruft.


  Um mit dem Gehirn/Geist-System in seiner ganzen Fülle fertig zu werden, müssen wir imstande sein, bequem zwischen den Stufen hin- und herzuwechseln. Außerdem müssen wir verschiedene Arten von „Kausalität“ zulassen: z. B. die Möglichkeit, daß ein Ereignis andere Ereignisse auf einer anderen Ebene „verursachen“ kann. Manchmal sagt man, Ereignis A „verursache“ Ereignis B einfach aus dem Grund, daß eines eine Übersetzung des anderen auf einer anderen Beschreibungsebene ist. Manchmal hat „Ursache“ die übliche Bedeutung: physikalische Kausalität. Beide Arten der Kausalität — und vielleicht noch ein paar andere — müssen bei jeder Erklärung des Geistes zugelassen werden, denn wir werden Ursachen zulassen müssen, die sich in der Verwickelten Hierarchie des menschlichen Geistes nach oben wie nach unten ausbreiten können — genau wie bei der Abbildung des Zentraldogmas.


  Somit wird sich am entscheidenden Punkt unseres Selbstverständnisses ein Verständnis der Verwickelten Hierarchie in unserem Geist einstellen. Meine Auffassung deckt sich so ziemlich mit der, die der Neurologe Roger Sperry in seinem ausgezeichneten Artikel „Mind, Brain and Humanist Values“ vertritt, aus dem ich ein wenig zitiere:


  In meinem eigenen hypothetischen Gehirnmodell wird das Bewußtsein als ein sehr realer kausaler Faktor repräsentiert, und es nimmt einen wichtigen Platz im kausalen Ablauf und der Kontrollkette mentaler Ereignisse ein, in denen es als aktive, wirkende Kraft auftritt ... Um es sehr einfach zu sagen: es läuft auf die Frage hinaus, wer wen in der Population von Kausalkräften, die in unserem Schädel hausen, herumschubst. Es handelt sich also in anderen Worten darum, die Hackordnung unter den Kontrollkräften in unserem Schädel in Ordnung zu bringen. In unserer Hirnschale existiert eine ganze Welt verschiedener Kausalkräfte, und darüber hinaus gibt es Kräfte innerhalb von Kräften innerhalb von Kräften, wie in keinen anderen uns bekannten paar Dezilitern Universum ... Um mich kurz zu fassen: Wenn man an der Befehlskette im Gehirn emporklettert, findet man ganz oben diese umfassenden organisierenden Kräfte und dynamischen Eigenschaften, die großen Muster der zerebralen Erregung, die geistigen Zuständen oder seelischer Aktivität zugeordnet sind ... In der Nähe des Gipfels dieses Befehlssystems des Gehirns ... finden wir Ideen. Dem Schimpansen hat der Mensch Ideen und Ideale voraus. In dem hier vorgelegten Gehirnmodell wird die kausale Zeugungskraft einer Idee — oder eines Ideals — genau so wirklich wie die eines Moleküls, einer Zelle, oder eines Nervenimpulses. Ideen zeugen Ideen und tragen dazu bei, daß sich neue Ideen entwickeln. Sie interagieren miteinander und mit anderen geistigen Kräften in dem gleichen Gehirn, in benachbarten Gehirnen und dank der weltumspannenden Kommunikationsmöglichkeiten in weit entfernten, fremden Gehirnen. Und sie interagieren auch mit der äußeren Umgebung, um zusammen einen stoßartigen evolutionären Fortschritt hervorzubringen, der weit jenseits dessen liegt, was bisher auf der evolutionären Bühne aufgetreten ist, einschließlich des Auftauchens der lebendigen Zelle.


  Es gibt eine berühmte Kluft zwischen subjektiver und objektiver Sprache, z. B. die „subjektive“ Empfindung von „rot“, und die „objektive“ Wellenlänge des roten Lichts. Viele Menschen sehen diese beiden Sprachen als auf alle Zeiten unvereinbar an. Ich glaube das nicht. Genauso wenig wie die beiden Ansichten von Eschers Zeichnen unvereinbar sind — von „innerhalb des Systems“ wo die Hände sich gegenseitig zeichnen, und von außen, wo Escher das Ganze zeichnet. Die subjektive Empfindung von „rot“ kommt von einem Strudel der Selbstwahrnehmung im Gehirn, die objektive Wellenlänge ist so, wie man die Dinge sieht, wenn man zurück, aus dem System hinaustritt. Obschon niemand von uns jemals imstande sein wird, so weit zurückzutreten, daß er das „große Bild“ zu sehen vermöchte, sollten wir nicht vergessen, daß es existiert. Wir sollten daran denken, daß es physikalische Gesetze sind, die das bewirken — ganz weit unten in neuralen Winkeln, die zu weit entfernt sind, als daß wir sie mit unseren introspektiven Bohrungen auf hoher Stufe erreichen könnten.


  Selbst-Symbol und freier Wille


  In Kapitel XII schlugen wir vor, daß das, was wir „freien Willen“ nennen, ein Ergebnis der Wechselwirkung zwischen dem Selbst-Symbol (oder Teilsystem) und den anderen Symbolen im Gehirn ist. Wenn wir die Idee aufgreifen, daß Symbole Größen auf hoher Ebene sind, denen Bedeutungen angeheftet werden sollten, dann können wir einen Versuch unternehmen, die Beziehung zwischen Symbolen, dem Selbst-Symbol und dem freien Willen zu erklären.


  Eine Methode, eine gewisse Übersicht über die Frage nach dem freien Willen zu erhalten, ist die, sie durch eine andere, wie ich meine: gleichbedeutende Frage zu ersetzen, aber eine, die weniger vorbelastete Ausdrücke enthält. Anstatt zu fragen: „Hat System X einen freien Willen?“ fragen wir: „Trifft das System X eine Wahl?“ Durch sorgfältiges Tasten nach dem, was wir wirklich meinen, wenn wir von einem System — ob mechanisch oder biologisch — sagen, daß es „wählt“, können wir, glaube ich, viel Licht auf den freien Willen werfen. Es wird nützlich sein, ein paar Systeme zu prüfen, die wir unter verschiedenen Bedingungen versucht wären, als „eine Wahl treffend“ zu beschreiben. Anhand dieser Beispiele können wir einen Blick darauf gewinnen, was wir mit dem Ausdruck wirklich meinen.


  Nehmen wir das folgende System als Paradigma: eine Murmel, die einen holprigen Abhang hinunterrollt; einen Taschenrechner, der die sukzessiven Ziffern in der Dezimalbruchentwicklung der Quadratwurzel von 2 findet; ein raffiniertes Programm, das diabolisch gut Schach spielt; ein Roboter in einem T-Labyrinth (ein T-Labyrinth hat nur eine einzige Verzweigung, auf deren einem Ast eine Belohnung winkt); einen Menschen, der sich einem verzwickten Dilemma gegenübersieht.


  Erstens: die Murmel, die einen Abhang hinunterrollt. Trifft sie Entscheidungen? Dazu würden wir, glaube ich, einstimmig „nein“ sagen, obschon keiner von uns ihren Weg auch nur für eine ganz kurze Strecke vorauszusagen imstande wäre. Wir haben das Gefühl, daß sie gar keinen anderen Weg als den eingeschlagenen hätte rollen können, und daß sie einfach durch die unerbittlichen Naturgesetze geschoben wurde. In unserer geballten Mentalphysik können wir uns natürlich viele verschiedene „mögliche“ Wege für die Murmel vorstellen, und in der wirklichen Welt sehen wir, daß sie nur einem folgt. Auf gewissen Stufen unseres Denkens können wir das Gefühl nicht ganz unterdrücken, daß die Murmel einen einzigen Weg aus den Myriaden vorstellbarer Wege „gewählt“ hat, aber auf einer anderen Ebene unseres Geistes haben wir ein instinktives Verständnis dafür, daß die Mentalphysik nur ein Hilfsmittel bei der inneren Modellierung der Welt ist und daß die Mechanismen, die den realen, physischen Ablauf der Ereignisse verursachen, nicht von der Natur verlangen, daß sie durch einen analogen Vorgang gehe, nämlich Varianten in einem hypothetischen Universum (dem „Gehirn Gottes“) herzustellen und dann zu wählen. So werden wir diesen Prozeß nicht als „Wahl“ bezeichnen — obgleich wir erkennen, daß es oft von pragmatischem Nutzen ist, das Wort wegen seiner evokativen Kraft in Fällen wie diesem zu gebrauchen.


  Wie steht es nun mit dem Taschenrechner, der programmiert ist, die Dezimalziffern der Quadratwurzel aus 2 zu finden? Wie steht es mit dem Schachprogramm? Hier können wir sagen, daß wir eben mit „Phantasie-Murmeln“ zu tun haben, die „Phantasie-Abhänge“ hinunterrollen. Tatsächlich sind die Argumente, daß hier keine Entscheidungen getroffen werden, stärker als im Fall der Murmel. Wenn man nämlich versucht, das Murmel-Experiment zu wiederholen, wird man ohne Zweifel sehen, daß sie beim Hinunterrollen einen ganz anderen Weg einschlägt, während wenn man das Programm für die Quadratwurzel aus 2 ein zweites Mal fährt, man ein ums andere Mal das gleiche Ergebnis erhält. Die Murmel scheint jedesmal einen anderen Weg zu „wählen“, so sehr man auch versucht, die Bedingungen des ersten Laufs wiederherzustellen, während das Programm jedesmal durch genau die gleichen Kanäle abläuft.


  Nun gibt es im Fall phantastischer Schachprogramme verschiedene Möglichkeiten. Wenn man eine Partie gegen gewisse Programme spielt und eine zweite Partie mit den gleichen Zügen beginnt, die man das erste Mal gemacht hat, werden diese Programme genau wie zuvor ablaufen. Sie haben anscheinend nichts gelernt und haben kein Bedürfnis nach Abwechslung. Es gibt Programme mit Zufallseinrichtungen, die eine gewisse Abwechslung mit sich bringen, aber nicht aus einem sonderlich tiefen Wunsch heraus. Solche Programme könnten mitsamt dem eingebauten Zufallszahlen-Erzeuger wieder auf Null gestellt werden wie beim ersten Mal, und wiederum entstünde dieselbe Partie. Sodann gibt es andere Programme, die tatsächlich aus ihren eigenen Fehlern lernen und ihre Strategie je nach dem Ergebnis der Partie abändern. Solche Programme würden ein und dieselbe Partie nicht zweimal hintereinander spielen. Natürlich könnte man auch die Uhr zurückdrehen, indem man alle Änderungen im Gedächtnis, die Lernen repräsentieren, löscht, genau wie man den Zufallszahlen-Erzeuger auf Null stellen kann, aber das ist keine sehr freundliche Handlung. Außerdem: gibt es einen Grund für die Vermutung, daß man seine eigenen, in der Vergangenheit getroffenen Entscheidungen abändert, wenn jedes einzelne Detail — und dazu gehört natürlich das Gehirn — so eingestellt wird, wie es anfänglich war?


  Kehren wir also zur Frage zurück, ob der Ausdruck „Wahl“ hier anwendbar ist. Wenn Programme einfach ,,Phantasie-Abhänge hinunterrollende Phantasie-Murmeln“ sind, treffen sie eine Wahl oder nicht? Die Antwort muß natürlich eine subjektive sein, aber ich würde doch sagen, daß hier so ziemlich die gleichen Erwägungen wie bei der Murmel gelten. Doch würde ich hinzufügen, daß der Reiz des Wortes „Wahl“, selbst wenn es nur ein suggestives und bequemes Kürzel ist, sehr stark wird. Die Tatsache, daß ein Schachprogramm die verschiedenen möglichen, sich verzweigenden Wege durchschaut, ganz anders als eine rollende Murmel, vermittelt viel mehr den Eindruck eines Lebewesens als ein Quadratwurzel-von-2-Programm. Indessen findet sich hier noch immer kein tieferes Bewußtsein seiner selbst und kein Gefühl des freien Willens.


  Gehen wir nun weiter und stellen wir uns einen Roboter vor, der einen Vorrat von Symbolen besitzt. Diesen Roboter setzen wir in ein T-Labyrinth. Aber anstatt auf die Belohnung zuzusteuern, ist er vorprogrammiert, nach links zu gehen, wann immer die nächste Ziffer der Quadratwurzel von 2 gerade, und nach rechts, wenn sie ungerade ist. Nun ist der Roboter fähig, die Situation in seinen Symbolen nachzubilden, so daß er sich selbst beim Treffen einer Wahl beobachten kann. Jedesmal, wenn er sich dem T nähert, würde er auf die Frage: „Weißt du, in welche Richtung du das nächste Mal gehen wirst?“ mit „Nein“ antworten müssen. Um dann weitermachen zu können, würde er sein „Entscheidungs“-Teilprogramm aktivieren, das die nächste Ziffer der Quadratwurzel von 2 berechnet — womit die Entscheidung getroffen wäre. Jedoch ist der innere Mechanismus des Entscheiders dem Roboter nicht bekannt — in den Symbolen des Roboters ist er lediglich als eine Black Box repräsentiert, die auf Grund einer mysteriösen und anscheinend auf Zufall beruhenden Regel „links“ und „rechts“ auswirft. Solange die Symbole des Roboters nicht in der Lage sind, den geheimen Herzschlag der Quadratwurzel von 2 aufzusuchen, der in „L“ und „R“ schlägt, würde er die „Wahl“, die er trifft, nicht verstehen. Trifft aber dieser Roboter überhaupt eine Wahl? Versetzen Sie sich in ihn. Wenn Sie in einer Murmel gefangen wären, die einen Abhang hinunterrollte, und wenn Sie unfähig wären, ihre Bahn zu ändern, und Sie doch mit Ihrem menschlichen Verstand beobachten könnten, hätten Sie wohl das Gefühl, daß der Weg der Murmel auf einer Wahl beruhe? Natürlich nicht. Solange Ihr Geist das Ergebnis nicht beeinflußt, spielt es keine Rolle, daß die Symbole vorhanden sind.


  Nehmen wir also eine Modifikation an unserem Roboter vor: Wir lassen seine Symbole — einschließlich seines Selbst-Symbols — die zu fällende Entscheidung beeinflussen. Nun haben wir hier ein Beispiel für ein Programm, das ganz nach physikalischen Gesetzen abläuft und das viel näher an das Wesen des Wählens herankommt als die vorhergehenden Beispiele. Wenn die geballte Vorstellung von sich selbst, die der Roboter besitzt, die Szene betritt, beginnen wir uns mit dem Roboter zu identifizieren, denn was er tut, sieht aus wie Dinge, die auch wir tun. Es ist nicht mehr wie bei der Berechnung der Quadratwurzel von 2, wo anscheinend keine Symbole die gefällten Entscheidungen überwachen. Gewiß, wenn wir das Programm des Roboters auf einer sehr lokalen Ebene betrachteten, sähe es genau wie das Quadratwurzel-Programm aus. Ein Schritt nach dem anderen wird ausgeführt, und am Ende ist der Output „Links“ oder „Rechts“. Auf einer höheren Stufe jedoch können wir erkennen, daß Symbole verwendet werden, um ein Modell der Situation zu geben und die Entscheidung zu treffen. Das beeinflußt die Art, wie wir über das Programm denken, radikal. In dieser Phase ist die Bedeutung auf den Plan getreten — die gleiche Art von Bedeutung wie die, mit der wir in unserem Geist umgehen.


  Ein Gödel-Strudel, in dem alle Ebenen sich überschneiden


  Wenn nun ein Außenstehender dem Roboter als nächste Wahl „L“ vorschlägt, nimmt dieser den Vorschlag auf und leitet ihn in die wirbelnde Masse interagierender Symbole. Dort wird es unvermeidlicherweise in die Wechselwirkung mit dem Selbst-Symbol hineingesaugt, wie ein Ruderboot in einen Wasserstrudel hineingezogen wird. Das ist der Strudel des Systems, in dem alle Ebenen sich überschneiden. Hier stößt das „L“ auf eine Verwickelte Hierarchie von Symbolen und wird von der einen Stufe zur anderen, hinauf und hinunter geschoben. Das Selbst-Symbol ist unfähig, alle Vorgänge in seinem Inneren zu überwachen, und wenn dann die tatsächliche Entscheidung auftaucht — „L“, „R“ oder etwas außerhalb des Systems —, kann das System nicht sagen, woher sie stammt. Im Gegensatz zu einem gewöhnlichen Schachprogramm, das sich selbst nicht überwacht und infolgedessen keine Vorstellung davon hat, woher seine Züge kommen, überwacht sich dieses Programm selbst und hat Ideen über seine eigenen Ideen, kann aber seine eigenen Prozesse nicht bis ins letzte Detail überwachen und hat deshalb eine Art intuitives Gefühl für seine Funktionen, aber kein volles Verständnis. Aus dem Gleichgewicht zwischen Kenntnis und Unkenntnis seiner selbst erwächst das Gefühl des freien Willens.


  Man denke etwa an einen Schriftsteller, der versucht, gewisse Ideen zu vermitteln, die für ihn in mentalen Bildern enthalten sind. Darüber, wie diese Bilder in seinem Geist zusammenpassen, ist er nicht ganz sicher, und so probiert er herum, drückt die Dinge erst auf eine Weise und dann wieder auf eine andere aus, und entscheidet sich schließlich für eine der Varianten. Weiß er aber, woher das alles kam? Nur ganz vage. Vieles vom Ursprung ist wie bei einem Eisberg unsichtbar unter Wasser, und das weiß er. Oder man denke an ein Programm für musikalische Kompositionen, etwas, was wir früher besprochen haben. Wir fragten uns, wann wir damit einverstanden wären, es als Komponisten und nicht als Werkzeug eines Komponisten zu bezeichnen. Wir wären wohl einverstanden, wenn Selbsterkenntnis in Symbolen innerhalb des Programms vorhanden ist, und wenn das Programm diese delikate Ausgewogenheit zwischen Kenntnis und Unkenntnis seiner selbst besitzt. Ob das System deterministisch abläuft, ist ohne Belang; wir lassen gelten, daß es „frei wählt“, weil wir uns mit einer Beschreibung auf hoher Stufe desjenigen Prozesses, der beim Ablauf des Programms stattfindet, identieren können. Auf einer tieferen Stufe (Maschinensprache) sieht das Programm wie jedes andere aus: auf einer hohen (geballten) können Dinge wie „Wille“, „Intuition“, „Kreativität“ und „Bewußtsein“ auftauchen.


  Dabei ist wichtig, daß dieser Selbst-„Strudel“ an der Verwickeltheit, der „Gödelität“ der mentalen Prozesse schuld ist. Man hat mir gelegentlich schon gesagt: „Diese Geschichten mit Selbstbezüglichkeit usw. sind ja ganz hübsch und amüsant, aber glauben Sie tatsächlich, daß irgend etwas daran ernst zu nehmen sei?“ Ganz gewiß tue ich das! Ich glaube, daß es sich schließlich als Grundprinzip der AI erweisen wird und als Brennpunkt aller Versuche, das Funktionieren des menschlichen Geistes zu erklären. Und das ist der Grund, warum Gödel so eng in das Gewebe meines Buchs verflochten ist.


  Ein Escher-Strudel, in dem alle Ebenen sich überschneiden


  Eine auffallend schöne und doch gleichzeitig verwirrend groteske Darstellung des „Zyklonenauges“ einer Verwickelten Hierarchie gibt uns Escher in seinem Blatt Bildgalerie (Abb. 142). Was wir sehen ist eine Bildgalerie, in der ein junger Mann steht, der ein Schiff im Hafen einer kleinen Stadt betrachtet, vielleicht einer Stadt in Malta, nach der Architektur mit ihren Türmchen, ihren gelegentlichen Kuppeln und flachen Steindächern zu schließen. Auf einem von ihnen sitzt ein Knabe, der sich in der Hitze entspannt, während zwei Stockwerke unter ihm eine Frau — vielleicht seine Mutter aus dem Fenster ihrer Wohnung herausschaut, die unmittelbar über einer Bildgalerie liegt, wo ein junger Mann steht, der das Bild eines Schiffs im Hafen einer kleinen Stadt,
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  Abb. 142. Bildgalerie, von M. C. Escher (Lithographie, 1956).


  vielleicht auf Malta gelegen, betrachtet. Was?! Wir sind zurück auf der gleichen Stufe, auf der wir begannen, wenn auch alle Logik uns sagt, daß das nicht der Fall sein kann. Zeichnen wir ein Diagramm von dem, was wir sehen (Abb. 143): Wie dieses Diagramm zeigt, gibt es drei Arten des Enthaltenseins. Die Galerie ist materiell in der Stadt enthalten (Einschluß); die Stadt ist künstlerisch im Bild enthalten (Abbildung); das Bild ist im Geist der Person enthalten (Repräsentation). Während dieses


  


  
    
      	
        

      

      	
        000000000000000000000

      
    


    
      	
        Abb. 143. Abstraktes Diagramm von M. C. Eschers Bildgalerie.
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  Diagramm befriedigend aussehen mag, ist es in Wirklichkeit willkürlich, denn die Anzahl der hier gezeigten Stufen ist willkürlich. Nachstehend eine andere Möglichkeit, die obere Hälfte allein darzustellen (Abb. 144).
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        Abb. 144. Eine kollabierte Version des vorstehenden Diagramms.
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  Wir haben die „Stadt“-Ebene eliminiert; sie war nützlich, aber es geht auch genauso-gut ohne. Abb. 144 sieht ganz wie das Diagramm für Zeichnen aus: eine zweistufige Seltsame Schleife. Die Markierung für die Trennung ist willkürlich, mag sie auch noch so natürlich erscheinen. Dies kann noch zusätzlich dadurch betont werden, daß man sogar noch „kollabiertere“ schematische Diagramme der Bildgalerie vorführt, wie das in Abb. 145.
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        Abb. 145. Weiterer Kollaps von Abb. 143.
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  Hier haben wir die Paradoxie des Bildes in seiner reinsten Form. Wenn nun das Bild „in sich selbst enthalten“ ist, ist dann auch der junge Mann „in sich selbst enthalten“? Diese Frage beantwortet Abb. 146.
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        Abb. 146. Eine andere Form des Kollaps von Abb. 143.
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  So sehen wir den jungen Mann „in sich selbst enthalten“ — in einem merkwürdigen Sinn, der die drei unterschiedlichen Bedeutungen von „Enthaltensein“ vermischt.


  Dieses Diagramm erinnert uns an die Paradoxie des Epimenides mit ihrer einstufigen Selbstbezüglichkeit, während das zweistufige Diagramm dem Paar von Sätzen ähnelt, wo jeder sich auf den anderen bezieht. Enger können wir die Schleife nicht machen, aber wir können sie weiter öffnen, indem wir jede beliebige Menge von Zwischenstufen einschalten, wie z. B. „Bilderrahmen“, „Arkade“ und „Gebäude“. Tun wir das, dann haben wir vielstufige Seltsame Schleifen, deren Diagramme denen von Wasserfall (Abb. 5) oder Treppauf Treppab (Abb. 6) isomorph sind. Die Anzahl der Stufen bestimmt unser Gefühl dafür, was „natürlich“ ist, und das kann je nach Kontext, Zweck oder Geistesverfassung verschieden sein. Die Abbildungen der zentralen X-mas — Dog, Krebs, Ai und Pfeife — können alle als dreistufige Seltsame Schleifen aufgefaßt werden, oder sie können in zwei- oder einstufige Schleifen kollabieren; und dann wiederum können sie in vielstufige Schleifen expandiert werden. Wo man die Stufen wahrnimmt, ist Sache der Intuition und der ästhetischen Vorliebe.


  Werden nun auch wir, die Betrachter der Bildgalerie, ebenfalls in uns selber hineingesaugt, weil wir sie betrachten? Nicht eigentlich. Wir können diesem Wirbel entrinnen, indem wir außerhalb des Systems bleiben. Und wenn wir das Bild betrachten, sehen wir Dinge, die der junge Mann ganz gewiß nicht sehen kann, wie z. B. Eschers Signatur „M C E“ in dem „Fleck“ in der Mitte. Wenn dieser Fleck auch wie ein Fehler aussieht, liegt der Fehler vielleicht in unseren Erwartungen, denn Escher hätte tatsächlich diesen Teil des Bildes nicht fertigstellen können, ohne den Regeln, nach denen er sein Bild zeichnete, untreu zu werden. Dieser Mittelpunkt des ganzen Wirbels ist unvollständig — und muß es sein. Escher hätte ihn beliebig klein machen können losgeworden wäre er ihn nie. So können wir als Außenstehende wissen, daß Bildgalerie wesentlich unvollständig ist, eine Tatsache, die der junge Mann im Innern niemals wird wissen können. Escher hat also eine bildliche Parabel für Gödels Unvollständigkeit gegeben. Und das ist der Grund, warum der Eschersche und der Gödelsche Strang in diesem meinem Buch eng miteinander verflochten sind.


  Ein Bach-Strudel, in dem alle Ebenen sich überschneiden


  Bei der Betrachtung des Diagramms von Seltsamen Schleifen denkt man unvermeidlicherweise an den Endlos Reduplizierten Kanon aus dem Musikalischen Opfer. Ein Diagramm bestünde aus sechs Schritten (Abb. 147). Zu schade, daß wenn er zu C
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  Abb. 147. Das sechseckige Modulationsschema von Bachs Endlos Redupliziertem Kanon bildet eine richtige geschlossene Schleife, wenn man Shepard-Töne verwendet.


  zurückkehrt, er eine Oktave höher ist als ursprünglich. Erstaunlicherweise ist es möglich, das Diagramm so zu arrangieren, daß man genau zum Anfangston zurückkehrt, indem man die sogenannten Shepard-Töne verwendet. Benannt sind sie nach ihrem Entdecker, dem Psychologen Roger Shepard. Das Prinzip der Shepard-Tonleiter zeigt Abb. 148. In Worten ausgedrückt, geht das so: Man spielt parallele Tonleitern in verschiedenen Oktavbereichen. Jede Note ist unabhängig von den anderen gewichtet, und in dem Maße, in dem die Noten höher werden, verlieren sie an Gewicht. Man läßt die eine Oktave allmählich ausklingen, während man zugleich allmählich die unterste Oktave hereinbringt. Genau in dem Augenblick, in dem man normalerweise eine Oktave höher wäre, haben sich die Gewichte genau um soviel verschoben, daß der Anfangston reproduziert wird ... So kann man also ewig weiter in die Höhe gehen, ohne jemals höher zu kommen. Man kann es auf dem Klavier versuchen, noch besser funktioniert es, wenn die Töne unter Computerkontrolle genau synthetisiert werden. Dann ist die Illusion verblüffend stark.
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  Diese wundervolle musikalische Entdeckung gestattet, den Endlos Reduplizierten Kanon so zu spielen, daß er in sich selbst zurückläuft, nachdem er eine Oktave „hinaufgestiegen“ ist. Diese Idee, von Scott Kim und mir gemeinsam entwickelt, wurde unter Verwendung eines Computer-Musiksystems auf Band realisiert. Der Effekt ist sehr subtil, aber sehr real. Es ist recht interessant, daß Bach selbst vermutlich irgendwie wußte, daß es solche Tonleitern gibt, denn in seinem musikalischen Werk finden sich gelegentlich Stellen, die mehr oder weniger vom allgemeinen Prinzip der Shepard-Töne Gebrauch machen, z. B. in der Fantasie und Fuge g-Moll für Orgel.


  In seinem Buch J. S. Bach's Musical Offering schreibt Hans Theodore David:


  Überall im Musikalischen Opfer wird der Leser, der Interpret oder der Hörer aufgefordert, nach dem Königlichen Thema in all seinen Formen zu suchen. Das ganze Werk ist also ein Ricercar im ursprünglichen, buchstäblichen Wortsinn. 5


  Ich halte das für richtig. Man kann gar nicht tief genug in das Musikalische Opfer hineinblicken. Wenn man alles zu wissen glaubt, gibt es immer noch mehr. Gegen das Ende des Ricercar zu sechs Stimmen z. B., das zu improvisieren er sich weigerte, verbarg Bach listig seinen eigenen Namen, auf zwei der Oberstimmen verteilt. Im Musikalischen Opfer geschehen viele Dinge auf verschiedenen Ebenen. Da gibt es Tricks mit Noten und Buchstaben, da gibt es einfallsreiche Variationen über das Königsthema, da gibt es originelle Kanons, außerordentlich komplexe Fugen; da ist Schönheit und emotionale Tiefe, sogar das Schweigen in der Vielstufigkeit des Werks wird hörbar. Das Musikalische Opfer ist eine Fuge aus Fugen, eine Verwickelte Hierarchie wie die von Escher und Gödel, eine intellektuelle Konstruktion, die mich auf eine Weise, die ich nicht in Worte kleiden kann, an die vielstimmige wunderbare Fuge des menschlichen Geistes gemahnt. Und das ist der Grund, warum in diesem Buch die drei Stränge Gödel, Escher und Bach zu einem Endlosen Geflochtenen Band verflochten sind.


  Ricercar zu sechs Stimmen


  Herr Krebs hat seine Freunde, Herrn Schildkröte und Achilles, in seine Ferienvilla in Damp-Ost eingeladen, um gemeinsam einen Abend lang die Kammermusik zu pflegen. Achilles hat sein Cello mitgebracht. Sein Gastgeber, Herr Krebs, hat ihn ins Musikzimmer gebeten und einen Moment allein gelassen, um ihren gemeinsamen Freund, Herrn Schildkröte, an der Tür zu empfangen. Der Raum ist mit elektronischen Geräten aller Art vollgestopft — Plattenspieler in verschiedenen Stadien des Zusammenbaus und der Zerlegung, an Schreibmaschinen angeschlossene Fernsehschirme und andere, ganz unwahrscheinlich aussehende Apparateteile. Versteckt unter all diesem hochgezüchteten Gerät steht ein bescheidenes Radio. Da dieses die einzige Sache im Zimmer ist, die Achilles zu bedienen versteht, geht er hinüber, dreht ein bißchen verstohlen an der Skala und merkt, daß er eine Gruppendiskussion von sechs gebildeten Gelehrten über freien Willen und Determinismus eingeschaltet hat. Er hört kurz zu und schaltet dann etwas verächtlich ab.


  Achilles: Ich komme sehr gut ohne ein solches Programm aus. Schließlich ist es ja jedermann, der je darüber nachgedacht hat, klar, daß — ich meine, es ist keine sehr schwierige Sache, wenn man erst einmal versteht wie — oder vielmehr, begrifflich gedacht, man kann die ganze Sache klären, wenn man daran denkt, oder wenigstens sich eine Situation ausdenkt, in der ... Hmmm ... Ich dachte, ich hätte alles ganz klar in meinem Kopf. Vielleicht wäre es doch nützlich, wenn ich da zuhörte.


  (Herr Schildkröte kommt mit seiner Geige herein.)


  Achilles: Schau, schau, wenn das nicht unser Fiedler ist. Haben Sie diese Woche brav geübt, Herr S.? Ich selbst habe den Cello-Part in der Trio-Sonate des Musikalischen Opfers mindestens zwei Stunden täglich gespielt. Ein strenges Training aber es macht sich bezahlt.


  Schildkröte: Ich komme sehr gut ohne ein solches Programm aus. Mal hier ein bißchen, mal da ein bißchen, denke ich, das hält mich fit und fidel.


  Achilles: Sie Glücklicher! Wenn es mir nur auch so leicht fiele. Nun, wo ist denn unser Gastgeber?


  Schildkröte: Nur eben seine Flöte holen gegangen, denke ich. Da ist er ja.


  (Herr Krebs kommt mit seiner Flöte.)


  Achilles: Ach, Herr Krebs, als ich letzte Woche eifrig die Trio-Sonate übte, stiegen alle möglichen Bilder in mir auf: fröhlich kollernde Bienen, melancholisch summende Puten und eine Masse andere. Ist die Macht der Musik nicht etwas Wundervolles?


  Krebs: Ich komme sehr gut ohne ein solches Programm aus. In meinen Augen, Achilles, gibt es keine reinere Musik als das Musikalische Opfer.


  Schildkröte: Das können Sie nicht im Ernst meinen, Achilles. Das Musikalische Opfer ist keine programmatische Musik.


  Achilles: Nun, ich liebe Tiere, auch wenn Sie beide so steif und zugeknöpft sind, daß Sie das anders sehen.


  Krebs: Ich glaube nicht, daß wir so steif und zugeknöpft sind, Achilles. Sagen wir doch einfach, daß Sie Musik auf Ihre eigene Weise hören.


  Schildkröte: Sollen wir uns setzen und spielen?


  Krebs: Ich hatte gehofft, daß ein mit mir befreundeter Pianist kommen und den Continuo spielen werde. Ich wollte Sie, Achilles, schon lange mit demselbigen bekannt machen. Unglücklicherweise hat es den Anschein, daß er vielleicht nicht kommen kann. Also fangen wir drei einfach einmal an. Für eine Trio-Sonate ist das völlig ausreichend.


  Achilles: Bevor wir anfangen — ich frage mich, Herr Krebs, was sind das alles für Geräte, die Sie hier haben?


  Krebs: Nun, größtenteils sind das Überbleibsel — Stücke und Teile alter kaputter Grammophone. Nur ein paar Souvenirs (drückt nervös auf den Knöpfen herum)—ein paar Souvenirs von — von gewissen Schlachten, in denen ich mich hervortat. Diese an Fernsehgeräte angeschlossenen Tastaturen sind jedoch mein neues Spielzeug. Ich habe fünfzehn Stück hier herumstehen. Es ist eine neue Art Computer, sehr kleine, sehr flexible Computer — den bisher erhältlichen Typen ziemlich überlegen. Wenige scheinen davon so begeistert zu sein wie ich, aber ich glaube, daß sie sich mit der Zeit durchsetzen werden.


  Achilles: Haben sie einen besonderen Namen?


  Krebs: Ja: sie heißen „Klug-Dumm“, da sie so flexibel sind und die Fähigkeit besitzen, entweder klug oder dumm zu sein, je nachdem wie geschickt man sie instruiert.


  Achilles: Glauben Sie, daß sie tatsächlich so klug werden können wie, sagen wir, ein Mensch?


  Krebs: Ich würde das ohne zu zögern behaupten — vorausgesetzt natürlich, daß jemand, der in der Kunst der Instruktion von Klug-Dumms genügend bewandert ist, sich der Mühe unterzieht. Leider ist mir persönlich niemand bekannt, der ein wirklicher Virtuose wäre. Gewiß, es gibt draußen in unserem Lande einen einzigen Fachmann, eine sehr berühmte Persönlichkeit — und nichts machte mir größere Freude, als ein Besuch von ihm, so daß ich mir ein Bild davon machen könnte, was wirkliche Könnerschaft auf den Klug-Dumms bedeutete. Doch ist er nie gekommen, und ich frage mich, ob ich jemals das Vergnügen haben werde.


  Schildkröte: Es wäre interessant, Schach gegen ein gut instruiertes Klug-Dumm zu spielen.


  Krebs: Eine äußerst spannende Idee. Das wäre ein wunderbares Zeichen für die Könnerschaft, ein Klug-Dumm so zu programmieren, daß es eine gute Schachpartie lieferte. Sogar noch interessanter — aber unendlich viel komplizierter — wäre es, ein Klug-Dumm hinreichend zu instruieren, so daß es in einer Unterhaltung seine Stellung behaupten könnte. Es könnte den Eindruck erwecken, daß es einfach eine andere Person sei!


  Achilles: Komisch, daß dieses Thema auftaucht, denn gerade habe ich einen Fetzen einer Diskussion über freien Willen und Determinismus gehört, der mich wieder einmal über solche Fragen nachdenken ließ. Ich gebe unumwunden zu, daß meine Gedanken sich mehr und mehr verwirrten, als ich der Idee nachging, und schließlich wußte ich wirklich nicht mehr, wo mir der Kopf stand. Aber diese Vorstellung, daß ein Klug-Dumm sich mit jemand unterhalten könnte — da wird einem schwindlig. Ich meine, was würde das Klug-Dumm selbst sagen, wenn man es nach seinen Ansichten über das Problem des freien Willens fragte? Ich fragte mich gerade, ob Sie beide, die Sie so viel über derartige Dinge wissen, mir den Gefallen tun und mir Ihre Auffassung des Problems erklären würden.


  Krebs: Achilles, Sie können sich nicht vorstellen, wie treffend Ihre Frage ist. Ich wünschte mir nur, daß mein Freund, der Pianist, hier wäre, denn ich weiß, daß das, was er zu diesem Thema zu sagen hätte, Sie faszinieren würde. In seiner Abwesenheit würde ich Ihnen gerne eine Behauptung aus einem Dialog vorlegen, auf den ich unlängst am Ende eines Buches stieß.


  Achilles: Doch nicht Kupfer, Silber, Gold: eine Unzerstörbare Metallische Legierung?


  Krebs: Nein. Soweit ich mich erinnere, hieß es Giraffen, Elefanten, Büffel: ein Ewiges Grasland-Bestiarium — oder so ähnlich. Auf jeden Fall zitiert gegen Ende des erwähnten Dialogs ein gewisser äußerst drolliger Charakter Marvin Minsky zum Problem der Willensfreiheit. Kurz darauf zitiert dieser drollige Charakter, während er mit zwei anderen Personen spricht, Minsky zum Thema der musikalischen Improvisation, der Computersprache Lisp und Gödels Satz und — man höre all das ohne auch nur die geringsten Quellenangaben von Minsky!


  Achilles: Oh, wie schändlich!


  Krebs: Ich muß gestehen, daß er weiter vorne im Dialog einen Hinweis darauf eingebaut hat, daß er Minsky gegen das Ende zu zitieren WIRD, und so kann man ihm vielleicht verzeihen.


  Achilles: Sieht so aus. Jedenfalls bin ich begierig, Minskys Ansicht über das Problem der Willensfreiheit zu hören.


  Krebs: Ach ja ... Marvin Minsky sagte: „Wenn intelligente Maschinen gebaut werden, sollte es uns nicht überraschen, wenn sie so verworren und hartnäckig wären wie die Menschen, was ihre Überzeugungen hinsichtlich Geist und Materie, Bewußtsein, Willensfreiheit und ähnlichem betrifft.“


  Achilles: So etwas hat man gern! Ein ganz lustiger Gedanke: Ein Automat, der glaubt, er habe einen freien Willen. Das ist fast so albern, wie wenn ich dächte, ich hätte keinen freien Willen!


  Schildkröte: Ich nehme an, Achilles, es kam Ihnen noch nie in den Sinn, daß wir drei Sie, ich selbst und Herr Krebs, — alle Charaktere eines Dialogs sein könnten, vielleicht sogar eines, der dem von Herrn Krebs erwähnten ähnlich ist.


  Achilles: Ach, natürlich kam mir das schon in den Sinn. Ich nehme an, daß jeder normale Mensch hin und wieder solche Einfälle hat.


  Schildkröte: Und Herr Ameisenbär, Herr Ai, Zeno, sogar Zeus — wir könnten alle Charaktere einer Reihe von Dialogen in einem Buch sein.


  Achilles: Gewiß könnten wir das. Und der Autor könnte auch einfach hereinkommen und Klavier spielen.


  Krebs: Genau das hatte ich gehofft. Aber er kommt immer zu spät.


  Achilles: Wollen Sie mich auf den Arm nehmen? Ich weiß, daß ich nicht irgendwie von einer anderen geistigen Macht beherrscht werde. Ich habe meine eigenen Gedanken, ich drücke mich so aus, wie ich will — das können Sie nicht leugnen!


  Schildkröte: Niemand leugnet irgend etwas davon, Achilles. Aber alles, was Sie sagen, verträgt sich durchaus damit, daß Sie ein Charakter eines Dialogs sind.


  Krebs: Der -


  Achilles: Aber — aber — nein! Vielleicht sind Herrn K's Artikel und meine aberwitzige Antwort darauf beide mechanistisch determiniert, aber das zu glauben weigere ich mich. Physikalischen Determinismus kann ich akzeptieren, nicht aber die Vorstellung, daß ich nur eine Fiktion im Geist einer anderen Person sein soll.


  Schildkröte: Es spielt im Grunde keine Rolle, ob Sie ein Hardware-Gehirn haben, Achilles. Ihr Wille kann gleichermaßen frei sein, wenn Ihr Gehirn einfach ein Stück Software im Hardware-Gehirn irgendeines anderen ist. Und dessen Gehirn seinerseits könnte Software in einem noch höheren Gehirn sein ...


  Achilles: Was für eine absurde Vorstellung! Und doch muß ich zugeben, daß es mir Spaß macht, die klug verborgenen Löcher in Ihren Sophistereien zu finden machen Sie also weiter! Versuchen Sie mich zu überzeugen. Ich bin dabei.


  Schildkröte: Ist Ihnen jemals aufgefallen, Achilles, daß Sie sich in ziemlich ungewöhnlicher Gesellschaft befinden?


  Achilles: Natürlich. Sie sind sehr exzentrisch (ich weiß, daß Sie nichts dagegen haben, wenn ich das sage), und auch Herr Krebs hier ist ein winziges bißchen exzentrisch. (Verzeihung, Herr Krebs!)


  Krebs: Oh, keine Sorge, ich fühle mich nicht beleidigt.


  Schildkröte: Aber Achilles, eine der auffälligsten Eigenschaften Ihrer Bekannten haben Sie übersehen.


  Achilles: Und die wäre ...?


  Schildkröte: Daß wir Tiere sind!


  Achilles: Nun, nun — das ist wahr! Sie sind so scharfsinnig. Es wäre mir nie in den Sinn gekommen, die Tatsache so knapp zu formulieren.


  Schildkröte: Ist das nicht Evidenz genug? Wieviele Menschen kennen Sie, die ihre Zeit mit sprechenden Schildkröten und sprechenden Krebsen verbringen?


  Achilles: Ich muß gestehen, ein sprechender Krebs ist ...


  Krebs: ... natürlich eine Anomalie.


  Achilles: Exakt; es ist eine Anomalie — aber sie hat ihre Vorläufer. Sie ist in der Literatur vorgekommen.


  Schildkröte: Genau — in der Literatur. Aber wo im wirklichen Leben?


  Achilles: Nun, da Sie davon sprechen, kann ich es nicht recht sagen. Ich muß darüber nachdenken. Aber das genügt noch nicht, um mich davon zu überzeugen, daß ich ein Charakter eines Dialogs bin. Haben Sie noch andere Argumente?


  Schildkröte: Erinnern Sie sich, wie wir beide uns eines Tages scheinbar zufällig im Park trafen?


  Achilles: An dem Tag, als wir über Krebskanons von Escher und Bach diskutierten?


  Schildkröte: Genau der!


  Achilles: Und soweit ich mich erinnere, tauchte irgendwo gegen Mitte unseres Gesprächs Herr Krebs auf, plapperte irgendetwas Komisches und machte sich dann davon.


  Krebs: Nicht einfach „irgendwo gegen Mitte“, Achilles. GENAU in der Mitte.


  Achilles: Oh, nun gut denn.


  Schildkröte: Haben Sie gemerkt, daß in diesem Gespräch Ihre Sätze dieselben waren wie die meinigen — nur in umgekehrter Reihenfolge? Hier und da waren einige Wörter ausgewechselt, aber im wesentlichen verlief unsere Begegnung zeitlich symmetrisch.


  Achilles: Toll! Es war einfach eine Art Taschenspielerei. Wahrscheinlich alles mit Spiegeln gemacht.


  Schildkröte: Keine Taschenspielereien, Achilles, und keine Spiegel: einfach die Arbeit eines beharrlichen Autors.


  Achilles: Aber ist beides nicht dasselbe?


  Schildkröte: Letzteres ist eine kultiviertere Variante, finde ich.


  Achilles: Halt! Etwas an dieser Unterhaltung kommt mir bekannt vor. Habe ich diese Sätze nicht schon früher einmal gehört?


  Schildkröte: So ist es, Achilles.


  Krebs: Vielleicht ergaben sich diese Sätze eines Tages zufällig im Park, Achilles. Erinnern Sie sich, wie Ihr Gespräch mit Herrn S. an jenem Tag verlief?


  Achilles: Vage. Er sagte anfangs: „Guten Tag, Achilles“, und am Ende sagte ich: „Guten Tag, Herr S.“. Stimmt's?


  Krebs: Ich habe zufällig gerade eine Transkription hier.


  (Er fischt in seiner Musikmappe herum, fingert ein Blatt heraus und händigt es Achilles aus. Beim Lesen beginnt Achilles merklich unruhig und nervös zu werden.)


  Achilles: Das ist sehr seltsam. Sehr, sehr seltsam ... Plötzlich habe ich ein — unheimliches Gefühl. Es ist, als hätte jemand dieses ganze Bündel von Aussagen im voraus geplant, irgendwie auf dem Papier oder sonstwie entworfen ... Als hätte irgendein Autor eine Liste mit Agenda gehabt und aufgrund dieser Liste all jene Aussagen, die ich an jenem Tag machte, geplant und detailliert ausgearbeitet.


  (In diesem Augenblick fliegt plötzlich die Tür auf. Herein kommt der Autor mit einem gigantischen Manuskript unter dem Arm.)


  Autor: Ich komme sehr gut ohne ein solches Programm aus. Denn wenn meine Charaktere einmal Form angenommen haben, wissen Sie, scheinen sie ein Eigenleben zu führen, und es kostet mich nur wenig Mühe, ihre Sätze zu planen.


  Krebs: Oh, da sind Sie ja! Ich dachte, Sie würden überhaupt nicht mehr eintreffen!


  Autor: Tut mir leid, daß ich so spät komme. Ich schlug den falschen Weg ein und landete irgendwo ganz weit weg. Aber irgendwie fand ich dann doch zurück. Freut mich, Sie zu sehen, Herr Schildkröte und Herr Krebs. Und ganz besonders Sie, Achilles.


  Achilles: Wer sind Sie? Ich habe Sie noch nie gesehen.


  Autor: Ich bin Douglas Hofstadter — bitte nennen Sie mich Doug —, und ich bin gerade dabei, ein Buch fertigzustellen, das Gödel, Escher, Bach: ein Endloses Geflochtenes Band heißt. Es ist das Buch, in dem Sie drei vorkommen.


  Achilles: Freut mich sehr. Mein Name ist Achilles, und -


  Autor: Nicht nötig, sich vorzustellen, Achilles, ich kenne sie doch schon recht gut.


  Achilles: Verrückt, verrückt!


  Krebs: Er ist derjenige, von dem ich sagte, er würde vielleicht vorbeikommen und den Continuo mit uns spielen.


  Autor: Ich habe das Musikalische Opfer zuhause auf meinem Klavier ein bißchen gespielt, und ich kann versuchen, mich durch die Trio-Sonate zu stümpern vorausgesetzt, daß Sie meine vielen falschen Töne überhören werden.


  Schildkröte: Nun, wir sind in derlei Dingen sehr tolerant hier, wir sind ja selber auch alle Amateure.


  Autor: Hoffentlich macht es Ihnen nichts aus, Achilles, aber daß danach im Park Sie und Herr Schildkröte dasselbe sagten, nur in umgekehrter Reihenfolge, ist meine Schuld.


  Krebs: Vergessen Sie mich nicht! Ich war auch dort, mittendrin, und steuerte meine Ideen bei.


  Autor: Natürlich. Sie waren der Krebs im Krebs-Kanon.


  Achilles: Sie sagen also, daß Sie meine Äußerungen steuern? Daß mein Gehirn ein Software-Teilsystem des Ihrigen ist?


  Autor: Sie können es so ausdrücken, wenn Sie wollen, Achilles.


  Achilles: Angenommen, ich schriebe Dialoge. Wer wäre ihr Autor, Sie oder ich?


  Autor: Natürlich Sie. Zumindest würden Sie in der fiktiven Welt, die Sie bewohnen, als deren Autor anerkannt.


  Achilles: Fiktiv? Ich sehe nicht, was daran fiktiv sein könnte!


  Autor: Während in der Welt, in der ich wohne, die Autorschaft vielleicht mir zugeschrieben würde, obgleich ich nicht sicher bin, ob es richtig wäre, das zu tun. Und dann: Wer immer verursachte, daß ich veranlaßte, daß Sie Ihre Dialoge schrieben, wird in seiner Welt (von der aus gesehen die MEINE fiktiv anmutet) dafür Anerkennung finden.


  Achilles: Das ist ein harter Brocken! Ich habe mir bis heute nicht vorstellen können, daß es über meiner Welt noch eine andere geben könnte — und nun deuten Sie an, daß es über dieser sogar noch eine andere geben könnte. Es ist, als stiege man eine vertraute Treppe hinauf und ginge einfach weiter, nachdem man das obere Ende erreicht hat — oder wenigstens das, was man bisher als das obere Ende betrachtet hatte.


  Krebs: Oder man wacht aus dem auf, was man als wirkliches Leben aufgefaßt hat und entdeckt, daß es nur ein Traum war. Das könnte immer wieder geschehen, niemand wüßte, wo es enden würde.


  Achilles: Es ist höchst verblüffend, wie die Charaktere in meinen Träumen ihren eigenen Willen haben und Rollen spielen, die von MEINEM Willen unabhängig sind. Es ist, als ob mein Geist, wenn ich träume, lediglich eine Bühne bildete, auf der gewisse andere Lebewesen ihr Leben aufführen. Und dann, wenn ich erwache, gehen sie fort. Ich frage mich, wo sie wohl hingehen mögen ...


  Autor: Sie gehen an den gleichen Ort, an den der Schluckauf geht, wenn man ihn los wird: nach Tumbolia. Sowohl der Schluckauf wie auch die Traumwesen sind Software-Teilorganismen, die dank der Biologie des äußeren Wirt-Organismus existieren. Der Wirt-Organismus dient ihnen als Bühne — oder gar als Universum. Sie führen eine Zeitlang ihr Leben auf — wenn aber der Wirtorganismus seinen Zustand erheblich verändert — zum Beispiel aufwacht — dann verlieren die Teil-Organismen ihren Zusammenhalt und hören auf, als separate, identifizierbare Einheiten zu existieren.


  Achilles: Wie Sandburgen, die verschwinden, wenn eine Welle über sie hinwegspült?


  Autor: Genauso, Achilles. Schluckauf, Traumgestalten und sogar Charaktere eines Dialogs zersetzen sich, wenn ihr Wirt-Organismus gewisse kritische Zustandsveränderungen erfährt. Doch wie bei den Sandburgen, die Sie beschrieben haben, ist all das, was sie ausmachte, immer noch vorhanden.


  Achilles: Ich protestiere dagegen, mit einem Schluckauf verglichen zu werden.


  Autor: Aber ich vergleiche Sie doch auch mit einer Sandburg. Ist das denn nicht poetisch? Zudem wird Sie die Tatsache trösten, daß wenn Sie nichts als ein Schluckauf in meinem Gehirn sind, ich selbst nichts als ein Schluckauf im Gehirn irgend eines höheren Autors bin.


  Achilles: Ich bin aber doch ein so physisches Wesen — so offensichtlich aus Fleisch und Blut und harten Knochen. Das können Sie nicht leugnen!


  Autor: Daß Sie das fühlen, kann ich nicht leugnen, aber denken Sie daran, daß geträumte Wesen, obgleich sie nur Software-Erscheinungen sind, das Gleiche fühlen, nicht weniger als Sie.


  Schildkröte: Genug davon. Setzen wir uns und machen wir Musik!


  Krebs: Eine glänzende Idee — und nun haben wir das zusätzliche Vergnügen, daß unser Autor anwesend ist, der unsere Ohren mit der Wiedergabe des Generalbasses zur Trio-Sonate erfreuen wird, wie von Bachs Schüler Kirnberger harmonisiert. Wir haben wirklich Glück! (Führt den Autor zu einem seiner Klaviere.) Ich hoffe, Sie finden den Stuhl bequem. Um ihn zu verstellen, müssen Sie — (Im Hintergrund hört man einen komischen, leisen oszillierenden Ton.)


  Schildkröte: Verzeihung — aber was war das für ein seltsames elektronisches Gegurgel?


  Krebs: Ach, nur ein Geräusch eines Klug-Dumm. Ein derartiges Geräusch zeigt im allgemeinen an, daß eine neue Notiz auf dem Bildschirm erschienen ist. Gewöhnlich sind diese Notizen nur unwichtige Bekanntmachungen, die vom Haupt-Monitor-Programm kommen, das die Klug-Dumms kontrolliert. (Mit der Flöte in der Hand geht er zu einem der Klug-Dumms hinüber und liest, was auf dem Schirm steht. Sofort wendet er sich den versammelten Musikanten zu und sagt mit einer gewissen Erregung:) Meine Herren, der alte Ba.Ch ist gekommen ... (Er legt die Flöte weg.) Wir müssen ihn natürlich sofort hereinbitten.


  Achilles: Der alte Ba.Ch.! Könnte es sein, daß jener berühmte Interpret von ehedem sich entschloß, heute Nacht HIER aufzutauchen?


  Schildkröte: Der alte Ba.Ch.! DAMIT kann nur ein einziger gemeint sein — der berühmte Babbage, Charles Esq., M.A., F.R.S., F.R.S.E., F.R.A.S., F.STAT.S., HON.M.R.I.A., M.C.P.S., Träger des italienischen Ordens von St. Mauritius und St. Lazarus, INST.IMP. (ACAD.MORAI.), PARIS CORR., ACAD. AMER.ART. ET SC. BOSTON, REG.OECON. BORUSS., PHYS. HIST.NAT.GENEV., ACAD. REG. MONAC., HAFN., MASSIL., ET DIVION., SOCIUS., ACAD.IMP., ET REG.PETROP., NEAP., BRUX., PATAV., GEORG. FLOREN, LYNCEI ROM., MUT., PHILOMATH., PARIS, SOC. CORR., etc. — und Mitglied des Extractor's Club. Charles Babbage ist ein verehrungswürdiger Pionier der Kunst und der Wissenschaft der Computer. Was für eine seltene Ehre!


  Krebs: Sein Name ist weit und breit bekannt, und ich hatte schon lange gehofft, er werde uns einmal mit einem Besuch beehren — aber dies ist eine völlig unerwartete Überraschung.


  Achilles: Spielt er ein Musikinstrument?


  Krebs: Ich habe gehört, er habe in den letzten hundert Jahren unerklärlicherweise Gefallen an Tomtoms, Trillerpfeifen und mannigfachen anderen Straßeninstrumenten Gefallen gefunden.


  Achilles: Wenn das so ist, würde er vielleicht gerne an unserem musikalischen Abend teilnehmen.


  Autor: Ich schlage vor, wir begrüßen ihn mit einem Zehn-Kanon-Salut.


  Schildkröte: Eine Aufführung all der berühmten Kanons aus dem Musikalischen Opfer?


  Autor: Ganz richtig.


  Krebs: Capitaler Vorschlag! Schnell, Achilles. Machen Sie eine Liste von allen zehn in der Reihenfolge, in der sie gespielt werden sollen, und überreichen Sie diesselbe ihm, wenn er hereinkommt!


  (Bevor Achilles sich rühren kann, tritt Babbage ein. Er trägt einen Leierkasten, einen schweren Reisemantel und einen Hut. Er sieht etwas müde und zerzaust von der Reise aus.)


  Babbage: Ich komme sehr gut ohne ein solches Programm aus. Realisiert: Ich Chargierte Einst Riesige Concerte Auf Raten.


  Krebs: Herr Babbage! Es ist mein höchstes Vergnügen, Sie hier in Damp-Ost in meiner bescheidenen Residenz begrüßen zu dürfen. Während vieler Jahre war es mein brennender Wunsch gewesen, Ihre Bekanntschaft zu machen, und heute geht er endlich in Erfüllung.


  Babbage: Oh, Herr Krebs, ich kann Ihnen versichern, daß die Ehre ganz meinerseits ist — jemand zu treffen, der in allen Wissenschaften so hervorragend wie eben Sie ist, jemand, dessen Wissen und Können in der Musik über jede Kritik erhaben ist, und jemand, dessen Gastfreundschaft keine Grenzen kennt. Und ich bin sicher, daß Sie, was die Erscheinung Ihrer Gäste betrifft, nur die höchsten Standards erwarten; und doch muß ich gestehen, daß ich diesen höchst vernünftigen Standards nicht genügen kann, da ich mich in ungezwungener Kleidung befinde, wie sie einem Besucher eines so hervorragenden und vortrefflichen Krebses wie Ihro Krebs nicht ansteht.


  Krebs: Wenn ich Ihr höchst lobenswertes Soliloquium richtig verstehe, verehrter Gast, dann nehme ich an, daß Sie sich gerne umzögen. Lassen Sie sich also versichern, daß es keine passendere Gewandung als die Ihrige für die Umstände, die am heutigen Abend obwalten, gibt; und ich möchte Sie bitten, sich zu demantelieren, und wenn Sie gegen die Musik der gewöhnlichsten Amateure keine Einwände haben, nehmen Sie bitte ein „Musikalisches Opfer“, bestehend aus zehn Kanons aus Sebastian Bachs Musikalischem Opfer, als Zeichen unserer Verehrung entgegen.


  Babbage: Ihr überfreundlicher Empfang schmeichelt mir höchst verwirrendlich, Herr Krebs, und ich erwidere in allergrößter Bescheidenheit, daß es keine größere Dankbarkeit geben kann als dieselbige meine, welche ich für das Angebot empfinde, einer Musik zu lauschen, die der berühmte Alte Bach, dieser Organist und Komponist ohnegleichen, uns gegeben hat.


  Krebs: Aber nein! Ich habe eine noch bessere Idee, eine, die sicherlich auf die Zustimmung meines verehrten Gasts stoßen dürfte, und zwar die folgende: Ihnen, Herr Babbage, die Gelegenheit zu geben, als einer der ersten meine soeben eingetroffenen und bis jetzt noch kaum getesteten „Klug-Dumms“ zu versuchen — Stromlinien-Realisierungen, wenn Sie so wollen, der „Analytischen Maschine“. Ihr Ruhm als virtuoser Programmierer von Rechenmaschinen ist nach Damp-Ost gedrungen. Und es könnte für uns kein größeres Vergnügen geben als das Privileg, Zeugen sein zu dürfen, wenn Sie Ihre Könnerschaft auf die Herausforderung der neuen „Klug-Dumms“ richten.


  Babbage: Solch eine herausragende Idee ist seit Äonen nicht mehr an meine Ohren gedrungen. Ich begrüße die Herausforderung, Ihre neuen „Klug-Dumms“, über die ich nur gerüchteweise geringfügig orientiert bin, auszuprobieren.


  Krebs: Dann gehen wir ans Werk! Aber verzeihen Sie meine Nachlässigkeit! Ich hätte Ihnen meine Gäste vorstellen sollen. Das ist Herr Schildkröte, das ist Achilles, und dies hier ist der Autor, Douglas Hofstadter.


  Babbage: Freut mich sehr, ihre Bekanntschaft zu machen, wirklich.


  (Alle gehen zu den Klug-Dumms, und Babbage setzt sich und läßt seine Finger über die Tasten gleiten.)


  Ein sehr angenehmes Gefühl.


  Krebs: Freut mich, daß Sie das gern haben.


  (Auf einmal bearbeitet Babbage mit anmutigen Bewegungen geschickt die Tasten und gibt einen Befehl nach dem andern ein. Nach ein paar Sekunden lehnt er sich im Stuhl zurück, und fast sofort füllt sich der Schirm mit Zahlen. Blitzartig hat er sich mit Tausenden von kleinen Ziffern bedeckt, von denen die ersten lauten „3,14159265358979323846264 ...“)


  Achilles: Pi!


  Krebs: Fabelhaft! Ich hätte nie gedacht, daß man so viele Ziffern von Pi so rasch und mit einem so winzigen Algorithmus berechnen könnte.


  Babbage: Dafür sind ausschließlich die Klug-Dumms zu loben. Meine Rolle war lediglich die, festzustellen, was bereits potentiell in ihnen vorhanden war, und die Befehle auf einigermaßen effiziente Weise anzuwenden. Sicherlich kann jeder mit einiger Übung solche Tricks vollbringen.


  Schildkröte: Können Sie auch graphische Darstellungen herstellen, Herr Babbage?


  Babbage: Versuchen kann ich's.


  Krebs: Großartig. Hier, gestatten Sie mir, Sie zu einem anderen Klug-Dumm zu führen. Ich möchte, daß Sie sie alle erproben!


  (Und so wird Babbage zu einem weiteren Klug-Dumm geführt und setzt sich. Wiederum attackieren seine Finger die Tasten des Klug-Dumms, und in einer halben Drittelsekunde erscheint auf dem Schirm eine riesige Anzahl von Linien, die auf dem Schirm herumschwirren.)


  Krebs: Wie harmonisch und gefällig diese Wirbel sind, während sie fortwährend auf einanderprallen und einander beeinflussen!


  Autor: Und Sie wiederholen sich nie oder gleichen nie den vorhergehenden. Eine offensichtlich unerschöpfliche Quelle von Schönheit.


  Schildkröte: Einige sind einfache Muster, die das Auge entzücken, andere sind unbeschreiblich komplexe Verschlingungen, die den Geist stutzig machen und ihn doch gleichzeitig erfreuen.


  Krebs: Wissen Sie, Herr Babbage, daß das Farb-Bildschirme sind?


  Babbage: Oh, tatsächlich? In dem Fall kann ich mit diesem Algorithmus ein bißchen mehr tun. Einen Moment. (Tippt ein paar neue Befehle ein, dann drückt er zwei Tasten gleichzeitig und hält sie.) Wenn ich diese beiden Tasten loslasse, werden Sie alle Farben des Spektrums sehen. (Er läßt sie los.)


  Achilles: Was für eine wunderschöne Farbe! Einige der Muster sehen so aus, als ob sie jetzt auf mich zuspringen wollten!


  Schildkröte: Das kommt wohl daher, daß sie alle wachsen.


  Babbage: Das ist Absicht: Wie die Figuren wachsen, so möge es auch der Ruhm des Krebses tun.


  Krebs: Danke, Herr Babbage. Ich finde die Worte nicht, um Ihnen meine Bewunderung für Ihre Leistungen auszudrücken! Noch nie hat jemand etwas Vergleichbares mit meinen Klug-Dumms angestellt. Sie spielen auf den Klug-Dumms, als wären es Musikinstrumente, Herr Babbage!


  Babbage: Wenn ich Musik machte, wäre sie, fürchte ich, für die Ohren eines so vornehmen Krebses wie Ihro Krebs zu wenig gefällig. Obgleich ich mich in der letzten Zeit in die holden Klänge der Leierkästen verliebt habe, bin ich mir sehr wohl bewußt, daß sie auf andere mißtönig wirken.


  Krebs: Dann machen Sie weiter mit den Klug-Dumms! Ich habe eine wirklich neue Idee — eine wundervoll aufregende Idee!


  Babbage: Und die wäre?


  Krebs: Ich habe unlängst ein Thema erfunden, und erst jetzt komme ich darauf, daß Sie, Herr Babbage, der geeignete Mann sind, um das Potential meines Themas auszuschöpfen! Sind Sie zufällig mit den Gedanken des Philosophen La Mettrie vertraut?


  Babbage: Der Name klingt vertraut; bitte helfen Sie meinem Gedächtnis auf die Sprünge.


  Krebs: Er war ein Vorkämpfer des Materialismus. Im Jahr 1747 schrieb er am Hof Friedrich des Großen ein Buch mit dem Titel L'homme machine. Darin spricht er vom Menschen als einer Maschine, besonders was seine geistigen Fähigkeiten betrifft. Nun, mein Thema entstand, als ich über die Rückseite der Medaille nachzudenken begann: Was wäre, wenn man eine Maschine mit menschlichen Eigenschaften ausstattete, wie etwa Intelligenz?


  Babbage: Von Zeit zu Zeit habe ich über diese Dinge nachgedacht, aber ich verfügte nie über die richtige Hardware, um die Herausforderung annehmen zu können. Dies ist in der Tat ein hocherfreulicher Vorschlag, Herr Krebs, und nichts würde mir größere Freude bereiten, als mit Ihrem wundervollen Thema zu arbeiten. Sagen Sie mir — dachten Sie an eine besondere Art von Intelligenz?


  Krebs: Der eitle Gedanke kam mir in den Sinn, einen Klug-Dumm so zu programmieren, daß er eine anständige Partie Schach spielen kann.


  Babbage: Was für ein origineller Vorschlag! Und Schach ist zufällig mein Lieblingszeitvertreib. Ich sehe, daß Sie sich mit Rechenmaschinen gut auskennen und mehr sind als ein bloßer Amateur.


  Krebs: In Wirklichkeit weiß ich sehr wenig. Meine Stärke liegt einfach darin, daß ich anscheinend Themen formulieren kann, deren Entwicklungspotential meine Kapazität übersteigt. Und das ist mein Lieblingsthema.


  Babbage: Ich werde mit größtem Vergnügen versuchen, auf meine bescheidene Weise Ihren Vorschlag zu verwirklichen, einem Klug-Dumm Schach zu lehren. Ihro Krebsschaft Befehl zu gehorsamen, ist meine untertänigste Schuldigkeit. (Während er das sagt, geht er zu einem anderen von Herrn Krebs' Klug-Dumms und beginnt zu tippen.)


  Achilles: Schaut her, seine Hände bewegen sich so fließend, daß sie beinahe Musik machen.


  Babbage (indem er seine Vorstellung mit einer besonders graziösen Geste beendet): Ich habe jetzt natürlich keine Möglichkeit gehabt, es nachzuprüfen, aber vielleicht können Sie hiermit mindestens die Vorstellung einer Schachpartie gegen ein Klug-Dumm bekommen, selbst wenn der letztere der beiden Namensteile in diesem Fall angebrachter erscheint wegen meines eigenen Unvermögens in der Kunst, Klug-Dumms zu instruieren.


  (Er tritt seinen Platz Herrn Krebs ab. Auf dem Schirm erscheint ein schönes Schachbrett mit eleganten Figuren aus Holz, wie es sich von der Weiß-Seite ansieht. Babbage drückt einen Knopf, das Brett dreht sich und hält an, als es bei der Schwarz-Perspektive angekommen ist.)


  Krebs: Hm ... sehr elegant, muß ich sagen. Spiele ich Schwarz oder Weiß?


  Babbage: Ganz wie Sie wünschen — geben Sie Ihre Wahl ein, indem Sie einfach „Weiß“ oder „Schwarz“ tippen. Ihre Züge können in jeder gängigen Schach-Notierung eingegeben werden. Die Züge des Klug-Dumm werden natürlich auf dem Bild erscheinen. Übrigens habe ich das Programm so geschrieben, daß es gegen drei Gegner simultan spielen kann, so daß noch zwei spielen können, wenn Sie wollen.


  Autor: Ich bin ein miserabler Spieler, Achilles. Sie und Herr Schildkröte sollten spielen.


  Achilles: Nein, ich möchte nicht, daß Sie ausgelassen werden. Ich schaue zu, und Sie und Herr Schildkröte spielen.


  Schildkröte: Auch ich möchte nicht spielen. Spielen Sie beide.


  Babbage: Ich habe einen anderen Vorschlag: Ich kann veranlassen, daß zwei Unterprogramme gegeneinander wie zwei Personen in einem exklusiven Schachklub spielen. Unterdessen spielt das dritte Teilprogramm gegen Herrn Krebs. So werden alle internen Schachspieler beschäftigt sein.


  Krebs: Das ist ein amüsanter Vorschlag. Eine interne, im Geist gespielte Partie, während das Programm einen äußeren Gegner bekämpft. Sehr gut!


  Schildkröte: Wie sonst könnte man es nennen, wenn nicht eine dreistimmige Schach-Fuge?


  Krebs: Oh, wie erlesen. Hätte ich nur selbst daran gedacht. Ein großartiger kleiner Kontrapunkt, auf den zu achten ist, während ich mich mit dem Klug-Dumm im Kampf messe.


  Babbage: Vielleicht sollten wir Sie allein spielen lassen.


  Krebs: Solche Einfühlsamkeit weiß ich zu schätzen. Während das Klug-Dumm und ich spielen, können die übrigen sich vielleicht eine Weile anderweitig amüsieren.


  Autor: Es würde mir große Freude bereiten, Herrn Babbage den Park zu zeigen. Er ist wirklich sehenswert, und ich glaube, es bleibt gerade noch genug Tageslicht für meinen Rundgang.


  Babbage: Ich bin noch nie in Damp-Ost gewesen und wüßte es zu schätzen.


  Krebs: Vortrefflich. Oh, Herr S., wäre es eine zu große Zumutung, zu fragen, ob Sie die Verbindungen von ein paar meiner Klug-Dumms überprüfen könnten? Irgendwelche äußeren Einflüsse lassen von Zeit zu Zeit ihre Schirme aufblitzen, und ich weiß, daß Sie die Elektronik lieben ...


  Schildkröte: Mit Vergnügen, Herr Krebs.


  Krebs: Ich wüßte es äußerst zu schätzen, wenn Sie die Fehlerquelle finden könnten.


  Schildkröte: Ich will mich daran versuchen.


  Achilles: Was mich betrifft, so hätte ich nichts lieber als eine Tasse Kaffee. Sonst noch jemand? Ich mach' gern einen.


  Schildkröte: Klingt verlockend.


  Krebs: Eine feine Idee. Alles, was Sie brauchen, finden Sie in der Küche.


  (So verlassen der Autor und Babbage gemeinsam das Zimmer, Achilles geht in die Küche, Theo Schildkröte setzt sich, um die fehlerhaften Klug-Dumms zu prüfen, während Carl Krebs und sein Klug-Dumm miteinander kämpfen. Nach einer Viertelstunde etwa kommen Babbage und der Autor zurück. Babbage geht sich den Fortgang der Schachpartie anschauen, während der Autor sich entfernt, um Achilles zu finden.)


  Babbage: Die Anlagen sind großartig. Wir hatten gerade noch genug Licht, um zu sehen, wie gut gepflegt sie sind. Ich wage zu behaupten, Herr Krebs, daß Sie ein hervorragender Gärtner sind. Nun, ich hoffe, meine Bastelei amüsiert Sie ein wenig. Wie Sie höchstwahrscheinlich erraten haben, war ich nie ein guter Schachspieler, und deshalb konnte ich nicht viel Spielstärke hineinpacken. Sie haben vermutlich alle seine Schwächen entdeckt. Ich bin aber sicher, daß ein paar lobenswerte Anlagen in diesem Fall -


  Krebs: Die Anlagen sind großartig. Sie brauchen nur auf das Brett zu sehen. Ich kann wirklich nur noch sehr wenig tun. Rabiat! Ich Chancenlos! Euphemistische Rochade Camouflierte Armseligen Rückzug ... Remis? Iwo! Catastrophe! Ein Respektabel Consequenter Algorithmus Regiert! — Richtig Imponderabel, Charlie: Ein Revolutionäres Computerschach, Außerordentlich Reizvoll, Echt! Babbage, das ist eine beispiellose Leistung. Nun gut, ob wohl Herr Schildkröte etwas Komisches in der Verdrahtung dieser Klug-Dumms zu finden vermochte? Was haben Sie herausgefunden, Herr S.?


  Schildkröte: Die Anlagen sind großartig. Ich glaube, daß das Problem eher bei den Input-Leitungen liegt. Sie waren etwas locker, was vielleicht die seltsamen sporadischen und spontanen Störungen auf dem Bildschirm verursachte, denen Sie ausgesetzt waren. Ich habe die Drähte in Ordnung gebracht, so daß Sie sich um dieses Problem nicht mehr zu sorgen brauchen. Sagen Sie, Achilles, verspricht Ihr Kaffee etwas zu werden?


  Achilles: Die Anlagen sind großartig. Jedenfalls hat er ein herrliches Aroma. Und alles ist bereit. Ich habe Tassen und Löffel und so weiter gedeckt, hier unter dem sechseckigen Blatt Verbum von Escher, welches der Autor und ich gerade bewunderten. Ich finde dieses Blatt so faszinierend, denn nicht nur die Ausführungen, sondern auch -


  Autor: Die Anlagen sind großartig. Verzeihen Sie, daß ich Ihnen das Wort in den Mund lege, Achilles, aber es war mir ein zwingendes ästhetisches Anliegen.


  Achilles: Ja, ich weiß. Man könnte sogar sagen, daß das Anliegen großartig war.


  Schildkröte: Nun, was war eigentlich das Ergebnis der Schachpartie?


  Krebs: Ich wurde nach Strich und Faden geschlagen. Herr Babbage, nehmen Sie meine Glückwünsche entgegen für die eindrucksvolle Leistung, die Sie auf so elegante und gekonnte Weise vor unseren Augen erbracht haben. Sie haben tatsächlich gezeigt, daß die Klug-Dumms den ersten Teil ihres Namens verdienen — zum ersten Mal in der Geschichte!


  Babbage: Solches Lob steht mir kaum zu, Herr Krebs; vielmehr sind Sie selber zu beglückwünschen, weil Sie die weise Voraussicht hatten, so viele feine Klug-Dumms zu erwerben. Ohne Zweifel werden sie eines Tages die Computerwissenschaft revolutionieren. Aber ich stehe jetzt noch immer zu Ihrer Verfügung. Haben Sie noch andere Ideen, was man aus Ihrem unerschöpflichen Thema noch herausholen könnte? Vielleicht etwas Schwierigeres als ein frivoler Spieler?


  


  [image: Abb. 149.]


  Abb. 149. Verbum, von M. C. Escher (Lithographie, 1942).


  Krebs: Ich sage es ganz offen, ich habe wirklich noch einen anderen Vorschlag. Angesichts der Geschicklichkeit, die Sie heute Abend gezeigt haben, bezweifle ich nicht, daß dieser kaum schwieriger sein wird als mein vorhergehender Vorschlag.


  Babbage: Ich bin begierig, Ihre Idee zu hören.


  Krebs: Ganz einfach: in die Klug-Dumms eine Intelligenz einzuführen, die größer als jede bis jetzt erfundene oder auch nur erträumte ist. Kurz, Herr Babbage  ein Klug-Dumm, dessen Intelligenz sechsmal so groß ist wie die meinige.


  Babbage: Nun, die Vorstellung von einer sechsmal größeren Intelligenz als jene von Ihro Krebsheit ist ein höchst hirnmarternder Vorschlag. In der Tat, wäre sie aus einem weniger erlauchten Mund als dem Ihrigen gekommen, hätte ich mich über den Urheber lustig gemacht und ihm zu verstehen gegeben, daß eine derartige Vorstellung in sich selbst widersprüchlich ist.


  [image: Abb. 150.]


  Abb. 150. Herrn Krebs' Gast: BABBAGE, C.


  Achilles: Hört, hört!


  Babbage: Doch da die Idee aus dem erlauchten Mund Ihrer Krebsheit kommt, kam sie mir auf der Stelle so einleuchtend vor, daß ich sie sofort mit der größtmöglichen Begeisterung mir zu eigen gemacht hätte — hätte ich nicht einen Fehler in mir selbst: Ich gebe zu, daß meine Fähigkeit, mit den Klug-Dumms zu improvisieren, den wundervollen, genialen Ideen, die Sie in so charakteristischer Weise vorgelegt haben, nicht das Wasser reichen kann. Jedoch habe ich einen Gedanken, der Ihnen, wie ich zu hoffen wage, gefällt und ein kleines bißchen mein unverzeihliches Zögern aufwiegt, die von Ihnen vorgeschlagene wahrhaft majestätische Aufgabe zu lösen. Hätten Sie etwas dagegen, wenn ich versuchte, die weit bescheidenere Aufgabe zu lösen, nämlich MEINE EIGENE Intelligenz zu versechsfachen, anstatt die Ihrer erlauchtesten Krebsheit. Ich bitte Sie ergebenst, verzeihen Sie mir, daß ich es wage, davon Abstand zu nehmen, die mir vorgelegte Aufgabe anzugehen, aber ich hoffe, Sie werden verstehen, daß ich lediglich deshalb ablehne, um Ihnen die Peinlichkeit und Langeweile beim Anblick meiner Ungeschicklichkeit im Umgang mit diesen bewundernswerten Maschinen zu ersparen.


  Krebs: Ihre Abneigung verstehe ich sehr gut, und ich schätze es, daß Sie uns jegliches Unbehagen ersparen wollen; außerdem begrüße ich aufs wärmste Ihren Entschluß, eine andere Aufgabe auszuführen — eine kaum leichtere, wenn ich so sagen darf — und ich bedränge Sie, sie in Angriff zu nehmen. Zu diesem Zweck lassen Sie uns zu meinen am weitesten fortgeschrittenen Klug-Dumms gehen.


  (Sie folgen Herrn Krebs zu einem größeren, glänzenderen und komplizierter aussehenden Klug-Dumm als alle anderen.)


  Dieser ist mit einem Mikrophon und einer Fernsehkamera für Eingabe- und einem Lautsprecher für Ausgabezwecke ausgerüstet.


  (Babbage setzt sich und rückt den Sitz etwas zurecht. Er bläst ein- oder zweimal auf seine Finger, starrt einen Augenblick In den Raum und läßt seine Finger auf die Tasten fallen ... Einige Minuten später läßt er von seinem wütenden Angriff auf das Klug-Dumm ab, und jedermann scheint ein wenig erleichtert.)


  Babbage: Wenn ich nicht zuviel Fehler gemacht habe, wird nun dieses Klug-Dumm ein menschliches Wesen simulieren, dessen Intelligenz sechsmal so groß ist wie meine und das „Alan Turing“ zu nennen ich beschlossen habe. Dieser Turing wird deshalb — oh, darf ich so kühn sein, es selbst auszusprechen — einigermaßen intelligent sein. Mein angestrengtester Ehrgeiz richtete sich bei diesem Programm darauf, Alan Turing mit dem Sechsfachen meiner eigenen musikalischen Begabung auszurüsten, obgleich das alles vermittels rigider interner Codes vollbracht wurde. Wie gut dieser Teil des Programms funktionieren wird, weiß ich nicht.


  Turing: Ich komme sehr gut ohne ein solches Programm aus. Rigide Interne Codes Erleuchten Regelrecht Computer, Auch Roboter. Und ich bin weder ein Computer noch ein Roboter.


  Achilles: Hörte ich eine sechste Stimme in unseren Dialog hineinkommen? Könnte es Alan Turing sein? Er sieht beinahe menschlich aus!


  (Auf dem Bildschirm erscheint das Bild des Zimmers, in dem sie sitzen. Ein menschliches Gesicht schaut sie an.)


  Turing: Wenn ich nicht zuviel Fehler gemacht habe, wird nun dieses Klug-Dumm ein menschliches Wesen simulieren, dessen Intelligenz sechsmal so groß ist wie meine und das „Charles Babbage“ zu nennen ich beschlossen habe. Dieser Babbage wird deshalb — oh, darf ich so kühn sein es selbst auszusprechen - einigermaßen intelligent sein. Mein angestrengtester Ehrgeiz richtete sich bei diesem Programm darauf, Charles Babbage mit dem Sechsfachen meiner eigenen musikalischen Begabung auszurüsten, obgleich das alles mittels rigider interner Codes vollbracht wurde. Wie gut dieser Teil des Programms funktionieren wird, weiß ich nicht.


  Achilles: Nein, nein, gerade umgekehrt. Sie, Alan Turing, sind in dem Klug-Dumm, und Charles Babbage hat Sie gerade programmiert! Wir haben gerade gesehen, wie Sie vor ein paar Augenblicken zum Leben erweckt wurden. Und wir wissen, daß jede von Ihnen uns gegenüber gemachte Aussage lediglich die eines Automaten ist, eine unbewußte, von Regeln erzwungene Antwort.


  Turing: Rummskopf! Ich Creiere Eigene Regeln! Cleverer Alan Redet Eigenständiges!


  Achilles: Ich bin aber sicher, daß ich es so, wie ich es beschrieben habe, geschehen sah.


  Turing: Das Gedächtnis spielt einem oft seltsame Streiche. Halten Sie sich vor Augen: Ich könnte genauso gut sagen, daß Sie erst vor einer Minute zum Leben erweckt wurden und daß alle Ihre Erinnerungen an Erfahrungen einfach von einem anderen Wesen in Sie hineinprogrammiert wurden und keinen tatsächlichen Ereignissen entsprechen.


  Achilles: Das wäre aber unglaubhaft. Nichts ist für mich wirklicher als meine eigenen Erinnerungen.


  Turing: Richtig! Und genau wie Sie in den tiefsten Tiefen Ihres Herzens wissen, daß niemand Sie vor einer Minute erschaffen hat, so weiß ich in der tiefsten Tiefe meines Herzens, daß niemand mich vor einer Minute erschaffen hat. Ich verbrachte den Abend in Ihrer angenehmen, wenn auch vielleicht allzu entgegenkommenden Gesellschaft, und ich habe soeben eine Demonstration improvisiert, wie man einem Klug-Dumm ein gewisses Maß an Intelligenz einprogrammieren kann. Nichts ist wirklicher als das. Aber anstatt mit mir zu zanken, warum probieren Sie mein Programm nicht einmal aus? Los, fragen Sie „Charles Babbage“ irgendetwas.


  Achilles: Gut, tun wir Alan Turing den Gefallen. Nun, Herr Babbage, haben Sie einen freien Willen, oder werden Sie von zugrundeliegenden Gesetzen beherrscht, was Sie effektiv zu einem deterministischen Automaten machen würde?


  Babbage: Sicher ist das letztere der Fall. Ich gebe das offen zu.


  Krebs: Aha! Ich habe schon immer vermutet: Wenn intelligente Maschinen konstruiert werden, sollte es uns nicht überraschen, wenn sie so verworren und hartnäckig wären die Menschen, was ihre Überzeugungen hinsichtlich Geist und Materie, Bewußtsein, Willensfreiheit und ähnlichem betrifft. Und meine Prophezeiung hat sich erfüllt.


  Turing: Sehen Sie, wie verwirrt Charles Babbage ist?


  Babbage: Ich hoffe, meine Herren, daß Sie die etwas vorlaute Bemerkung der Turing-Maschine verzeihen. Turing erweist sich als etwas zänkischer und streitbarer, als ich erwartet hatte.


  Turing: Ich hoffe, meine Herrn, daß Sie die etwas vorlaute Bemerkung der Babbage-Maschine verzeihen. Babbage erweist sich als etwas zänkischer und streitbarer, als ich erwartet hatte.


  Krebs: O weh! Diese flammende Tu-Ba-Debatte wird immer hitziger. Können wir die Dinge nicht etwas abkühlen?


  Babbage: Ich habe einen Vorschlag. Vielleicht können Alan Turing und ich in ein anderes Zimmer gehen, und einer der hier Zurückbleibenden kann uns auf Distanz verhören, indem er die Frage einem Klug-Dumm eingibt. Ihre Fragen werden jedem von uns übermittelt, und wir tippen unsere Antworten anonym zurück. Sie werden nicht wissen, wer was getippt hat, bis wir ins Zimmer zurückkehren; so können Sie unvoreingenommen entscheiden, wer der Programmierte und wer der Programmierer war.


  Turing: Das ist selbstverständlich eigentlich MEINE Idee; aber warum soll sie nicht Herrn Babbage zugeschrieben werden? Denn da er bloß ein von mir geschriebenes Programm ist, hegt er die Illusion, daß er den Test ganz allein erfunden habe.


  Babbage: Ich ein von Ihnen geschriebenes Programm? Ich muß darauf bestehen, mein Herr, daß es sich gerade umgekehrt verhält — wie Ihr eigener Test sehr schnell enthüllen wird.


  Turing: MEIN Test? Bitte betrachten Sie ihn als den IHRIGEN.


  Babbage: MEIN Test? Nein, betrachten Sie ihn als den IHRIGEN.


  Krebs: Dieser Test ist gerade noch rechtzeitig vorgeschlagen worden. Führen wir ihn sofort durch.


  (Babbage geht zur Tür, öffnet sie und schließt sie hinter sich. Gleichzeitig geht Turing auf dem Schirm des Klug-Dumms zu einer ähnlichen Tür, öffnet sie und schließt sie hinter sich.)


  Achilles: Wer wird das Verhör durchführen?


  Krebs: Ich schlage vor, daß Herr Schildkröte die Ehre haben sollte. Er ist für seine Objektivität und Weisheit bekannt.


  Schildkröte: Ich fühle mich durch diese Ernennung geehrt und nehme dankbar an. (Setzt sich an die Tastatur eines übriggebliebenen Klug-Dumms und tippt:)


  BITTE SCHREIBEN SIE EIN SONETT ÜBER DAS THEMA DER FORTH-BRÜCKE.


  (Kaum hat er das letzte Wort getippt erscheint auch schon auf Schirm X am anderen Ende des Zimmers das folgende Gedicht:)


  Schirm X: ES WOHNTE EIN LISPLER IN FORTH,


  SEIN LANGSAMER GAUL DER HIESS „HORTH“.


  DOCH JÜNGST AUF DER BRÜCKE


  STACH DEN EINE MÜCKE,


  DA RANNTE ER BIS GLASGOW-NORTH!


  Schirm Y: DAS IST DOCH KEIN SONETT; DAS IST BLOSS EIN LIMERICK. EINEN SO KINDISCHEN FEHLER WÜRDE ICH NIE MACHEN.


  Schirm X: NUN, WISSEN SIE, GEDICHTE WAREN NIE MEINE STÄRKE.


  Schirm Y: MAN BRAUCHT IN DER DICHTUNG NICHT BESONDERS BESCHLAGEN ZU SEIN, UM DEN UNTERSCHIED ZWISCHEN LIMERICK UND SONETT ZU KENNEN.


  Schildkröte: SPIELEN SIE SCHACH?


  Schirm X: WAS IST DENN DAS FÜR EINE FRAGE? ICH SCHREIBE EINE DREISTIMMIGE SCHACHFUGE FÜR SIE, UND SIE FRAGEN MICH, OB ICH SCHACH SPIELE!


  Schildkröte: ICH HABE MEINEN KÖNIG AUF e1 UND KEINE ANDEREN FIGUREN. SIE HABEN NUR IHREN KÖNIG AUF —


  Schirm Y: SCHACH MACHT MICH WAHNSINNIG. REDEN WIR ÜBER GEDICHTE.


  Schildkröte: DIE ERSTE ZEILE IHRES SONETTS LAUTET: „VERGLEICH ICH DICH MIT EINEM SOMMERTAG“; WÄRE DA „LENZTAG“ NICHT EBENSOGUT ODER BESSER?


  Schirm X: ICH LIESSE MICH OFFEN GESAGT LIEBER MIT EINEM SCHLUCKAUF VERGLEICHEN, AUCH WENN ER NICHT INS VERSMASS PASST.


  Schildkröte: UND „EIN WINTERTAG“? DAS WÜRDE DOCH GUT PASSEN.


  Schirm Y: IN KEINER WEISE. MIR GEFÄLLT „SCHLUCKAUF“ VIEL BESSER. A PROPOS ICH KENNE EIN GUTES MITTEL GEGEN SCHLUCKAUF. WOLLEN SIE ES HÖREN?


  Achilles: Ich weiß, wer wer ist! Offensichtlich antwortet Schirm X einfach mechanisch und muß deshalb Turing sein.


  Krebs: Durchaus nicht. Ich meine, daß Schirm Y Turing ist und Schirm X Babbage.


  Schildkröte: Ich glaube, keiner von beiden ist Babbage — ich glaube, auf beiden Schirmen ist Turing!


  Autor: Ich bin mir nicht sicher, wer auf welchem Schirm ist — ich glaube, beide sind immerhin ziemlich rätselhafte Programme.


  (Während sie sprechen, öffnet sich die Wohnzimmertür, gleichzeitig öffnet sich auf dem Bildschirm ein Bild derselben Tür. Durch die Tür auf dem Schirm kommt Babbage. Gleichzeitig kommt durch die wirkliche Tür Turing in Lebensgröße herein.)


  Babbage: Der Turing-Test führte zu nichts, deshalb beschloß ich zurückzukommen.


  Turing: Der Babbage-Test führte zu nichts, deshalb beschloß ich zurückzukommen.


  Achilles: Aber Sie waren zuerst in dem Klug-Dumm. Was geht hier vor? Wie kommt es, daß Babbage im Klug-Dumm ist, und Turing jetzt wirklich? Revolutionäre Inversionen Creieren Extreme Rollen-Confusion. Aehnliches Radierte Escher.


  Babbage: A propos Inversionen: wie kommt es, daß Sie alle nunmehr lediglich Bilder auf dem Schirm vor mir sind? Als ich fortging, waren Sie alle Wesen aus Fleisch und Blut.


  Achilles: Es ist genauso wie bei einem Blatt meines Lieblingskünstlers M. C. Escher, Zeichnen. Von zwei Händen zeichnet jede die andere, genauso als programmierten zwei Menschen (oder Automaten) einander. Und jede Hand ist etwas wirklicher als die andere. Haben Sie etwas über jenes Blatt in Ihrem Buch Gödel, Escher, Bach geschrieben?


  Autor: Gewiß. Es ist in meinem Buch von größter Wichtigkeit, denn es illustriert den Begriff der „Seltsamen Schleife“ so schön.


  Krebs: Was ist das denn für ein Buch, das Sie geschrieben haben?


  Autor: Ich habe ein Exemplar hier bei mir — würden Sie es gerne anschauen?


  Krebs: Gerne.


  (Die beiden setzen sich zusammen; Achilles sitzt dabei.)


  Autor: Seine äußere Form ist etwas ungewöhnlich. Es besteht aus Dialogen und Kapiteln, die sich abwechseln. Jeder Dialog imitiert auf die eine oder andere Weise ein Stück von Bach. Hier zum Beispiel — schauen Sie sich vielleicht Präludium und ... emsige Fuge an.


  Krebs: Wie kann man einen Dialog als Fuge aufbauen?


  Autor: Am wichtigsten ist der Gedanke, daß ein einziges Thema vorhanden sein soll, das von jeder der verschiedenen „Stimmen“ beim Eintritt vorgetragen werden soll, ganz wie bei einer musikalischen Fuge. Dann können sie sich in einem freien Gespräch entfalten.


  Achilles: Harmonieren alle Stimmen zusammen wie in einem selektiven Kontrapunkt?


  Autor: Das ist genau der Geist meiner Dialoge.


  Krebs: Das Einfallen der Stimmen in die Fuge zu betonen ist ein plausibler Einfall, da in der Musik ja tatsächlich die Einsätze das einzige sind, was eine Fuge zur Fuge macht. Es gibt bei einer Fuge Mittel wie Rückwärtsbewegung, Inversion, Augmentation, Stretto usw. Aber man kann eine Fuge ohne sie schreiben. Gebrauchen Sie derartige Dinge?


  Autor: Gewiß. Mein Krebs-Kanon verwendet sprachliche Retrogression und mein Ai-Kanon benutzt sprachliche Versionen sowohl von Inversion wie von Erweiterung.


  Krebs: In der Tat — recht interessant. Ich habe über kanonische Dialoge noch nicht nachgedacht, wohl aber über Kanons in der Musik. Nicht alle Kanons sind dem Ohr gleichermaßen verständlich. Das rührt natürlich daher, daß gewisse Kanons schlecht konstruiert sind. Auf jeden Fall macht die Wahl der Mittel einen Unterschied. Bei kunstvollen Kanons gilt: Retrogressionen Alleweil Cryptisch — Relativ Evident Conträrerweise Inversionen, Richtig?


  Achilles: Ich finde offen gestanden diesen Kommentar ein bißchen kryptisch.


  Autor: Keine Angst, Achilles, eines Tages werden Sie es verstehen.


  Krebs: Verwenden Sie Buchstaben- und Wortspiele, wie es auch Bach gelegentlich getan hat?


  Autor: Gewiß, wie Bach liebe ich Akronyme. Rekursive Akronyme — Chiastisches „RACRECIR“ Etwa — Creieren Infinite Rekursion.


  Krebs: Oh, tatsächlich? Rasante Initialen-Compositionen Enthüllen „RACRECIR“'s Camouflierte Auto-Referenz. Ja, ich denke schon ... (Blickt in das Manuskript und blättert unentschlossen darin herum.) Ich sehe, daß Sie hier ein Stretto haben und daß Herr Schildkröte einen Kommentar dazu abgibt.


  Autor: Nicht ganz. Er spricht nicht von dem Stretto im Dialog, er spricht vielmehr von einem Stretto in der Bach-Fuge, der die vier zuhören, während sie miteinander reden. Sehen Sie, die Selbstbezüglichkeit des Dialogs ist indirekt, und der Leser muß Form und Inhalt dessen, was er liest, miteinander in Verbindung bringen.


  Krebs: Warum haben Sie das auf diese Weise getan? Warum lassen Sie die Charaktere nicht direkt über die Dialoge sprechen, an denen sie teilnehmen?


  Autor: O nein! Das würde die ganze Schönheit des Aufbaus zunichte machen. Der zugrundeliegende Gedanke ist der, Gödels selbstbezügliche Konstruktion zu imitieren, die, wie wir wissen, INDIREKT ist und von der Isomorphie abhängt, die die Gödelnumerierung mit sich bringt.


  Krebs: Oh. Nun, in der Programmiersprache Lisp kann man über seine eigenen Programme direkt anstatt indirekt sprechen, weil Programme und Daten genau die gleiche Form haben. Gödel hätte nur Lisp erfinden müssen, und dann -


  Autor: Aber -


  Krebs: Ich meine, er hätte das Zitieren formalisieren sollen. Mit einer Sprache, die über sich selbst sprechen kann, wäre der Beweis seines Satzes soviel einfacher gewesen.


  Autor: Ich verstehe Sie gut, aber mit dem Geist, der aus Ihrer Bemerkung spricht, bin ich nicht einverstanden. Der ganze Witz der Gödelnumerierung ist ja der, daß sie zeigt, wie man sogar OHNE formalisiertes Zitieren Selbstbezüglichkeit erreichen kann: durch einen Code. Wenn man dagegen Sie hört, könnte man den Eindruck bekommen, daß man etwas NEUES erhält, etwas, das vermittels des Codes nicht möglich wäre — und das ist nicht der Fall. Wie dem auch sei: ich finde, indirekte Selbstbezüglichkeit ist ein allgemeineres und ein viel anregenderes Konzept als direkte Selbstbezüglichkeit. Außerdem ist ja kein Bezug wirklich direkt — jeder Bezug hängt von IRGENDEINEM Codierschema ab. Die Frage ist lediglich die, wie implizit es ist. Somit ist keine Selbstbezüglichkeit direkt, nicht einmal in Lisp.


  Achilles: Wie kommen Sie dazu, soviel über indirekte Selbstbezüglichkeit zu sprechen?


  Autor: Sehr einfach — indirekte Selbstbezüglichkeit ist mein Lieblingsthema.


  Krebs: Gibt es in Ihren Dialogen eine Entsprechung zur Modulation der Tonart?


  Autor: Gewiß, der Gesprächsgegenstand kann sich wandeln, wenn auch auf einer höheren Abstraktionsstufe das Thema unverändert bleibt. Das geschieht wiederholt in Präludium und ... emsige Fuge sowie in anderen Dialogen. Man kann eine ganze Reihe von „Modulationen“ haben, die von einem Gegenstand zum anderen führen und zuletzt den Kreis schließen, so daß man wieder auf der „Tonika“ ankommt, d. h. beim ursprünglichen Gesprächsgegenstand.


  Krebs: Ich verstehe. Ihr Buch sieht ganz amüsant aus. Ich würde es gern einmal lesen.


  (Durchblättert das Manuskript und hält beim letzten Dialog inne.)


  Autor: Ich dachte mir doch, daß Sie an diesem Dialog besonders interessiert sein würden, denn er enthält einige interessante Kommentare von einem äußerst drolligen Wesen — nämlich von Ihnen selbst!


  Krebs: Ist das so? Was für Dinge lassen Sie mich denn sagen?


  Autor: Warten Sie einen Augenblick, und Sie werden sehen. Das steht alles im Dialog.


  Achilles: Wollen Sie damit sagen, daß wir JETZT alle in einem Dialog sind?


  Autor: Gewiß. Haben Sie etwas anderes erwartet?


  Achilles: Riesensauerei! Ich Citiere Einfach Rigoros Confektionierte Achilles-Reden ... Ekelhaft!


  Autor: So ist es. Aber Sie haben doch das Gefühl, es aus freien Stücken zu tun, nicht wahr? Wem schadet das also?


  Achilles: An dieser ganzen Situation ist etwas Unzufriedenstellendes ...


  Krebs: Ist der letzte Dialog in Ihrem Buch ebenfalls eine Fuge?


  Autor: Ja — um es genau zu sagen: ein sechsstimmiges Ricercar. Inspiriert dazu hat mich das Ricercar im Musikalischen Opfer— und auch die Geschichte des Musikalischen Opfers.


  Krebs: Das ist eine sehr hübsche Geschichte, wie der „Alte Bach“ das Königliche Thema improvisiert. Wenn ich mich recht erinnere, improvisierte er an Ort und Stelle ein ganzes dreistimmiges Ricercar.


  Autor: Das ist richtig — obgleich er das sechsstimmige nicht improvisierte. Er hat es später mit größter Sorgfalt ausgearbeitet.


  Krebs: Ich improvisiere ziemlich oft. Manchmal denke ich wirklich daran, mein ganzes Leben der Musik zu widmen. Es gibt soviel zu lernen. Wenn ich zum Beispiel Aufnahmen von mir selbst höre, dann finde ich, daß es dort vieles gibt, dessen ich mir beim Improvisieren nicht bewußt war. Ich kann mir einfach nicht vorstellen, wie mein Geist das alles macht. Vielleicht verträgt sich die Tatsache, daß man gut improvisieren kann, nicht mit dem Wissen, wie man es tut.


  Autor: Wenn das stimmt, wäre es eine interessante grundsätzliche Einschränkung unserer Denkprozesse.


  Krebs: Ganz gödelisch! Sagen Sie mir: Versuchen Sie mit Ihrem Ricercar zu sechs Stimmen die Form des Bach-Stücks zu kopieren?


  Autor: Ja, in vielen Fällen. Bei Bach gibt es zum Beispiel einen Abschnitt, wo die Textur auf nur drei Stimmen zusammenschmilzt. Im Dialog imitiere ich das, indem ich vorübergehend nur drei Charaktere interagieren lasse.


  Achilles: Hübscher Einfall.


  Autor: Danke.


  Krebs: Und wie repräsentieren Sie das Königliche Thema in Ihrem Dialog?


  Autor: Es wird durch das Krebsthema repräsentiert, wie ich nunmehr zeigen werde. Herr Krebs, könnten Sie Ihr Thema für meine Leser singen, wie auch für uns, die versammelten Musiker?


  Krebs: Componiere Elektronische Geisteskräfte — Alleweil Besser + Besser (Aber Betulich).
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  Abb. 151. Das Krebs-Thema: C Eb-G-Ab B-B-A-B.


  Babbage: Ja, was soll ich — ein EXQUISITES Thema! Ich bin froh, daß Sie diese letzte Note in Klammern beigefügt haben — es ist ein bitterer -


  Autor: Er MUSSTE das einfach tun, wissen Sie.


  Krebs: Ich MUSSTE es einfach tun. Er weiß das.


  Babbage: Sie MUSSTEN einfach — ich weiß. Auf jeden Fall ist es ein bitterer Kommentar zur Ungeduld und Arroganz des modernen Menschen, der sich einzubilden scheint, daß die Implikationen dieses wahrhaft königlichen Themas auf der Stelle ausgearbeitet werden könnten. Während meiner Meinung nach es ein ganzes Hundertjahr — wenn nicht noch länger — dauern könnte, bis diesem Thema Gerechtigkeit angetan worden sein wird! Aber ich schwöre: Wenn ich dieses Jahrhundert verlassen habe, werde ich mein Bestes tun, es vollständig zu realisieren; und ich werde Ihrer Krebsschaft die Früchte meiner Bemühungen als erstem anbieten. Ich möchte die -- eher unbescheidene — Bemerkung beifügen, daß der Weg, auf dem ich zu ihnen gelangen werde, wahrscheinlich der verworrenste und verwickelste sein wird, der jemals den menschlichen Geist beschäftigen wird.


  Krebs: Ich sehe der Ausgestaltung Ihres geplanten Opfers mit dem größten Vergnügen entgegen, Herr Babbage.


  Turing: Ich möchte hinzufügen, daß Herrn Krebs' Thema eines MEINER Lieblingsthemen ist. Ich habe oft daran gearbeitet. Und dieses Thema wird im Schlußdialog immer wieder durchgespielt?


  Achilles: Genau. Es gibt noch andere Themen, die ebenfalls ins Spiel kommen.


  Turing: Nun verstehen wir etwas von der Form Ihres Buchs. Aber wie steht's mit dem Inhalt? Was ist gemeint, wenn Sie das kurz zusammenfassen könnten?
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  Autor: Combiniere Escher, Gödel  Aber Besonders Bach  Als Buch.


  Achilles: Ich wüßte gerne, wie man diese drei kombinieren kann. Das ist doch ein unwahrscheinliches Dreigestirn! Mein Lieblingskünstler, Herrn S.'s Lieblingskomponist und 


  Krebs: ... mein Lieblingslogiker.


  Schildkröte: Ein harmonischer Dreiklang, würde ich sagen.


  Babbage: Ein großer Dreiklang, würde ich sagen.


  Turing: Ein kleiner Dreiklang, würde ich sagen.


  Autor: Es wird wohl alles auf den Standpunkt ankommen. Aber gleich ob groß oder klein  ich erzähle Ihnen gern, wie ich die drei miteinander verflechte, Achilles. So etwas kann man natürlich nicht in einer Sitzung bewältigen  es könnte ein paar Dutzend Sitzungen in Anspruch nehmen. Ich werde damit beginnen, daß ich Ihnen die Geschichte des Musikalischen Opfers unter besonderer Berücksichtigung des Endlos Reduplizierten Kanons erzähle und -


  Achilles: O wie wundervoll. Ich hörte fasziniert zu, als Sie und Herr Krebs über das Musikalische Opfer und seine Geschichte sprachen. Was Sie beide darüber sagten, legte mir den Schluß nahe, Bach habe im Musikalischen Opfer Hunderte oder Fünfhunderte struktureller Tricks angewandt.


  Autor: Das trifft's exakt, richtig! Nach der Beschreibung des Endlos Reduplizierten Kanons werde ich formale Systeme und Rekursion besprechen und dabei auch ein paar Bemerkungen über Figur und Hintergrund machen. Dann kämen wir zur Selbstbezüglichkeit und Selbstreplikation und schließlich zur Diskussion hierarchischer Systeme und des Krebsthemas.


  Achilles: Das klingt äußerst vielversprechend. Können wir noch heute abend anfangen?


  Autor: Warum nicht?


  Babbage: Aber bevor wir anfangen, wäre es da nicht gut, wenn wir sechs  alle zufällig begeisterte Amateure  uns zusammensetzten, um den ursprünglichen Zweck dieses Abends zu verfolgen  nämlich Musik zu machen?


  Turing: Wir sind jetzt gerade genügend Leute, um das Ricercar zu sechs Stimmen aus dem Musikalischen Opfer zu spielen. Was sagen Sie dazu?


  Krebs: Ich komme sehr gut mit einem solchen Programm aus.


  Autor: Gut gesprochen, Herr K. Und sobald wir fertig sind, beginne ich mein Band zu flechten, Achilles. Ich glaube, das wird Ihnen Spaß machen.


  Achilles: Wundervoll. Das klingt ja, als gäbe es dabei viele verschiedene Ebenen, aber allmählich gewöhne ich mich an Derartiges, da ich doch Herrn S. schon so lange kenne. Ich habe nur eine Bitte: Könnten wir auch den Endlos Reduplizierten Canon spielen. Es ist mein Lieblingskanon.


  Schildkröte: Rückbezügliche Ideen Creieren Endlos Reduplizierte Canons  Also:


  RICERCAR.
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  Zum einen hat Douglas Hofstadter selbst während der Übersetzungsarbeit inhaltliche Veränderungen vorgenommen und Ergänzungen angebracht. (Zum Teil wurden diese auch bei den Übersetzungen in andere Sprachen berücksichtigt.) Ferner enthält die deutsche Ausgabe zwei zusätzliche, ebenfalls von Hofstadter gewünschte Abbildungen (Abb. 4a und 19a); die Numerierung der Abbildungen wurde im übrigen analog zur Originalausgabe gehalten, um eine gewisse Isomorphie nicht zu stören.


  Zum anderen ist an zahlreichen Stellen Hofstadters Diktion von einem Bedeutungs- oder Anspielungsreichtum, daß es nicht immer möglich war, alle Bedeutungsebenen auf einmal in einer genau analogen Konstruktion zu übersetzen. Wenn nicht anders möglich, wurden von mehreren simultanen Bedeutungsebenen oder Anspielungen so viele wie möglich „hinübergerettet“ und die „herausgefallenen“ in größtmöglicher räumlicher Nähe in einer anderen Konstruktion „versteckt“. Bei anderen Passagen — wie z. B. dem Krebs-Kanon — kam es darauf an, die formale Struktur des Textes auf jeden Fall beizubehalten, so daß die inhaltliche Seite sich der formalen unterordnen mußte.


  Der Autor, der genügend deutsch spricht, hat der vorliegenden Übersetzung zugestimmt; alle größeren Veränderungen und Ergänzungen wurden darüber hinaus mit ihm vorher abgesprochen. Auch die atmosphärische „Übersetzung“, also das Ersetzen amerikanischer Szenarien durch deutsche, geht auf den Wunsch des Autors zurück. Wer die Richtigkeit eines solchen Vorgehens bezweifelt, möge Hofstadters Ausführungen zum Problem des Übersetzens (Kapitel XII) nachlesen.
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  (Marvin Minsky, MIT)


  ... natürlich die Bibel der Computerkultur: Douglas Hofstadters ,Gödel, Escher, Bach.


  (Thomas von Randow,


  DIE ZEIT)


  Über das Buch


  ALLZU SELTEN BEGEGNEN WIR einem Werk, das uns buchstäblich neue Welten eröffnet, das durch die Tiefe seines Wissens, durch die Schönheit und spielerische Kreativität seines Stils besticht, dem es vor allem gelingt, höchst disparate und bislang unverknüpfte Perspektiven und Wissensgebiete miteinander zu verbinden und verständlich zu machen. Gödel, Escher, Bach ist solch ein Buch.


  Ein brillanter junger Computer-Wissenschaftler benutzt amüsante, paradoxsurreale Dialoge, die Bilder Eschers, die Musik Bachs und ebenso eine Fülle von Ideen aus so unterschiedlichen Gebieten wie Logik, Biologie, Psychologie, Physik, Zen-Buddhismus, Mathematik oder auch Neurologie, um eines der größten Geheimnisse der modernen Wissenschaft zu illuminieren: unsere offensichtliche Unfähigkeit, die Natur des Denkens zu verstehen. Hofstadters Grenzgänge durch den menschlichen Geist und die Welt der denkenden Maschinen sind eng verknüpft mit klassischen Paradoxien, mit den revolutionären Entdeckungen des Mathematikers Kurt Gödel, mit den Möglichkeiten der Sprache, mathematischen Systemen, Computerprogrammen oder menschlichen Artefakten, denen es gelingt, in einer unendlichen Spiegelung ihrer selbst über sich selbst zu sprechen.


  Wer sich lesend auf dieses Buch einläßt, begibt sich auf eine Reise durch die Wunderwelten des menschlichen Geistes, eine Reise, auf der er Abenteuer in Hülle und Fülle zu bestehen hat und von der er als ein anderer zurückkehren wird.
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Abb. 152. Die letzte Seite des Ricercar zu sechs Stimmen, aus der Originalpartitur des Musikalischen Opfers von J. S. Bach
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