7. Kapitel
Clusteranalyse
Hartmut-A. Oldenburger

1. Zur Entwicklung der Literatur
(Aufgabenstellung der vorliegenden Arbeit)

Clusteranalytische Verfahren konstruieren Gruppierungen von Objekten auf-
grund ihrer ,Ahnlichkeit.

Obwohl Methoden zur Realisierung dieses Ziels schon um 1935 (Tryon, 1939)
vorgeschlagen wurden, fanden sie (im Vergleich zur weit verbreiteten Anwen-
dung der Faktorenanalyse) wenig Beachtung. Erst die Veroffentlichung der
inzwischen klassischen Monographie von Sokal und Sneath (1963) und gleich-
zeitig die groRere Verfugbarkeit leistungsfahiger Rechenanlagen gaben die An-
stoRe zur breiteren Methodenentwicklung und expandierendem Einsatz clu-
steranalytischer Verfahren zunachst in der systematischen Biologie (Taxono-
mie), spater auch in anderen empirischen Wissenschaften.

Fur die Psychologie hat der Aufsatz ,Hierarchical Clustering Schemes' von
Stephen C. Johnson (1967) den entscheidenden Impuls zur methodologischen
Diskussion und Anwendung von Clusteranalysen gegeben (Blashfield, 1980).
Sie treten nun héufig an die Stelle von Faktorenanalysen, die in der For-
schungspraxis sehr oft - inkorrekterweise - zur Generierung von Variablen-
gruppierungen eingesetzt worden sind. (Die Angemessenheit dieser Vorge-
hensweise insbesondere fir die Skalenkonstruktion mit Hilfe von Tests disku-
tiert Revelle (1978, 1979); ein vergleichendes Beispiel fur die WISC-R gibt
Silverstein, 1980.)

Inzwischen kann die Entwicklung des Umfangs der Literatur als explosionsar-
tig bezeichnet werden: Wahrend in anderen Bereichen die Verdoppelungszeit
der Publikationszahlen bei zwélf bis funfzehn Jahren angesetzt werden kann,
liegt sie fur die clusteranalytische Literatur z.Zt. bei drei bis vier Jahren
(Blashfield/Aldenderfer, 1978). Dieser Sachverhalt zeitigt unerfreuliche
Begleiterscheinungen: (a) es bilden sich Cliqguen von Anwendern der Cluster-
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analyse, die den Einsatz nur bestimmter Verfahren tradieren und (b) die Aus-
bildung gegenstandsbereichsspezifischer Jargons behindert die interdiszipling-
re Kommunikation (Soweit die Ergebnisse einer Benutzerbefragung und einer
Analyse des ,Science Citation Index’ von Blashfield und Aldenderfer, 1978.).

Davon scheint zumindest nach 1975 auch die methodologisch orientierte clu-
steranalytische Literatur betroffen zu sein. Wéhrend die wichtigen Lehrblcher
und Monographien von Anderberg (1973), Bock (1974), Duran/Odell (1974),
Hartigan (1975J)adine/Sibson (1971), Sneath/Sokal (1973) und Voge (1975)
zumindest in ihren bibliographischen Teilen die verfligbare Literatur umfas-
send aufzuarbeiten versuchten, erscheinen nach 1975 geh&uft in die Verfahren
einflhrende Artikel (z.B. Kopp 1978a, b, c) und elementare Lehrblicher, die
die Fortentwicklungen der clusteranalytischen Methoden und Uberpriifungs-
ansdtze nahezu unberiicksichtigt lassen (vgl. dazu Steinhausen/Langer, 1977,
Opitz 1980). 1980 allerdings wurde der beachtenswerte Studientext ,Cluster-
analysen' von Thomas Eckes und Helmut RoRbach publiziert. Dieser schlieft
die bestehende Liicke, indem er die wichtigsten methodologischen Ansitze des
Gebiets aufarbeitet. Er mufite deshalb auf Intention, Planung und Gestaltung
dieser Arbeit EinfluR haben. Der vorliegende Artikel erhebt danach keinerlei
monographischen Anspruch, er soll stattdessen

(a) eine gestraffte Ubersicht der wesentlichsten clusteranalytischen Problem-
stellungen und Verfahren (mit den zugehérigen Referenzen), sowie

(b) Ergénzungen und Hinweise zu methodologischen Weiterentwicklungen
von Ansétzen und grundlegenden Innovationen geben.

Auf eine ausfuhrliche Darstellung der mathematischen Grundlagen und der
Vorgehensweise (an Beispielen und Veranschaulichungen) wird im allgemei-
nen verzichtet werden. (Siehe dazu Eckes/RofRbach, 1980. - Auch die kombi-
natorischen Ausdricke zur Angabe der Anzahlen mdglicher Lésungen von
clusteranalytischen Problemstellungen werden nicht mitgeteilt. Diese fiihren
zumeist lediglich zu der Aussage, das gestellte Problem sei wegen der immen-
sen Anzahl der Mdglichkeiten nicht exakt I6sbar (siehe dazu Duran/Odell,
1974 und verschiedene Passagen in Bock, 1974 und Flachsmeyer, 1972); die
Existenz von ,backtracking-‘ und ,branch and bound-‘ Verfahren aber belegt
die Vordergrindigkeit dieses Arguments.)

Einerseits soll also dem unbelasteten Leser zum Einstieg eine Strukturierung
des Bereichs gegeben werden (advanced organizer), andererseits soll der
kenntnisreichere Leser Hinweise auf und Anst6Re zu Weiterentwicklungen
erhalten.
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2. Zur Datenerhebung und Datenstruktur

Dieses Kapitel setzt sich nicht mit genuin clusteranalytischen Fragestellungen

- auseinander. Vor der Darstellung der Verfahrensklassen (in Kapitel 3) erfolgt
zunéchst eine ordnende Charakterisierung des Datenmaterials und seiner Er-
hebung. Dazu werden einige notwendige Begriffe eingefuhrt und mit Hinwei-
sen auf fir die Psychologie kritische (Interpretations-)Probleme verknupft.

Technisch gesehen liegen am Ausgangspunkt einer clusteranalytischen Frage-
stellung Daten gewdhnlich in (mindestens) einem der folgenden Modi vor:

(a) als n x m - Matrix [x;]; durch die Eintragungen/Zellen dieser Matrix wird

jeder Beobachtungswiederholung i eine Auspragung eines Merkmals j (nu-
merisch oder nichtnumerisch) zugeordnet. (Beispiele fiir Beobachtungs-
wiederholungen sind Gegenstande, Personen, Situationen etc.; Beispiele
fur Merkmale sind Attribute, nominale Klassen, Variablen etc.)
(Speziell im Fall numerisch interpretierter Auspragungen der Merkmale
kénnen die Beobachtungswiederholungen statistisch als Realisationen von
Zufallsvariablen angesehen oder als Punkte in einem (nicht notwendig eu-
klidischen) mehrdimensionalen Raum aufgefallt werden. Diese Sichtwei-
sen sind auch fir die andere Modalitdt, ndmlich der Merkmale, einsetzbar.)
Die Matrix [x;] wird hier haufig einfach als ,Datenmatrix’ bezeichnet.

(b) als r x r - Matrix [pg]; durch die Eintragungen dieser Matrix wird jedem
Objektpaar (o,,0,) aus einer Objektmenge O = {o04,. . . ,0,,0,. . . ,0,} eine
reelle Zahl p(oy,0") oder kurz p,, zugeordnet, die die ,Proximity’ der
beiden Objekte angibt. Der allgemeine Begriff der ,Proximity’ steht fir
mehrere Klassen von MaRen, etwa fir die ,Ahnlichkeit’ bzw. ,Unahnlich-
keit', die ,N&he' bzw. ,Entfernung (Distanz)‘, den ,Zusammenhang‘ oder
die ,Abhangigkeit', die ,Kovariation* oder ,Interaktion' von Objektpaa-
ren. (Beispiele fiur Objekte sind (Zufalls-)Variablen, Gegenstande, Lebe-
wesen, Personen, Ereignisse, Situationen, Gegenstdnde der Anschauung
oder des Denkens (Perzepte, Konzepte) etc. - Beispiele fir Proximity-
MaRe sind Distanzen, Kovarianzen, Korrelationen, MaRe erklarter Va-
rianz, Kontingenzkoeffizienten, Haufigkeiten gemeinsamen Auftretens
(insbesondere bei Ereignissen), Produktwahrscheinlichkeiten, bedingte
Wahrscheinlichkeiten, Verwechslungswahrscheinlichkeiten, subjektive
Ahnlichkeitsurteile etc.) Die Matrix [pg] wird hier haufig einfach als ,Pro-
ximitymatrix‘ bezeichnet.

Da clusteranalytische Verfahren Gruppierungen zusammengehdriger Objekte
zumeist auf der Basis von Proximitymatrizen generieren, ist es fir die theore-
tisch-inhaltliche Interpretation der Resultate von herausragender Bedeutung,
auf welchem Wege die Proximitymalle gewonnen wurden.
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(a) direkt: Im Rahmen z.B. einer Konkretisationserhebung kognitiver Struk-
turen werden Probanden nach ihrem subjektiven Urteil zur (paarweisen)
Ahnlichkeit oder Zusammengehorigkeit von Perzepten oder Konzepten
befragt. (Ubliche Erhebungsparadigmata: Ratio-Scaling, (vollstandiger)
Paarvergleich, Sortierverfahren etc. - In diesem Fall ist es unzureichend,
das Ergebnis der Erhebung, die Proximities, lediglich durch Repréasenta-
tionsverfahren (MDS und/oder Clusteranalyse) zu beschreiben und zu in-
terpretieren, vielmehr ist ebenso eine theoretische Bemihung um die Ex-
plikation des Urteilsprozesses als kritisches Problem anzusehen.) Theore-
tische Aspekte der Ahnlichkeitsmessung erértern Eckes/RoRbach, 1980, S.
36f..

(b) indirekt: Im Rahmen z.B. einer Fragebogenuntersuchung werden Proban-
den aufgefordert, zu verschiedenen Statements die jeweilige Auspragung
ihrer persdnlichen Zustimmung bzw. Ablehnung zu skalieren. Ergebnis
dieses Vorgehens ist eine n x m - Datenmatrix [x;] (Probanden x State-
ments). Will man eine kompakte Beschreibung der Datenstruktur z.B.
durch Gruppierung herstellen, so ist zun&achst - auf dem Begriindungs-
hintergrund der Fragestellung - die Modalitdt zu wéhlen, deren Elemente
(Personen bzw. Items) als Objekte einer Clusteranalyse dienen sollen.
Ferner ist begriindet ein geeignetes MaR zu wéahlen oder zu konstruieren,
welches die Proximity der Objekte beschreiben soll. Dieses Mal} ist fur das
Resultat des Repréasentationsverfahrens (z.B. Clusteranalyse) konstitutiv.
- Fur die theoretisch-inhaltliche Einordnung des Gesamtergebnisses ist
hervorzuheben, daR bei diesem Vorgehen die Auspragung der ,Ahnlich-
keiten bzw. ,Unéhnlichkeiten* zwischen den Objektpaaren nicht direkt
erhoben, sondern errechnet wurde. Dabei benutzt man implizit bestimmte
Variationsquellen (z.B. fur die Korrelation zwischen Items die interindivi-
duelle Varianz). Dieser Sachverhalt ist bei der Interpretation der Resultate
als kritisches Problem anzusehen. (So wére es fir das obige Beispiel fehler-
haft, die durch Verfahrenseinsatz konstruierte Gruppierung der Items als
Urteilsstruktur eines mittleren, ,idealen’ Individuums auszuzeichnen.)

Das Problem der Uberfiihrung der in der Forschungspraxis haufig vorliegen-
den Datenmatrix [x;] in eine Proximitymatrix [pg] kann nicht durch generelle
Empfehlung gelést werden. Auch innerhalb der Klassen der fur numerisch
interpretierbare, nominale und gemischte Daten angemessenen bivariaten Zu-
sammenhangs- und Entfernungsmafe, werden durch die vielféltigen Koeffi-
zienten verschiedene Aspekte der Kovariation formalisiert bzw. gemessen. Es
ist deshalb im jeweiligen empirischen Kontext zu explizieren, unter welcher
Fragestellung bzw. welchem Ziel das spezifische Proximitymal? vor dem Ein-
satz eines Reprasentationsverfahrens gewahlt wurde. Die haufig gelibte Praxis
der voraussetzungsunkritischen, automatisierten Verwendung von Standard-
maflen (z.B. Korrelationskoeffizient) ohne exploratorische Bemuhungen
(z.B. zur Kontrolle mdoglicher Artefaktquellen) ist unangemessen.
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Darstellungen der verschiedenen Zusammenhangs- und Entfernungsmaile fin-
den sich u.a. bei Anderberg (1973, S. 72ff.), Bock (1974, S. 24ff.), Sneath/
Sokal (1973, S. 114ff.), Steinhausen/Langer (1977, S. 51 ff.); die wohl ausfihr-
lichste Ubersicht zu symmetrischen und unsymmetrischen Kovariationsmallen
speziell fur bindre Variablen findet sich bei Kleiter/Petermann (1977, S. 43ff.).

Als spezielle ProximitymalRe sind Distanzfunktionen auch fir clusteranalyti-
sche Verfahren von besonderer Bedeutung. (Sie dienen oft als Kriterium zur
Messung der Homogenitat von Objekten innerhalb von Gruppierungen bzw.
zur Messung der Heterogenitat von Objekten, die verschiedenen Gruppierun-
gen angehoren.) Deshalb werden die Eigenschaften dieser MalRRe hier im Rah-
men einer Definition aufgefihrt:

Seien 0,,0,,0; Elemente von 0. Eine Funktion d: Ox0 — IR heif3t Distanz-
(maf}), genau dann wenn fiur alle o,,0,0; € 0 gilt:

(D.1) d(oy,01) = 0 Positivitit

(D.2) d(oy,0) = 0 < o, = 0 Identitit

(D.3) d(ok,01) = d(oy,0y) Symmetrie

(D.4) d(oy,0,) = d(oy,0)) + d(0},0,) Dreiecksungleichung

Das Paar (0,d) heift metrischer Raum; d wird auch Metrik genannt.
Gilt fur alle oy,0,,0; € 0 die folgende Verscharfung von (D.4):
(D.5) d(oy,0,) = max {d(0y,0)),d(0},0,)}

so heist d Ultrametrik. (Anschaulich besagt (D.5), daR alle Tripel von Objek-
ten gleichschenklige Dreiecke aufspannen, deren Basis kleiner ist als die gleich-
langen Schenkel.) Johnson (1967) hat auf die besondere Bedeutung der Ultra-
metrik fir einige Methoden der hierarchischen Clusteranalyse (siehe 3.3) hin-
gewiesen: Diese kdnnen als Transformationsverfahren von empirischen Un-
ahnlichkeitsmafien (Geltung von mindestens (D.1) bis (D.3)) in Ultrametriken
angesehen werden.

Da ultrametrische Distanzmalle bei Vorliegen einer Datenmatrix [x;] i. a nicht
direkt berechnet werden kdnnen, aber eine Reihe von Proximitymalen die
Distanzaxiome (D.l) bis (D.4) efillen oder metrische Aquivalente besitzen,
erscheint es sinnvoll - soweit es von der Fragestellung her angemessen ist -
zur Transformation von Datenmatrizen [x;] in Proximitymatrizen [p,] mog-
lichst Metriken zu verwenden.

Bei Vorliegen numerisch interpretierbarer Eintragungen der Datenmatrix stellt
die folgende Funktion eines der prominentesten Beispiele fir eine Metrik dar:

d(owo) = (2| xg = xy
)

r)l/r; =1
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Diese Distanzfunktion heift allgemein L,-Metrik (in der Literatur zur mehrdi-
mensionalen Skalierung: Minkowski-r-Metrik). Wird der Exponent r spezifi-
ziert, so entstehen als ausgezeichnete Félle:

- for r = 1, die City-Block-Metrik

- far r = 2, die euklidische Metrik

- for r = m, die Supremum-Metrik

(Zu weiteren Eigenschaften dieser Abstandsfunktionen siehe Eckes/Rof3bach
1980, S. 42ff. - Im origindren Zusammenhang mit der mehrdimensionalen
Skalierung stehen die Erdrterungen von Ahrens 1974, z.B. S. 190ff.) Weitere
Entfernungsmale, die z.B. auch bei Vorliegen bindrer oder nominaler Merk-
malsauspragungen eingesetzt werden kénnen, finden sich in der zu den Proxi-
mitymalen genannten Literatur.

Damit sind die wichtigsten Begriffe und Uberlegungen zur Charakterisierung
der Ausgangslage beim Einsatz clusteranalytischer Verfahren eingefihrt. Im
nachsten Kapitel wird das Vorliegen von Daten- und/oder Proximitymatrizen
vorausgesetzt.

3. Problemstellungen und Verfahren

3.1 Untermengenauswahl

Bemerkenswerterweise tritt das Problem der Selektion von Elementen aus
einer gegebenen Menge unter Optimierung eines Kriteriums in verschiedenen
methodischen und inhaltlichen Bereichen haufig auf, es wurde aber m. W. in
der clusteranalytischen Literatur bisher nicht als eigenstéandige Fragestellung
identifiziert. Deshalb seien einige Beispiele und Hinweise gegeben, die die
Problemstellung charakterisieren und umrei3en, sowie mdgliche Ldsungen an-
deuten:

(a) Aus einer Menge von Pradiktoren mit dem Umfang n soll eine k-elementi-
ge (echte) Untermenge selegiert werden, so dal eine Kriteriumsvariable
maximal pradiziert werden kann (Optimierungskriterium: z. B. adjustier-
tes R?). Dies ist das Standardproblem der multiplen Regressionsanalyse.

(b) Aus einer Menge von Variablen soll eine Untermenge vom Umfang k
ausgewahlt werden, so dal3 die Varianz aller restlichen Variablen maximal
erklart werden kann. Dieses Verfahren identifiziert die Stellvertreter eines
Variablenkollektivs; es wird Interdependenzanalyse genannt (Boyce/Farhi/
Weischedel, 1974, S. 67ff.) und kann als attraktive Alternative zur Fakto-
renanalyse angesehen werden. (Zwar entfdllt hier das Problem der Faktor-
interpretation, es wird aber ein gewisser Verlust an Varianzerklarung in
Kauf genommen.)
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(d)
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Aus einer Menge von Gegenstdnden mit gegebenen Eigenschaften sollen
Repréasentanten fur die verbleibenden Objekte ausgewahlt werden. Wah-
rend die Interdependenzanalyse Merkmale (Variable) selegiert, soll nun
nach zentralen Merkmalstragern (Wechsel der Modalitat) gesucht werden.
Handelt es sich bei den Gegenstédnden z.B. um Perzepte oder Konzepte,
so ist dies die Frage nach den Prototypen (z.B. von Kategorien), auf deren
ausgezeichnete Rolle insbesondere Rasch (1975, 1978) hingewiesen hat.

Aus einer Menge von Gegenstanden mit (numerischen) Merkmalen soll
eine Untermenge selegiert werden, deren Homogenitat gegentiber dem
Rest besonders grof3 ist. Diese Separation von Clustern vom Hintergrund
(Yahil/Brown, 1976) kann in verschiedensten Anwendungsbereichen in
Frage stehen, z.B. in der Astronomie bei der Herauslésung von Galaxien
aus diffusen Verteilungen von Sternen, in der Medizin bei der Diagnostik
von Auffélligkeiten in Rontgenbildern (Block et al., 1974) oder z.B. in der
Psychologie bei der Identifikation besonders merkmalshomogener Perso-
nen in einer Gesamtgruppe. (Weitere Stichworte: Mustererkennung, Kate-
gorienbildung, Klassifikationsprozesse.)

In engstem Zusammenhang mit der im vorigen Punkt angesprochenen Pro-
blemlage steht die Fragestellung der Analyse von Mischverteilungen. (Die-
ser Ansatz konnte auch unter Abschnitt 3.2 eingeordnet werden.) Man
geht dabei von der Vorstellung aus, ein vorliegendes Sample sei aus einer
Population gezogen, die aus mindestens zwei Subpopulationen mit Zu-
fallsvariablen unterschiedlicher Mittelwertsvektoren und/oder Kovarianz-
matrizen besteht. Aufgabe der Analyse ist die Bestimmung der Anzahl von
Subpopulationen, die Schatzung der Parameter der multivariaten Zufalls-
variablen und die Zuordnung der Beobachtungswiederholungen (Realisa-
tionen) zu den Subpopulationen. (Siehe Bock, 1974, S. 250ff.; Hartigan,
1975, S. 113ff.; Eckes/Rofbach, 1980, S. 92f.; Wolfe, 1970, 1978.)

Der abschreckenden Komplexitat dieser Aufgabenstellung steht die At-
traktivitdt einer mdoglichen Lésung gegeniber: fir nahezu alle Verfahren
der multivariaten Datenanalyse (Regressions-, Varianz-, Interdependenz-,
Faktor-, Diskriminanzanalyse etc.) stinde ein Uberpriifungsmedium der
Homogenitat der Stichprobe zur Verflgung.

® Aus einer Menge von Objekten mit gegebener Proximitymatrix soll eine

Untermenge selegiert werden, deren Proximities einer spezifischen - alge-
braisch formulierten - Charakteristik, z.B. einem System von (Un-)
Gleichungen, moglichst gut geniigen. Beispiele fir derartige Problemstel-
lungen sind etwa: die Auswahl Guttman- bzw. Rasch-skalierbarer Items
aus einem (vorléufigen) Test; die Auswahl von Variablen mit paarweise
auffallig linearem Zusammenhang; die Auswahl von Gegenstdnden der
Anschauung oder des Denkens mit symmetrischer Ahnlichkeit oder die
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Auswahl von Objekten, deren Proximities durch eine Ultrametrik beson-
ders gut dargestellt werden kdnnen (Hubert, 1980). (Da sich solche Vorge-
hensweisen einem Immunisierungsverdacht besonders stark aussetzen, ist
fur sie die Entwicklung und Durchfilhrung angemessener Uberpriifungs-
verfahren dringend angezeigt.)

Diese kurze Ubersicht soll deutlich machen: Gemeinsam ist den Ansitzen die
Aufgabenstellung der Untermengenselektion, sie unterscheiden sich aber gra-
vierend in ihren Zielsetzungen, die durch mathematische Formulierung von
Optimalitatskriterien, sog. Zielfunktionen, zu explizieren sind (Beale, 1970).
Die Verschiedenartigkeit der Zielsetzungen, die sich in der Heterogenitédt der
Optimalitatskriterien hinsichtlich ihrer mathematischen Eigenschaften wider-
spiegelt, 183t es nicht erwarten, dal zur Ldsung des Auswahlproblems eine
allgemein anwendbare optimale Verfahrensvorschrift (Algorithmus) angebbar
ist (abgesehen von der Moglichkeit der Totalenumeration fir uninteressant
kleine Unter- bzw. Obermengen).

Fur verschiedene Problemstellungen allerdings liegen in der methodologischen
Literatur, von der Forschungspraxis m. W. bisher unbeachtet, effiziente L6-
sungsverfahren vor: Schon 1967 publizierten Beale, Kendall und Mann einen
Algorithmus, der fur die unter den Punkten (a) bis (c) angesprochenen Aufga-
ben optimale Losungen liefert. (Demgegenuber sind z.B. die von den verbrei-
teten Programmpaketen BMDP und SPSS realisierten Vorgehensweisen und
Resultate (!) bei der Variablenauswahl der multiplen Regression als suboptimal
zu bezeichnen.) Die programmtechnische Umsetzung des Verfahrens leisteten
Boyce, Farhi und Weischedel (1974). (Sie weisen z.B. auch die Uberlegenheit
des Beale/Kendall/Mann-Algorithmus gegenliber den Standardauswahlverfah-
ren der multiplen Regression (forward inclusion, backward elimination) aus.
- In das Programmpaket BMDP-77 (siehe Dixon/Brown, 1977, S. 418ff.)
wurde ein Algorithmus von Furnival/Wilson (1974) eingesetzt; siehe auch
McHenry (1978).)

Fur die komplexe Aufgabenstellung der Analyse von Mischverteilungen sei
erganzend auf das Vorliegen einer (weiteren) programmsprachlichen Formu-
lierung (Fortran-Code) eines Verfahrens bei Hartigan (1975, S. 125ff.) hinge-
wiesen. Hubert (1980) diskutiert eine Strategie der Datenanalyse zur ldentifi-
kation von Untermengen, fir deren Elemente die Proximities bestimmten
algebraischen Eigenschaften méglichst gut gehorchen.

Die methodischen Vorgehensweisen und LOsungsansatze zur optimalen Un-
termengenauswahl wurden bisher kaum beachtet; sie warten auf Bewdahrungs-
prufungen.
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3.2 Mengenzerlegung

Als Partition bzw. Zerlegung einer Menge O bezeichnet man eine Menge(nfa-
milie) Z(0), deren Elemente (nichtleere) Untermengen von 0 sind: G,,G,cO
und folgende Forderungen erfillen:

(Z. 1) pP#Fq=>G, NG =9
(2.2) GUGU..UGU....=U,G, =0,

d.h. die in Z(0) als Elemente enthaltenen Mengen G,,G,, die hier Gruppierun-
gen genannt werden, sind paarweise elementenfremd bzw. disjunkt und sie
erschopfen die Menge 0 bzw. decken diese vollstandig ab.

Zwei (triviale) Zerlegungen einer Menge 0 sind als extreme Félle besonders
ausgezeichnet: die feinste Partition (engl. ,Splitter') enthélt als Elemente alle
einelementigen Untermengen von O; die grobste Partition (engl. ,lumber’)
enthédlt als Element nur die Menge O selbst.

Als Teilklasse clusteranalytischer Verfahren hat die Partitionierung generell
folgende Aufgabenstellung: Man konstruiere bzw. suche zu einer gegebenen
Objektmenge eine Zerlegung mit Gruppierungen Gy, fur deren Elemente gilt:
Gehoren zwei Objekte zu gleichen Gruppierungen, so sollen sie einander
moglichst dhnlich sein (innerhalb - homogen), gehéren sie zu verschiedenen
Gruppierungen, so sollen sie untereinander moglichst undhnlich sein (zwi-
schen - heterogen). Als Ergebnis der Verfahrensanwendung wird die Fest-
stellung der Anzahl der Gruppierungen und die Zuordnung der Objekte zu
den Gruppen erwartet.

Die groRRe Vielfalt der Methoden der disjunkten Gruppierung unterscheidet
sich hauptsachlich danach,

- auf welche Informationen (Datenmatrix mit numerisch oder nicht nume-
risch interpretierbaren Merkmalsauspragungen und/oder Proximitymatrix)
zurickgegriffen wird bzw. werden kann,

- ob und wie ein Optimierungskriterium (Zielfunktion) mathematisch spezi-
fiziert wurde und

- nach welchem verfahrenstechnischen Konstruktionsprinzip die Methoden
wahrend des Analyseprozesses die Zerlegungen generieren (Enumeration;
Modi der Zuordnung von Einzelobjekten zu bestehenden Gruppen, des
Austausches von Objekten zwischen den Gruppen sowie der Seperation
und/oder Fusion von Gruppen).

Von verbreitetem forschungspraktischen Interesse sind Anwendungen, in de-
nen zu den Objekten nur ein numerisches Merkmal gegeben ist oder betrachtet
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wird (univariate Klassifikation, z.B. Aufteilung einer Personengruppe nach
Intelligenz). In solchen Situationen ist zwar eine Aufteilung nach Perzentilen
(Median, Terzile, Quartile etc.) gangig, diese |ant aber die Verteilungsform der
Variablen unberiicksichtigt. So geht beispielsweise die Trennung am Median
far nicht-symmetrische Verteilungen mit einem (vermeidbaren) Informations-
verlust einher. Eine optimale Aufteilung nach festgelegter Gruppenzahl und
nahezu beliebig wahlbarem Optimierungskriterium (z.B. Varianz zwischen
den Gruppen) ist aber praktisch immer exakt mdglich. Dies leistet ein Algo-
rithmus von W. D. Fisher (1958), dessen Einsatz z.B. zur Variablenkategori-
sierung vor Durchfiihrung einer Konfigurationsfrequenzanalyse angezeigt ist.
Eine programmsprachliche Formulierung (Fortran-Code) des Verfahrens tei-
len Anderberg (1973, S. 228ff.) und Hartigan (1975, S. 141) mit.

Exakte Partitionierung (z.B. ebenfalls mit dem Fisher-Algorithmus) ist auch
moglich, wenn die Aufteilung zwar nach mehreren Variablen (simultan) vor-
genommen werden soll, die Anzahl der mdoglichen Partitionen aber dadurch
erheblich eingeschrankt ist, daf3 den Objekten hinsichtlich einer zusétzlichen
Variablen eine naturliche Ordnung unterliegt oder unterstellt wird (z.B. im
Fall einer Konstruktion von Stufen der Entwicklung hinsichtlich mehrerer
kognitiver Merkmale, wobei die ,naturliche Reihenfolge’ nach der Variablen
JAlter' eingehalten werden soll).

Im generellen Anwendungsfall, bei Vorliegen multivariater Daten und/oder
von Proximitymatrizen, ist die Angabe von Verfahren, die zu exakten Partitio-
nierungen fihren, also eine Optimierung des spezifizierten Kriteriums garan-
tieren (Rao, 1971), nicht mdoglich. (Abgesehen von den seltenen Fallen, in
denen wegen des geringen Umfangs der Objektmenge und/oder einer Festle-
gung auf sehr wenige Gruppierungen eine Totalenumeration der Partitionen
durchfiuhrbar und sinnvoll ist, siehe Duran/Odell, 1974, S. 32ff.) Deshalb
werden heuristische Methoden verwendet, die z.B. von Startpartitionen aus-
gehen und diese durch Austausch von Elementen zwischen den Gruppen und
Verschmelzen bzw. Aufteilen von Gruppen hinsichtlich des Wertes einer Ziel-
funktion sukzessive verbessern. Systematische Darstellungen zu Konstruk-
tionsmethoden von (lage-)homogenen Gruppierungen, die das Varianzkrite-
rium, die Kriterien der Spur oder Determinante der Kovarianzmatrix oder das
Kriterium der Abstandsquadratsumme (Buttner, 1975) optimieren, werden
von Bock (1974, S. 104ff.), Hartigan (1975, S. 74ff.), Spath (1975, S. 34ff.)
und Steinhausen/Langer (1977, S. 100ff.) gegeben. Eine theoretisch orientierte
Ubersicht im Rahmen der Theorie(n) der kombinatorischen Programmierung
liefern Balas/Padberg 1975.

Ergéanzend sei auf die folgenden Weiterentwicklungen verwiesen:

- Ein effizienter (branch-and-bound-) Algorithmus zur globalen Optimie-
rung des Varianzkriteriums wird von Herden/Steinhausen (1979, mit For-
tran-Programm) mitgeteilt.
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- Da viele Methoden den Nachteil haben, zur Konstruktion von Zerlegun-
gen mit relativ gleich grofRen Gruppen zu tendieren, ist ein Verfahrensvor-
schlag von Eyes (1977a, 1977b, 1978) von besonderem Interesse: Grund-
idee ist dabei die Umschreibung lokaler Dichtezentren mit Hyperkdrpern
(Quadern, Ellipsoiden), die in ihrer GroRRe variieren und deren Lage im
Raum verschoben wird. - Der oben angesprochene Nachteil kann auch
mit Hilfe eines skalierungsinvarianten Partitionsverfahrens von Spath/Mul-
ler (1979) vermieden werden.

- Da die meisten Verfahren auf euklidische Optimierungskriterien zurick-
greifen, sind sie anféllig gegen die Verletzung der normalerweise nicht
zutreffenden Voraussetzung der Normalverteilung und gegen Vorliegen
von Ausreiflern (Outlier). Dies kann durch den Einsatz von resistenteren
bzw. robusteren Methoden vermieden werden, die z.B. L,-Kriterien opti-
mieren (siehe Spéth, 1976, mit Fortran-Programm).

- Uberlegungen zu Partitionierungsverfahren bei Vorliegen groRer Objekt-
mengen (n > 100) stellen Marsten (1975) und Spéath (1977a mit Fortran-
Programm) an.

Zur Evaluation von Partitionierungsverfahren (Rand, 1971) legte Milligan
(1980) eine empirische Untersuchung von vier K-Means-Algorithmen vor. Es
wurden Datensdtze mit bekannter Gruppierung durch sechs Arten von Feh-
lern Uberlagert und die Reklassifizierungsleistung der Verfahren erhoben. Die-
se erwies sich als sehr gut, wenn den Verfahren angemessene Startpartitionen
vorgegeben werden. (Der Autor schldgt die Verwendung des Ergebnisses einer
hierarchischen Group-Average-Clusteranalyse vor.) Als Konsequenz der Un-
tersuchung stellen Milligan/Sokol 1980 ein Programm zur Durchfihrung des
Jancey-K-Means-Algorithmus zur Verfligung.

Programmiersprachliche Formulierungen (Fortran) von Zerlegungsalgorith-
men werden von Anderberg (1973, S. 307ff.), Hartigan (1975, S. 82ff.), Spéth
(1975, S. 36ff.) und Steinhausen/Langer (1977, S. 109ff.) mitgeteilt. Auch das
in manchen Rechenzentren implementierte Programmpaket Clustan von Wis-
hart gestattet die Durchfihrung von Partitionierungsmethoden (1978, S.
43 ff.). Blashfield/Aldenderfer (1978) diskutieren und evaluieren verschiedene
Computerprogramme, die Mengenzerlegungen realisieren.

Fur die Anwendung sei folgendes Vorgehen empfohlen: Fir eine festgelegte
Anzahl von Gruppierungen verwende man verschiedene Zerlegungsalgorith-
men, soweit vom Verfahren verlangt auch jeweils mit verschiedenen Startparti-
tionen, und wahle die Aufteilung, welche ein spezifiziertes Kriterium opti-
miert. (Eine Auswahl nach inhaltlich-theoretischen Gesichtspunkten, z.B.
dem sog. ,Kriterium der Interpretierbarkeit' ist nicht angezeigt, da diese zu-
meist nicht nachvollziehbar ist - far Untersuchungen zu kognitiven Struk-



Clusteranalyse 401

turierungen besteht zudem die Gefahr der Subjekt-Objekt-Konfundierung;
zumindest ist die Mitteilung der hinsichtlich einer explizierten Zielfunktion
besten Losung erforderlich.) Fir diese Optimallésung inspiziere man mog-
lichst die Residuen (z.B. bei Klassifikation von Beobachtungswiederholungen
die Abweichungen von gruppenspezifischen Mittelwerten fir die einzelnen
Variablen). Falls gewilnscht, wiederhole man dieses Vorgehen fir verschiede-
ne Anzahlen von Gruppierungen. In diesem Fall sollte der Verlauf der Werte
des Optimalitatskriteriums mitgeteilt werden. Die Auswahl der geeigneten
Anzahl von Elementen der Zerlegung erfolgt danach mdglichst durch probabi-
listische oder statistische Evaluation.

Zur probabilistischen Bewertung der Zerlegbarkeit von Objektmengen ent-
wickelte parallel zu den Arbeiten von Lingoes/Cooper (1971, siehe auch Lin-
goes, 1973, S. 176ff., mit Fortran-Programm) und Schultz/Hubert (1973) ins-
besondere Ling (1971, 1972, 1973) einen exakten graphentheoretischen Ansatz
(Kriterium: Verbundenheit ungerichteter Zufallsgraphen.) (Ergéanzend sei da-
zu auf Frank, 1978, und Tinhofer, 1980, verwiesen.) Spater wurden Tafeln
publiziert (Ling, 1975, Ling/Killough, 1976), die eine partielle Evaluation dis-
junktiver Gruppierung auf der Basis dieser Theorie gestatten. Nachteil des
graphentheoretischen Ansatzes ist die Notwendigkeit der impliziten Verwen-
dung von Schwellenwerten (Cuts) zur Dichotomisierung von Proximitymatri-
zen (Informationsreduktion). Eine gravierendere Einschrankung der Anwend-
barkeit des graphentheoretischen Konnektivitatskriteriums ergibt sich aus der
im allgemeinen nicht zutreffenden Annahme, die Ausprdgungen der Proximi-
ties kénnten unabhéngig voneinander frei variieren. Dies ist in der Regel nicht
der Fall, so sind z.B. Distanzmale tripelweise wegen der Geltung der Drei-
ecksungleichung voneinander abhangig. (So argumentieren auch Hubert/Ba-
ker, 1977a.)

Deshalb verdient ein Vorschlag von Lee/MacQueen (1980) besondere Beach-
tung. Zur Prifung der statistischen Nullhypothese verknipfen diese Autoren
einen K-Means-Algorithmus mit einem Randomization-Test (Edgington,
1969, 1980). Dabei wird der Wert des Optimalitatskriteriums fir die empiri-
sche Datenmatrix errechnet und mit optimalen Zielfunktionswerten vergli-
chen, die man durch Verfahrensanwendung auf ,zuféllige Datenmatrizen' er-
halt. (Diese werden z.B. durch zufédllige Permutation der empirischen Varia-
blenwerte Uber die Beobachtungswiederholungen generiert.) Obwohl es sehr
rechenzeitintensiv ist, sollte dieses Vorgehen als das Verfahren der Wahl fir
die statistisch konfirmatorische Beurteilung der Zerlegbarkeit von Objektmen-
gen angesehen werden, zumal es ohne weiteres auch auf Datenmatrizen mit
nicht numerisch interpretierbaren, z.B. nominalen Merkmalen anwendbar ist.

(Auch Hartigan diskutiert 1975 und 1977 Signifikanztests fir Resultate von
Zerlegungen (siehe 1975, S. 97ff., S. 135ff.). Seine Uberlegungen basieren
z.T. auf der statistischen Theorie der (multivariaten) Varianzanalyse. - Lei-
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der legen solche Darstellungen dem Anwender vollig inkorrekte Vorgehens-
weisen nahe, z.B. die Durchfuhrung und ,statistische Interpretation’ einer
Varianzanalyse nach dem Einsatz einer Partitionierungsprozedur. Davon ist
abzusehen, da durch die Verwendung kriteriumsoptimierender Zerlegungsver-
fahren der substantielle Bestandteil der statistischen Nullhypothese zerstort
wird, nédmlich die zuféllige Zuordnung zu den Gruppen. Spielarten dieses
gravierenden Fehlers finden sich in der inhaltlichen, anwendungsorientierten
Literatur sehr haufig, z.B. auch bei der ,statistischen Beurteilung’ der Resulta-
te von Techniken der schrittweisen Regression. - Die oben angesprochene
Prufstrategie unter Verwendung von Randomization-Tests unterliegt dieser
Kritik nicht, weil sie die Optimierungsverfahren in die Prozedur zur Generie-
rung der Verteilung der statistischen Prifgrofle einbaut.)

Soll nach der empirischen Untersuchung die Ubereinstimmung des Resultats
von Zerlegungsverfahren mit gegebenen, z.B. theoretisch, a priori konstru-
ierten Partitionen statistisch gepruft werden, so stehen die Ublichen nicht-
parametrischen Tests zu Kontingenztafeln und die zugehérigen Malle prakti-
scher Signifikanz bzw. Bedeutsamkeit zur Verfiigung. Dabei ist wegen der
Gewichtungsmdglichkeit in diesem Zusammenhang insbesondere auf Cohens
,Kappa' zu verweisen. (Siehe dazu auch Hubert, 1979.) - Verschiedene (Di-
stanz-)Male fir den Vergleich von Partitionen diskutieren Boorman/Arabie,
1972 und Arabie/Boorman, 1973.

AbschlieRBend bleibt festzustellen, dal3 die Ausfiihrungen dieses Abschnitts
sich bisher auf Vorgehensweisen bezogen, die die Konstruktion lagehomoge-
ner Gruppierungen von Objekten zum Ziel haben. Die Suche nach optimalen
Mengenzerlegungen kann durch geeignete mathematische Formulierung der
Bewertungsfunktion aber auch zur Realisierung anderer, komplexerer Zielvor-
stellungen eingesetzt werden. Nach dem Verweis auf die Analyse von Misch-
verteilungen (siehe Abschnitt 3.1, Punkt(e)) seien folgende Ansétze benannt:

(a) Woodward/Bentler (1979) zerlegen die Menge der Items eines Tests zur
Optimierung des Reliabilitatskoeffizienten cr in zwei elementenfremde
Gruppen.
lhren einfachen Austauschalgorithmus zur (binéren) Zerlegung (Darstel-
lung durch einen Vorzeichenvektor) bezeichnen sie as hoch effektiv. (Des-
halb schlagen sie seine Verwendung auch fir die Konstruktion lagehomo-
gener Gruppierungen vor.) Von besonderem allgemeinen Interesse ist dazu
ihre - eigentlich schon aus anderen Zusammenh&ngen bekannte - Argu-
mentation: Wenn der Austauschalgorithmus (lediglich) mit einer Wahr-
scheinlichkeit von p (z.B. p = .2) bei einer zufdlligen Ausgangspartition
zum globalen Optimum fihrt (Die Erreichung einer lokalen Optimalkon-
figuration ist ohnedies garantiert.), so besitzt er bei N-maligem Aufruf
(z.B. N=20) mit verschiedenen zufélligen Startpartitionen eine Wahr-
scheinlichkeit von P = I-(I-p)" (z.B. P= I-(1-.2)%°=.988), daR sich
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unter den lokal optimalen Endpartitionen die global beste Zerlegung befin-
det. (Diese interessante Argumentationsfigur gibt zu der Frage AnlaR,
inwieweit es okonomisch ist, Entwicklungs- und Rechenzeit in kriteriums-
spezifische Optimierungsverfahren zu investieren, wenn mit einem Aus-
tauschalgorithmus eine generell anwendbare Prozedur vorliegt; allerdings
ist vor deren Beantwortung eine jeweilige Abschatzung der Wahrschein-
lichkeit p von néten, far bestimmte Problemstellungen zum Optimum zu
gelangen.)

(b) Bock (1974, S. 195ff.) diskutiert die Charakterisierung von disjunkten

(c

~

Gruppen durch Hyperebenen. Dabei wird die Zuordnung von Objekten
zu Klassen z.B. nicht nach ihrer Entfernung vom Gruppencentroid (bzgl.
der numerischen Merkmale) vorgenommen bzw. beurteilt, sondern nach
ihrer (senkrechten) Entfernung von einer gruppenspezifischen, im mehrdi-
mensionalen Raum aufgespannten Flache. Ein Beispiel fur diese Problem-
stellung ist etwa die optimale Aufteilung von Personen in Gruppen, so dai
der Variablenraum gruppenspezifisch moglichst einfach (d.h. mit niedriger
Dimensionalitat) durch Hauptkomponenten reprasentiert werden kann.

Im Anschlu3 an die unter (b) aufscheinende Grundidee wird hier eine
Klasse von Verfahren vorgeschlagen, die mit der Bezeichnung ,Klassifika-
tionsansatz (Uberschrieben sein soll. lhre gemeinsame Problemstellung sei
wie folgt charakterisiert: Hinsichtlich einer Modalitat (der Datenmatrix:
Merkmale bzw. Merkmalstrager) sei eine Aufteilung so konstruiert, dal
hinsichtlich der (jeweils) anderen Modalitdt - innerhalb der Gruppen -
eine moglichst gute Reprasentation durch ein multivariates Analyseverfah-
ren bzw. -modell erzielt wird.

Ein spezielles Beispiel wéare die unter (b) beschriebene Aufgabenstellung
der ,Klassifikations-Hauptkomponentenanalyse'.

Ein weiteres Beispiel ist die ,(multiple) Klassifikationsregression', die eine
optimale Aufteilung der Beobachtungswiederholungen so sucht, daf3 in-
nerhalb der Gruppierungen eine moglichst gute Varianzaufklarung einer
Kriteriumsvariable durch einen Satz von Préadiktoren erreicht wird. (Die-
ses Verfahren ,hinterfragt’ den allgemeinen Anspruch der ,Multiple Re-
gression as a General Data Analytic System’ (Cohen, 1968). - Den Spe-
zialfall nur eines Pradiktors mit homogenen (identischen) Steigungskoeffi-
zienten fur die (nicht essentielle) Restriktion auf zwei Gruppen untersucht
bereits Mustonen (1978).)

Weiterhin generiert dieser allgemeine, als Heuristik dienende Ansatz (aus-
schopfend) z.B. die Verfahren der ,Klassifikationsanalyse kanonischer
Korrelation*, der ,Klassifikations-Mengenzerlegungsanalyse' und der
,Klassifikationsanalyse hierarchischer Clusterung‘. Schliellich kdnnen so-
gar Verfahren der ,Klassifikations-Varianzanalyse® und der ,Klassifika-
tions-Diskriminanzanalyse’ einbezogen werden.
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Offensichtlich steht der hier entwickelte allgemeine Klassifikationsansatz
in engster Beziehung zur klassischen Analyse latenter Klassen (z.B. La-
zarsfeld/Henry, 1968); er konnte in der Anwendung vornehmlich der Ho-
mogenitatsprifung von Modellapproximationen zu Samples dienen; der
methodologischen Literatur bleibt die Bereitstellung von Uberpriifungs-
verfahren vorbehalten.

Fur die praktische Umsetzung der hochkomplexen Aufgabenstellungen der
Analyse von Mengenzerlegungen, z.B. des Klassifikationsansatzes, wird man
zur Optimierung der (jeweils zu spezifizierenden) Zielfunktion vorlaufig auf
den Einsatz der relativ generellen Austauschverfahren zurtickgreifen (siehe
z.B. Banfield/Basill, 1977, mit Fortran-Programm) und die beste L&sung der
Anwendung eines Transferalgorithmus auf verschiedene Startpartitionen aus-
wahlen. - Im Anwendungsfall sind exploratorische Bemihungen (sensu Tu-
key, 1977), z.B. in Form einer genauen Residueninspektion, und die Entwick-
lung und Durchfihrung statistischer Prifungen, z.B. durch angemessen kon-
struierte Randomization-Tests, unverzichtbar, da sonst die Gefahr der Inter-
pretation von Artefakten zu grof3 wirde. Dabei ist der rechenzeitintensive
Einsatz von Computern zur genauen Prifung von Verfahrensresultaten bzw.
Modellen nicht nur notwendig, sondern auch sinnvoll und winschenswert.

3.3 Hierarchische Clusteranalysen
3.3.1 Einordnung und Charakteristik

Hierarchische Verfahren sind in der Psychologie die am weitesten verbreiteten
Methoden aus dem Bereich der Clusteranalyse (Blashfield/Aldenderfer, 1978).
Der Boom in der Methodendiskussion und der inhaltlich orientierten Anwen-
dung geht auf den schon klassischen Artikel ,Hierarchical Clustering Schemes'
von Stephen C. Johnson (1967) zurick (Blashfield, 1980). Dabei hatte der
Autor lediglich Verfahren der ,numerischen Taxonomie' aus der Biologie
Ubernommen (Sokal/Sneath, 1963) (und parallel zu Hartigan (1967) die Cha-
rakterisierbarkeit der Verfahrensergebnisse durch die ultrametrische Unglei-
chung (siehe Abschnitt 2) aufgezeigt). Die breite Aufnahme der fir die Psy-
chologie neuen Methodenklasse ist wohl auch weniger auf die allgemeine An-
gemessenheit der Verfahren zur strukturellen Reprasentation von Proximity-
matrizen zuriickzufihren, vielmehr traf Johnsons Brlckenschlag auf einen
Boden, der durch das stark aufkeimende ,Unbehagen in der Faktorenanalyse'
(Kallina, 1967) aufbereitet war und damit die Suche nach alternativen Analyse-
methoden foérderte.

Ausgangssituation fur den Einsatz von Verfahren der hierarchischen Cluster-
analyse (HCA) ist das Vorliegen einer Proximitymatrix (von Ahnlichkeitsma-
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Ben s, oder UnahnlichkeitsmaRen bzw. Distanzen dy) zu einer bestimmten
Objektmenge 0 mit n Elementen. Aufgabe von Verfahren der HCA ist die
Repréasentation der Proximities durch die Angabe einer geordneten Folge von
Zerlegungen Z(0)o, Z(0)4, . . . ,Z(O)n,. . . ,Z(0),.,, wobei Z(0), die feinste und
Z(0),-, die grObste Partition zu O ist. (Zugang sensu Ward, 1963; zur Defi-
nition der hier verwendeten Begriffe siehe Abschnitt 2 und 3.2.)

Ferner soll fir alle h mit 0<h=<n-—2 gelten, daR Z(0),,, eine strikte Vergrébe-
rung von Z(0), ist, d.h. (genau) eine Gruppierung aus Z(0),, ist durch Ver-
einigung von (mindestens) zwei Gruppierungen aus Z(0), entstanden. Umge-
kehrt heif3t Z(0), auch Verfeinerung von Z(0),,;. Entnimmt man also aus
beliebigen zwei Zerlegungen der geordneten Folge jeweils eine Gruppierung,
so sind diese entweder elementenfremd oder eine Gruppierung ist Untermenge
der anderen. Dieser Sachverhalt charakterisiert ein hierarchisches (Men-
gen)System, siehe z.B. (Bock, 1974, S. 360.)

Geordnete Folgen von Zerlegungen konnen explizit oder grafisch durch sog.
Dendrogramme angegeben werden; Beispiele finden sich in der unten aufge-
fahrten Literatur. Diese veranschaulichen die sukzessive Vergroberung der
Partitionen durch Fusion von Gruppierungen bzw. umgekehrt die sukzessive
Verfeinerung durch Separation von Gruppierungen. Aullerdem erdffnen sie
die Moglichkeit, den Zusammenlegungen bzw. Trennungen bestimmte (nu-
merische) Niveaus zuzuordnen; aus ihnen kdnnen fir alle Paare von Objekten
aus 0, Uber die Hohe der Knoten, bei der die Objekte durch Kantenfolgen
zusammengefihrt werden, Proximities s, bzw. ,d,, bestimmt werden. Ist
man bei der Analyse von Unédhnlichkeitsmalen oder Distanzen ausgegangen,
so erfillen die ,d,, die ultrametrische Ungleichung. (Zur Definition siehe Ab-
schnitt 2; im Fall der Analyse von AhnlichkeitsmaRen erfiillen die s, die der
Ultrametrik aquivalente Eigenschaft: fur alle 0,,0,,0,EO gilt S 2 min { Sy,
«Sst; hier wird von einzelnen Verfahren abgesehen, die sog. Inversionen zulas-
sen (siehe Eckes/RofRbach, 1980, S. 73), und deshalb verschiedentlich zu nicht
interpretierbaren Resultaten fuhren (ein empirisches Beispiel findet man bei
Steinhausen/Langer, 1977, S. 92f.).)

Da Dendrogramme und Matrizen ultrametrischer Proximities einander einein-
deutig zugeordnet sind, kénnen hierarchische Clusteranalysen als Transforma-
tionsverfahren von empirischen Proximitymatrizen in Ultrametriken charakte-
risiert werden. Dies gibt Anla3 zu einer wichtigen Reformulierung der Aufga-
benstellung von HCA-Methoden: zu einer Matrix, z.B. von Unahnlichkeits-
mafden [dy], sollen sie eine ultrametrische Matrix, z.B. [,dy], SO konstruieren,
dald hinsichtlich einer spezifizierten Zielfunktion Z = f([dy], [,d]) die Ultra-
metrik eine optimale Représentation der (empirisch) gegebenen Proximityda-
ten darstellt. - Eine Liste solcher Optimalitdtsmalle gibt Cormack (1973, S.
338); diese wurden zwar verschiedentlich zur nachtréglichen Evaluation der
Resultate von HCA-Verfahren vorgeschlagen, (so nennt Johnson (1967) z.B.
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die Rangkorrelation), ihr konstruktiver Einsatz zur Generierung von Ld&sun-
gen eines (diskreten) Optimierungsproblems wurde bisher jedoch allzu stark
vernachlassigt. Die Methoden der HCA erhalten dann einen lediglich heuristi-
schen Charakter, d.h. die Resultate der Verfahrensanwendungen fiihren zu
verschiedenen Vorschlagen zur Lésung des Représentationsproblems. In der
Forschungspraxis duflert sich dies manchmal in einer Verfahrensselektion nach
personlicher Vorliebe und in einer schwer nachvollziehbaren Auswahl ihrer
Resultate nach einem Kriterium der ,theoretischen Angemessenheit’ bzw. ,In-
terpretierbarkeit’. (Ein Vorschlag fir ein begrindeteres Vorgehen wird in Ab-
schnitt 3.3.4 dargestellt. - Es gibt aber auch Autoren, die den konstruktiven
Optimierungsansatz verfolgen: Hartigan (1967), Kruskal/Carroll (1969), Car-
roll/Pruzansky (1980).)

Systematische Ubersichten und zahlreiche Beispiele zu den (heuristischen)
Methoden der HCA geben: Anderberg (1973, S. 131ff.), Bock (1974, S.
356ff.), Eckes/RoRbach (1980, S. 63ff.), Hartigan (1975, S. 191ff.), Jardine/
Sibson (1971, S. 45ff.), Opitz (1980, S. 96ff.), Spath (1975, S. 147ff.), Stein-
hausen/Langer (1977, S. 73 ff.) und Vogel (1975, S. 249ff.).

Zur Konstruktion von geordneten Folgen von Partitionen der Objektmenge
gibt es zwei Ubliche Gruppen von Vorgehensweisen: Die agglomerativen Ver-
fahren beginnen mit der feinsten Partition und legen sukzessive Gruppierun-
gen nach einem Kriterium der maximalen Ahnlichkeit bzw. minimalen Di-
stanz zusammen. Die subdivisiven Verfahren beginnen mit der grobsten Parti-
tion und zerlegen sukzessive die Gruppierungen nach einem Kriterium der
minimalen Ahnlichkeit bzw. maximalen Distanz. Es ist aber durchaus nicht
zwingend, den Analyseprozeld bei den trivialen Partitionen zu beginnen, viel-
mehr ist es mindestens ebenso sinnvoll, zunachst die Konstruktion einer opti-
malen Mengenzerlegung (siehe Abschnitt 3.2) mit einer mittleren Gruppen-
zahl, z.B. von ca. n/2, vorzunehmen, um dann, von dieser Partition ausge-
hend, die Folge der Zerlegungen agglomerativ ,nach oben‘ und subdivisiv
,nach unten’ zu vervollstandigen. Fir die Praxis bodte sich gerade ein solches
Vorgehen an. Da sehr haufig nicht das Gesamtdendrogramm, sondern ohne-
dies eine Partition ,mittleren Niveaus' zur Interpretation herangezogen wird,
liegt es zumindest fir diese Félle nahe, die Bemihung um Optimierung (der
Abbildungstreue) auch in diesem Bereich anzusetzen.

Da fiir alle gangigen HCA-Verfahren die Ausgangsdaten (Proximities) Ahn-
lichkeiten bzw. Distanzen zwischen einzelnen Objekten angeben, ist die de-
finitorische Festlegung dessen, was unter Ahnlichkeit bzw. Distanz von Grup-
pierungen anzusehen ist, zentrales methodengenerierendes Prinzip. Betrachtet
man z.B. Distanzen, so gilt es folgende Kriteriumsfunktion zu spezifizieren:

_ Funktion
(F.1) d(G,,Gy) = or € Gy, 0 € G, {d(oy,0)}
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Setzt man z.B. fest, dal3 man agglomerativ vorgehen will, und dal3 fur Metho-
de M;: ,Funktion' =: ,Min‘, fir M,: ,Funktion' =: ,Max' und fir M3 ,Funk-
tion' =: jarithmetisches Mittel', so hat man drei prominente HCA-Verfahren
konstruiert:

-M; heif3t ,Single Linkage' oder ,Minimum Methode'; fir den Fall der Fusion
von G, und G4 garantiert sie, dal3 zwei Objekte (je eines aus G, und G,)
mindestens eine Distanz von d(G,,G,) aufweisen.

-M, heif3t ,Complete Linkage' oder ,Maximum Methode'; sie garantiert, dal
in der neuen Gruppierung G, U G, keine paarweise Distanz zwischen Objek-
ten groRer als d(G,,G,) ist, weshalb sie auch manchmal ,Diameter Methode'
genannt wird.

-M; heif3t ,Group-Average Methode'.

Dieser Darstellungsmodus verdeutlicht, welche Vielfalt von heuristischen Ver-
fahren mit einfachen Mitteln konstruierbar ist: es sind prinzipiell unendlich
viele. Damit wird wiederum die Notwendigkeit des konsequenten konstrukti-
ven Einsatzes von Optimierungsverfahren unterstrichen.

Andererseits kann im Zusammenhang mit (F.I) auch leicht erklért werden,
warum agglomerative Verfahren sich gegeniber subdivisiven Verfahren so
grofRer Beliebtheit erfreuen: Sie machen nicht so viel Arbeit bzw. sind leicht
von Hand durchfihrbar (n<20). Wahrend bei fusionierendem Vorgehen z.B.
auf unterster Stufe (feinste Partition) lediglich n(n-1)/2 Werte d(G,,G,) (die
ale noch gleich d(o,,0) sind) untersucht werden missen, sind es beim separie-
renden Vorgehen auf oberster Stufe (grébste Partition) 2"*-1 mdgliche (bi-
nare) Zerlegungen mit zugehorigen Werten d(G,,G,). Diese ,Okonomieiiber-
legung’ spricht aber keineswegs von vornherein fir die agglomerativen Verfah-
ren, da diese auf niedriger Stufe aufgrund relativ weniger Werte durch die
Zusammenlegungen Vorentscheidungen treffen, die in spateren Stadien des
Analyseprozesses u.U. ,ungiinstige’ Fusionen erzwingen. Man kann aber
(wiederum, s. 0.) davon ausgehen, dal3 Anwender haufig an der Interpretation
relativ weniger grol3er Gruppen interessiert sind. Deshalb sollte deren Zusam-
menstellung auch moglichst sorgféltig erfolgen.

3.3.2 Agglomerative Verfahren

Speziell fur die kompakte tabellarische Darstellung der verbreiteten agglomera-
tiven Prozeduren wird in der Literatur eine Schreibweise tradiert, die auf
Lance/Williams (z.B. 1967) zurlckgeht. Wurden auf einer bestimmten Stufe
der Analyse zwei Gruppierungen G, und G, aufgrund z.B. des Kriteriums der
minimalen Distanz bzw. der maximalen Ahnlichkeit fir die Aggregation aus-
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gewdhlt, so ist zunachst zu bestimmen, welche Distanz die neue Gruppierung
G, U Gg zu den anderen Gruppen G, haben soll. Durch Spezifikation der
Parameter op, 04, B und Y der folgenden  Rekursionsformel ergeben sich dann
verschiedene agglomerative HCA-Verfahren:

(F.2) (GG UG,) = aydyy + Ogdyq + Bdpg + vid,, — d

q
Dabei wurde z.B. d(G,,G,) =: d,, verwendet.

In der Tabelle stehen n,, ng, und n, fir die Anzahl der Elemente in den Gruppen
Gy, Gq und G,. (Ahnliche Ubersichten geben Milligan, 1979 (S. 344) und Stein-
hausen/Langer, 1977 (S. 77). Referenzen zu den einzelnen Verfahren gibt Cor-
mack, 1971 (S. 331). - Fiur das ,Single Linkage' ergibt sich tatsachlich
d(Gr,G,UG,) = min(dy,d), da man flr beliebige reelle Zahlen x,y schreiben
kann: min(x,y) = (x+y- T X-y |)/2.)

Eine an der Rekursionsformel orientierte Ubersicht der agglomerativen Ver-
fahren geben Eckes/RoRbach (1980, S. 67f.), sowie Steinhausen/Langer (1977,
S. 76ff.). (Fudie von Lance/Williams 1967 aufgrund der Rekursionsformel
entwickelte ,Flexible Strategie’ schlagen die Autoren selbst einen Wert von
3 = -.25 vor. Steinhausen/Langer (1977, S. 77) empfehlen das Intervall
-2 =R=-.4)

Milligan (1979) verwendet die Rekursionsformel, um fir bestimmte Parame-
terwerte a,, 0, B und y nachzuweisen, dafd die zugehorigen Verfahren die
Eigenschaft haben, monotone (ultrametrische) Hierarchien (ohne Inversionen)
zu liefern. Danach ist diese Eigenschaft gegeben, wenn o, + aq+[3 = 1 mit ap,
Og,Y = 0 oder wenn ¥ < 0 mit | ¥ | = 04,0 gilt.

Die Beachtung der Verfahrenseigenschaft, invariante Ergebnisse (bezlglich
der Folge der Zerlegungen) bei monotoner Transformation der Proximities zu
liefern (Johnson, 1967; Hubert, 1973), hat ihre Wurzeln in der nicht-metri-
schen mehrdimensionalen Skalierung (siehe z.B. Ahrens, 1974, S. 163ff.). Die
Methoden des ,Single-Linkage’ und des ,Complete-Linkage’ erfiillen dieses
Kriterium, da sie bei der Ermittlung der Distanzen zwischen einer ,neuen’,
durch Fusion entstandenen Gruppierung G, U Gy und den jeweils ,anderen’
Gruppierungen Gr lediglich ,Kleiner-* bzw. ,GréRer-Abfragen’ vornehmen,
wahrend durch alle anderen Verfahren ,echte' arithmetische Rechenoperatio-
nen durchgefihrt werden.

Fraglich ist allerdings, ob man dem Kriterium der ,monotonen Invarianz' -
wie bisher - eine besondere Dignitadt zuschreiben sollte. Es besagt zwar, daf’
die Verfahren zur Analyse nur die in den Daten vorhandene Ranginformation
nutzen; dies bedeutet aber nicht, da die Ergebnisse hinsichtlich der Représen-
tation der (empirischen) Ranginformation auch optimal sind. Im Gegenteil, da
,Single-Linkage' und ,Complete-Linkage' nur die Information der jeweiligen
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Extremwerte in den nachsten Analyseschritt transferieren, dirften die me-
trisch arbeitenden Verfahren in der Regel, auch bezogen auf nicht-metrische
KriteriumsmalRe, wie z.B. Kruskals ,Stress' oder Guttmans Maf3(e) der schwa-
chen Monotonie, Ultrametriken generieren, die die Ranginformation in den
Proximitydaten besser abbilden. (Nebenbei sei auf die einfache Md&glichkeit
hingewiesen, allen HCA-Verfahren die Eigenschaft der Invarianz bei monoto-
ner Transformation dadurch zuzueignen, dal? man vor Verfahrensanwendung
die Proximities rangiert, um dann die Range metrisch zu behandeln. Ein sol-
ches Vorgehen dirfte aber wohl als krude zu bezeichnen sein.)

Charakteristisch fur die Methoden des ,Single-Linkage’ und des ,Complete-
Linkage' sind ihre Verzerrungseigenschaften (,Spate-Distortion’, Lance/Wil-
liams, 1967; Hubert/Schultz, 1975). Das ,Single-Linkage’ neigt dazu, Objekte
bzw. Gruppierungen sukzessive aneinanderzureihen (Kontraktion, ,chaining-
effect'). Es tendiert zur Ausbildung einzelner groRer Gruppen mit Durchmes-
sern, die groRer sein kénnen als die Distanzen zwischen Objekten aus ver-
schiedenen Gruppierungen. Das ,Complete-Linkage' neigt zur Ausbildung
gleichgroBer Gruppen; das zugehérige Dendrogramm macht zumeist einen
,Stark strukturierten Eindruck’; damit gibt es Separationen von Objekten bzw.
Gruppierungen vor, die relativ eng zusammenliegen kénnen (Dilatation). -
Diese Hinweise auf mogliche Artefaktquellen in den Verfahren gehen auf
Lance/Williams (1967) zurick; sie wurden z.B. von Cormack (1971, S. 331) as
zuwenig formalisiert kritisiert, Baker/Hubert (1975) aber konnten die Ange-
messenheit der Verfahrenscharakterisierung stiitzen, indem sie in einer Simula-
tionsstudie die durch die Methoden produzierten Typen von Partitionen (Ver-
teilungen der Gruppengréf3en) untersuchten (siehe auch Hubert/Schultz,
1975).

Zur Beurteilung der Leistung der Rekursionsformel konnen die folgenden Ge-
sichtspunkte herangezogen werden:

Sie leistet eine exakte und kompakte Systematisierung der (bis 1967) be-
kanntesten agglomerativen HCA-Verfahren und entwickelt daraus eine ganze
Klasse neuer heuristischer Methoden (,Flexible Strategie'). Dieses beinhaltet
allerdings auch die Gefahr der Einschrankung des Blickwinkels aufgrund des
Eindrucks, alle denkbaren Methoden miften durch die Parameter der Rekur-
sionsformel beschreibbar sein.

- Sie leistet eine 6konomische prozelRbezogene Beschreibung der Analysen,
indem sie verdeutlicht, dal3 wahrend der Durchfihrung der Verfahren nicht
stéandig auf die urspringliche Matrix der Proximities d(o,0,) zuriickgegriffen
werden muf3; ausreichend ist die Untersuchung der Proximities zwischen den
Gruppen d(G,,G,), deren Anzahl geringer ist (Informationsreduktion). Dieser
Gesichtspunkt war friher bei der Realisierung der Algorithmen auf elektroni-
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schen Rechenanlagen von Belang (Speicherplatzbedarf), seine Beachtung ist
aber jetzt, aulBer bei Problemen mit sehr grofRen Anzahlen von Objekten (z.B.
n > 500), nicht mehr zeitgemal.

Es sollen nun weitere agglomerative HCA-Verfahren angesprochen werden,
die nicht mehr mit Hilfe der Rekursionsformel charakterisierbar sind; sie ver-
langen wahrend des gesamten Analyseprozesses die Untersuchung der ur-
spriinglichen empirischen Proximities d(o,,0,). Die hier benannten Methoden
haben die Eigenschaft, dald ihre Ergebnisse bei monotoner Transformation der
Proximities invariant bleiben; dabei rechnen sie nicht nur in den (jeweiligen)
Extremwerten, wodurch die unangenehmen Verzerrungseigenschaften des
,Single-* und ,Complete-Linkage' teilweise vermieden werden koénnen:

(@) D’Andrade (1978) schlagt ein Verfahren vor, das auf den jeweiligen Stufen
die Gruppierungen zusammenlegt, die nach dem, aus der nicht-parametri-
schen Statistik entlehnten, Kriterium der Mann-Whitney-U-Statistik maximal
ahnlich bzw. minimal distant sind. Die Methode verwendet zur Fusionsent-
scheidung lediglich Auszahlungen der Ergebnisse von Groéf3envergleichen fir
Proximities von Objektpaaren aus verschiedenen Gruppen (sie fihrt deshalb
zu Dendrogrammen, die nicht numerisch evaluiert sind, sog. ,bare trees'
(Boorman/Olivier, 1973)).

(b) Durch Setzung von ,Funktion* = : ,Median' in (F.l) entsteht ein Verfahren,
das die Gruppen nach dem Kriterium des minimalen Medians der Distanzen
von Objekten aus zwei verschiedenen Gruppen zusammenfafdt. (Diese Metho-
de darf nicht mit der geometrisch orientierten ,Median Method' (Nr. 6 der
Ubersicht) verwechselt werden.) (Weitere Verfahren ergeben sich durch Ein-
setzen anderer, insbesondere robuster Mal3e der zentralen Tendenz der Proxi-
mities von Objekten aus (zwei) verschiedenen Gruppen.) Speziell die Verwen-
dung des Medians wurde, wie Johnson (1967) mitteilt, von J. D. Carroll
(midndlich) vorgeschlagen.

(c) Erganzend ist an dieser Stelle auf ein Verfahren von Hubert (1973, S. 55),
die ,Objective Function Method' und auf die Klasse der ,r-Diameter-Hierar-
chical-Clusterings' hinzuweisen (Hubert/Schultz, 1975; Hubert/Baker, 1977).
Diese Methoden sind zwar ,monoton invariant’, aber nicht ,konservativ‘, d.h.
sie zeigen in unterschiedlichem Mal3e Verzerrungen.

Die unter (a) bis (c) angesprochenen heuristischen agglomerativen HCA-Ver-
fahren zeigen zwar gegeniber ,Single-* und ,Complete-Linkage', wie von
D’Andrade (1978) und Hubert/Baker (1977) fur ihre Methoden ausgewiesen
wird, die besseren Goodness-of-Fit Leistungen hinsichtlich des nicht-metri-
schen Goodman-Kruskal y, es kann aber (noch) nicht allgemein garantiert
werden, dal3 die von den Verfahren generierten Resultate monoton hierar-
chisch, d.h. ultrametrisch sind.
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3.3.3 Subdivisive Verfahren

Fur die Klasse der ,absteigenden’ HCA-Methoden, die von der grobsten Parti-
tion Z(0) = 0 ausgehen und die Zerlegungen sukzessive verfeinern, kann gene-
rell ausgesagt werden, dal konzeptuell alle Ansdtze der Mengenzerlegung
(Abschnitt 3.2) und der agglomerativen Verfahren (s.0.) als Heuristiken zur
Konstruktion divisiver Methoden herangezogen werden kénnen. Fir zusam-
menfassende Darstellungen, wie der hier vorliegenden ist es daher verstand-
lich, wenn der Diskussion zerlegender hierarchischer Methoden weniger
Raum gegeben wird. Die geringe Verbreitung in der Anwendung ist dartber
hinaus leicht aus den gewo6hnlich immensen Anzahlproblemen der (binéren)
Partitionierung erkléart. Solange aber kriteriumsgeleitete Optimierungsverfah-
ren zur Approximation von Ultrametriken an empirische Proximitymatrizen
nicht allgemein verflgbar sind, sollte insbesondere den heuristischen Verfah-
ren der sukzessiven Zerlegung erhdohte Beachtung zukommen. Dieser Emp-
fehlung soll mit der folgenden Argumentation (nochmals) Nachdruck verlie-
hen werden: Wahrend agglomerative HCA-Verfahren zunéchst in den kleinen
Distanzen arbeiten und (Vor-)Entscheidungen treffen, gehen divisive Metho-
den anfangs von der Untersuchung der groRen Distanzen bzw. geringen Ahn-
lichkeiten aus; es sind aber gerade die groRRen Entfernungen, welche fur die
Global- oder Gesamtstruktur einer Objektmenge besonders préagend sind. Die
Geltung dieser Aussage wird durch eine Untersuchung von Graef/Spence
(1976, zitiert bei Kruskal, 1977) gestltzt. Die Autoren konnten durch die
Anwendung von MDS-Algorithmen nachweisen, dal} die Streichung kleiner
Distanzen aus der Proximitymatrix auf die Struktur von Punkten im Raum
erwartungsgemald weit geringer deformierend wirkt, als die Streichung grofRRer
Distanzen. Deshalb sollten Investitionen in die Analyse der groéReren Unahn-
lichkeiten lohnend sein, zumal die zunehmende Verbreitung schneller
Computer solchen intensiven Bemihungen entgegenkommt.

Im Einzelnen sei erganzend auf folgende Ansatze der sukzessiven Zerlegung
hingewiesen:

(a) Hubert (1973) stellt (neben einem weiteren Verfahren) subdivisive Pen-
dants zum agglomerativen ,Single-* und ,Complete-Linkage’ zur Verfi-
gung. Diese Methoden liefern ebenfalls invariante Resultate bei monotoner
Transformation der Proximitymatrizen und sind zudem ©6konomisch
durchfihrbar.

(b) Ein zum agglomerativen ,Minimum Variante' Verfahren nach Ward (1963)
(Methode 7 der Ubersicht in 3.3.2) gehorendes subdivisives Pendant haben
Edwards/Cavalli-Sforza (1965) vorgeschlagen. lhm wird wegen der bend-
tigten extremen Rechenzeiten z.B. von Eckes/RoRRbach lediglich ,illustra-
tiver Wert" (1980, S. 80) zugeeignet. Diese Einschédtzung muf3 aber wohl
revidiert werden, nachdem Herden/Steinhausen (1979 mit Fortran-Pro-
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gramm) einen effektiven Branch-and-Bound Algorithmus zur Berechnung
des globalen Minimums des Varianzkriteriums angeben.

Fir die (in Abschnitt 3.3.2 angesprochene) Festlegung ,Funktion’=: ,Me-
dian‘, bei der im subdivisiven Fall der Median der paarweisen Distanzen
von (zwei) Gruppen fir die Aufteilung maximiert wird, kdnnen - wie
auch fur andere komplexe Kriteriumsfunktionen - Austauschalgorithmen
verwendet werden. (Diesem Vorgehen folgt Spath (1976) bei Vorliegen
von Datenmatrizen [x;] fur die Minimierung des L,-Kriteriums: Summe
der absoluten Abweichungen vom Median. Siehe auch Spath (1977) und
Banfield/Basill (1977), sowie Spath/Muller (1979) fur weitere Anwendun-
gen (jeweils mit Fortran-Programmen).)

Eine interessante Beobachtung fiihrte McQuitty (z.B. 1968) zur Entwick-
lung seiner ,lterative Intercolumnar Correlational Analysis': Korreliert
man paarweise die Zeilen einer Korrelationsmatrix K, zur Herstellung
einer Korrelationsmatrix K, und iteriert dieses Vorgehen, so tritt gewdhn-
lich (,usually‘, S. 466) ein Konvergenzphéanomen ein: Ky = Ky,;. Die
Matrix Ky hat dann nur noch Eintragungen von +1 und -1 und ist einer
Zerlegung der Menge der Variablen eineindeutig zugeordnet. Wendet man
dieses Vorgehen sukzessive auf die entstandenden Untergruppen bzw. de-
ren zugehdrige Untermatrizen an, so entsteht im (zumeist) erfolgreichen
Fall eine Folge von (bindren) Zerlegungen. Das Verfahren kann somit als
heuristische subdivisive HCA angesehen werden. Es hat zumindest folgen-
de Schwéchen :

(1) Auf jeder Stufe wird die Zerlegung ohne jedes explizite Optimierungs-
kriterium vorgenommen. Diese Eigenschaft teilt die Methode mit anderen
Zerlegungsprozeduren.

(2) Es ist fraglich, ob die Produkt-Moment-Korrelation wegen ihrer Inva-
rianz bei linearen Transformationen als MaR fiir die Ubereinstimmung von
Zeilen von Korrelationsmatrizen geeignet ist.

(3) Die Konvergenzeigenschaft des Vorgehens konnte, trotz der Begrin-
dungsbemihung von McQuitty/Clark (1968) bisher nicht bewiesen
werden.

Dazu sei hier mitgeteilt, da? (nach eigenen Untersuchungen) auch bei
Verwendung verschiedener Distanzmalle zur iterativen Analyse dieser Art,
nach einigen Schritten (mit Normierung) Konvergenz in dem Sinn eintritt,
dal? die resultierende Distanzmatrix eine Verteilung hoher gegeniiber sehr
niedrigen Eintragungen enthdlt, die einer Zerlegung zugeordnet ist. (Er-
ganzend sei auf eine vergleichbare Technik von Bonner (1964) verwiesen,
der AhnlichkeitsmaRRe verwendete.) - Solche ProximitymaRe von Proxi-
mities und ihre Leistungen zur Generierung disjunkter Hierarchien sollten
verstarkt formal und im Rahmen von (vergleichenden) Evaluationsstudien
untersucht werden. Die inneren Zusammenhange dieser Vorgehensweise
und ihre Effizienz fir die Anwendung bedirfen der Klarung.
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3.3.4 Evaluation, Anwendung und Weiterentwicklungen

Evaluationsstudien zu HCA-Verfahren liegen m. W. ausschliellich fir deren
agglomerative Varianten vor. Zwei Typen von Studien lassen sich grob unter-
scheiden :

(@) Tests nach dem Modell der Mischverteilungen gehen von einer Gesamtpo-
pulation aus, die sich aus mehreren Subpopulationen mit unterschiedlichen
Verteilungstypen, Mittelwert(svektor)en und/oder Kovarianzmatrizen zu-
sammensetzt. Aus der Gesamtpopulation werden Stichproben generiert
und den HCA-Verfahren unterworfen, zur Leistungsbewertung wird ab-
schlieend die Herkunft der Objekte (Punkte) aus den jeweiligen Subpo-
pulationen mit ihrer Clusterzuordnung durch die Methoden Uber Kappa-
oder Rand-Statistiken verglichen (Blashfield, 1976, Edelbrock, 1979, Edel-
brock/McLaughlin, 1980, Mclintyre/Blashfield, Milligan, 1980).

Bei insgesamt guten Zuordnungsleistungen sind die Verfahren (im Sinn
einer Interaktion) differentiell sensitiv fir verschiedene, durch das Popula-
tionsmodell spezifizierte Ausgangssituationen. Es werden also keine gene-
rellen Empfehlungen ausgesprochen. (Nach meinem Eindruck ergibt eine
Ubersicht leichte Vorteile fur die ,Average' -Methoden und die ,Minimum-
Variante'-Technik.) Relativ einhellig dagegen sind die Warnungen vor der
Betrachtung nur einer Losung, da die Verfahren in der Regel sehr verschie-
dene Resultate erbringen, die es jeweils genau zu untersuchen gilt.

(Fir diesen Typ von Evaluationsstudien lassen sich die Leistungen der
HCA-Verfahren mit denen der Mengenzerlegungsmethoden vergleichen.
Dabei sind die Ergebnisse der flir diesen Zweck speziell konstruierten
Partitionierungsalgorithmen (z.B. aus der K-Means-Gruppe, Milligan,
1980) erwartungsgemald besser, wenn ihnen nur plausible Startpartitionen
(z.B. HCA-Verfahren als Heuristik) zur Verfigung gestellt werden.)

(b) Untersuchungen zur Anfélligkeit von HCA-Verfahren bei Vorliegen von
Fehlern in den Daten gehen von der Konstruktion ,wahrer’ metrischer
oder ultrametrischer Proximitymatrizen aus. Ultrametriken werden dann
mit aus verschiedenen Verteilungen stammenden zufélligen Fehlern Uber-
lagert und den HCA-Verfahren unterworfen. Zur Leistungsbewertung
wird abschlieBend die Ranginformation in der urspringlichen Metrik oder
Ultrametrik mit der Ranginformation in den durch die Verfahren generier-
ten Ultrametriken verglichen; dazu verwendet man Kendalls Tau oder
Goodman-Kruskals Gamma (Baker, 1974; Cunningham/Ogilvie, 1972;
D’Andrade, 1978; Hubert/Baker, 1977). Auch in diesen Untersuchungen
ergibt sich eine Interaktion von Ausgangssituation und Methoden: Sind die
,wahren‘ (Ultra-)Metriken ,verkettet', so wird dies vom ,Single-Linkage’
besser reproduziert; ansonsten stimmen die Ergebnisse des ,Complete-
Linkage', vor allem aber die ,mittleren’ Verfahren, z.B. ,Group-Average'
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und ,Minimum Variante', deutlich besser mit den urspriinglichen Daten
Uberein.

Da dem Anwender in der Regel nicht bekannt ist, inwieweit ,Verkettun-
gen' in seinen Proximitydaten vorliegen, bleibt ihm (wiederum) nur die
Durchfihrung mehrerer HCA-Verfahren und die genaue Untersuchung
ihrer Ergebnisse.

Evaluationsstudien fuhren also nicht zu generellen Empfehlungen. Vielmehr
scheinen die heuristischen HCA-Verfahren fir verschiedene Aspekte oder
Merkmale der Daten sensibel zu sein, bzw. scheinen durch ihre Darstellungs-
resultate unterschiedliche ,Aspekte’ oder Merkmale der Daten hervorzuheben
oder ihnen aufzupragen.

Die fur die o6konomische Anwendung von HCA-Verfahren notwendigen Pro-
gramme wurden Uberwiegend flr die agglomerativen Varianten publiziert,
z.B. Anderberg (1973, S. 276ff.), Hartigan (1975, S. 215ff.), Spath (1975, S.
165ff.), Steinhausen/Langer (1977, S. 83ff.) Oder in Programmsysteme imple-
mentiert, z.B. BMDP (siehe Dixon, 1975, S. 307ff.) und Clustan (siehe Wis-
hart, 1978, S. 31 ff.). Vertffentlichungen von Programmen zu den hierarchisch
subdivisiven Verfahren finden sich nur vereinzelt, z.B. Spath (1975, S. 148 ff.),
so dal man (vorerst) ersatzweise auf die undkonomische wiederholte Anwen-
dung von Mengenzerlegungsprozeduren zurtickgreifen muf3 (Hinweise zu
Programmen, siehe Abschnitt 3.2). - Eine Diskussion und partielle Evalua-
tion zu Computerprogrammen fir hierarchische Clusteranalysen findet man
bei Aldenderfer/Blashfield (1978). Erganzend sei hier auf einen beachtenswer-
ten Gesichtspunkt der Programmanwendung hingewiesen (der auch in der
methodologischen Literatur zumeist Ubergangen wird): Generell kdnnen wéah-
rend der Durchfihrung von (heuristischen) Verfahren Eindeutigkeitsprobleme
auftreten. Bei agglomerativen Verfahren z.B. kénnen in einer Matrix von
UnahnlichkeitsmaRen zwischen Gruppen zwei (oder mehrere) minimale Ein-
tragungen vorliegen, mit d(G,,G,)=d(G,,G,). Es ist nun mit Hilfe eines be-
grindeten Entscheidungskriteriums die Frage zu beantworten, ob die Gruppe
p mit der Gruppe q oder mit der Gruppe r fusioniert werden soll. Wird dieses
Problem in einem Programm nicht explizit thematisiert, so nimmt dieses bei
der Ausfihrung zumeist automatisch eine Entscheidung vor, die vom Benut-
zer unbemerkt bleibt. Das Verfahren erfullt dann ein relevantes methodisches
Kriterium nicht, namlich das der Unabhéngigkeit des Resultats von der Rei-
henfolge der Objekte (zu diesem und weiteren Kriterien siehe Wright, 1974).
Ein positives Gegenbeispiel aber geben z.B. Steinhausen/Langer (1977, S. 83),
die einen programmierten Fehlerindikator einfihren.

In der Forschungspraxis stellen sich im Zusammenhang mit der Anwendung
von hierarchischen Clusteranalysen in verschiedenen Phasen des Vorgehens
eine Reihe von Problemen, deren Darstellung im folgenden mit entsprechen-
den Loésungsansatzen versehen wird:
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Fur vorliegende Daten stellt sich vor der Anwendung von HCA-Verfahren die
Frage nach deren Angemessenheit fir die Reprasentation der Proximities. Da-
mit wird flr eine a-priori-Evaluation nach einem Entscheidungskriterium ge-
sucht, welches die ,clusteriness’ (siehe Sneath 1969, S. 263) der Daten beur-
teilt. - FlUr den Fall gegebener Datenmatrizen (Beobachtungswiederholungen
X (numerische) Merkmale) haben Oldenbirger/Becker (1976, besser verflgbar
in Oldenburger/Schwibbe, 1980) eine Strategie entwickelt, die eine statistische
Prifung der Clusterbarkeitshypothese gestattet. (Zu einem &ahnlichen Vorge-
hen fihrt ein unabhangiger Vorschlag Sodeurs (1976) im Anschlul3 an Vogel
(1975).) Dazu wurde eine Klasse von MaRen definiert, die die Abweichung der
Proximities, z.B. Distanzen, von der ultrametrischen Ungleichung quantifi-
zieren. (Passager wird ein einfacheres Mall auch z.B. von Carroll/Pruzansky
1980, S. 113 erwédhnt.) Die Konstruktion des statistischen Tests erfolgte unter
Verwendung der ,Philosophie’ der Randomization-Tests (Edgington 1969,
1980); dazu wurde eine geeignete Randomisierungsbasis gewdahlt, in der die
Verteilungen der Variablen und damit ihre Kenngrof3en erhalten bleiben. Fir
die statistische Entscheidung wird dann die Abweichung von der ultrametri-
schen Ungleichung fir die empirischen Distanzen (hinsichtlich einer gewahl-
ten Modalitdt) mit der Verteilung der Abweichungen von der ultrametrischen
Ungleichung fir Distanzen aus zufélligen Datenmatrizen verglichen. (Diese
werden durch zuféllige Permutation der urspringlichen Daten innerhalb der
Variablen Uber die Beobachtungswiederholungen generiert.) - Fir den Fall
direkt erhobener Proximitymatrizen schlagen Sattath/Tversky (1977) die Un-
tersuchung der Verteilung der Proximities vor. Sie konnten nadmlich zeigen
(Skewness-Theorem, 1977, S. 342ff.), dal3 die Verteilungen von Distanzen
zwischen Punkten, die in euklidischen Raumen liegen, eher rechtsschief bzw.
linkssteil sind, wéahrend Verteilungen von Distanzen zwischen Punkten in
additiven Baumen, z.B. Dendrogrammen, linksschief bzw. rechtssteil sind.
(Dieser Ansatz ist allerdings bisher nicht mit einem statistischen Prifverfahren
gekoppelt, was aber durch Konstruktion eines Randomization-Tests fur be-
stimmte Féalle relativ leicht geleistet werden kann. Dabei sind dann die tripel-
weisen Einschrdnkungen der Distanzen Uber die Dreiecksungleichung zu be-
rucksichtigen.)

Hat man sich fiur die Durchfuhrung der hierarchischen Clusteranalyse ent-
schieden, so gibt es a-priori keine spezielle Methode der Wahl, deren Resultat
eine optimale Reprasentation der Proximities garantiert. Es sollten also vielfal-
tige, moglichst auch subdivisive Verfahren eingesetzt werden. Nach deren
Anwendung stellt sich dann die Frage nach einer quantitativen a-posteriori-
Evaluation der Resultate und damit einer nachvollziehbaren Auswahl der be-
sten Reprasentation(en). Es gilt also, geeignete Goodness-of-Fit Kriterien fulr
hierarchische Gruppierungen zu definieren (siehe z.B. Gower, 1975; eine Li-
ste gibt Cormack, 1971, S. 338):



Clusteranalyse 417
- Soll den Proximitydaten nur der Charakter von Ranginformationen unter-
stellt werden, so bietet sich als globales MaR fir die Gite der Anpassung der
urspringlichen Proximities durch die aus den Dendrogramm rekonstruierten
ultrametrischen Ahnlichkeits- bzw. Uné&hnlichkeitsmaRe Goodman-Kruskals
y an (ein Rechenbeispiel gibt Lienert, 1978, S. 554ff.). Selbstverstandlich dir-
fen auf diesen Index die Ublichen statistischen Prifverfahren nicht mehr ange-
wendet werden. (Fir kleine n(<16) und die speziellen Verfahren des agglome-
rativen ,Single-* und ,Complete-Linkage’ gibt Hubert (1974) Tabellen, die eine
zufallskritische Beurteilung von vy gestatten. Wegen der Verfahrensabhéngig-
keit dieses Vorgehens ist die statistische a-priori-Prifung der globalen Cluster-
barkeitshypothese durch (approximative) Randomization-Tests wohl vorzu-
ziehen.)

- Sind die Proximitymale metrisch konstruiert worden oder wird ihnen me-
trischer Charakter zugeeignet, so bedarf es eines Zwischenschrittes vor der
Anwendung globaler Goodness-of-Fit Kriterien. Wéahlt man z.B. die (kophe-
netische) Korrelation r(empQiiuiit) (Hubert/Baker, 1977b), das ist die Pro-
dukt-Moment-Korrelation zwischen den Eintragungen der Dreiecksmatrizen
(ohne Diagonale), oder die L,-Abstandsnorm Z| empdii = ik I, mit p=2 als
k<l

globales MaR fir die Abbildungstreue der urspringlichen Daten durch die
konstruierte Ultrametrik, so ist dieser Index nur beziigl. des ,Group-Average'

oder seines divisiven Pendants als fair anzusehen (Farris, 1969). Alle anderen
Verfahren generieren namlich global und/oder partiell gedehnte oder gestauch-
te Dendrogramme bzw. Ultrametriken, so dal ein Vergleich der einzelnen
Strukturierungsvorschlage (Dendrogramme) erst nach Beseitigung dieser Ver-
fahrenseinflisse durch Berechnung einer optimal angepaften Ultrametrik dy
erfolgen sollte. Dazu stehen die Techniken der numerischen Approximation
gegebener Baumstrukturen an Proximitymatrizen zur Verfligung, wie sie etwa
bei Eisler (1973) oder Roskam (1975, S. 49f.) fir die generelle Anwendung
beschrieben werden. Im hier zur Debatte stehenden Fall aber reicht es aus, die
(L,-)Knotenhdhe jeweils durch Mittelung der empirischen Proximities anzu-
geben, deren zugehotrige Objektpaare durch den Knoten erst zusammenge-
fahrt werden. (Bei Wahl der robusteren L,-Abstandsnorm mit p = 1 wére hier
die Angabe des Medians angemessen.) Nach dieser numerischen Anpassung
kénnen die strukturellen Verfahrensvorschldge (Dendrogramme) verbessert
graphisch dargestellt und ihre Abbildungsleistung durch Berechnung von z.B.
M (empQit.uitd’ ) quantitativ bewertet werden.

Hat man nach Berechnung der GlobalmalRe eine begriindete Auswahl unter
den Reprasentationen getroffen, so verbleibt als Aufgabe die spezifischere
Untersuchung der Abbildungsleistung des HCA-Resultats. Diese kann durch
Inspektion der Rangplatzdifferenzen oder der Residuen ¢mpdy - :d'xy erfol-
gen; das Vorzeichen solcher Werte gibt dann an, ob die jeweiligen Objektpaare
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durch die clusteranalytische Darstellung als zu stark separiert oder als zu eng
zusammengehorig ausgewiesen werden; die absolute Grofe solcher Abwei-
chungswerte zeigt auf, an welchen Stellen die kompakte Reprasentation durch
hierarchische Gruppierung erhebliche ,Fehlleistungen’ zeitigt. - Eine solche
(exploratorische) Bemiihung kann einerseits undifferenzierte Globalinterpre-
tationen von Dendrogrammen vermeiden helfen, andererseits kdnnte die Ver-
teilung (das ,Pattern‘) der Abweichungen Hinweise auf (weitere) alternative
Repréasentationsmodi der Proximitydaten liefern.

Sollen in der Anwendung verschiedene hierarchische Strukturierungen vergli-
chen werden, so ist dazu auf folgende Ansétze hinzuweisen:

- Boorman/Olivier (1973) definieren eine Reihe von Metriken Uber Folgen
von Partitionen bzw. Uber Ultrametriken, die z.B. zur Auswahl eines ,mittle-

ren', maximal konsistenten Dendrogramms herangezogen werden sollen.

- Zur konfirmatorischen statistischen Priifung der Ubereinstimmung a-prio-
ri formulierter hierarchischer Strukturhypothesen mit den Resultaten der An-
wendung von HCA-Verfahren auf (unabhéangige) Daten setzen Hubert/Baker
(1977) das aulRerst flexible Paradigma des ,quadratischen Assignierens' ein
(Lawler, 1975; Hubert/Schultz, 1976). Diee generelle Strategie der Datenana-
lyse ist Uber die Untersuchung von Permutationsverteilungen eng mit der
Methodologie der Randomization-Tests verknupft. Sie gestattet auch eine
konfirmatorisch zufallskritische Beurteilung der Ubereinstimmung von (z.B.
nach Verfahrensanwendung ultrametrischen) Proximitymatrizen aus verschie-
denen Untersuchungsgruppen (Subsamples). Gleichzeitig liefert die Theorie
des quadratischen Assignierens eine Grundlage zur probabilistischen Evalua-
tion der von Boorman/Olivier (1973) vorgeschlagenen DistanzmafRe fur Folgen
von Partitionen. - Bei der Anwendung dieser komfortablen Evaluations- und
Prifstrategie ist zur Vermeidung von Artefaktinterpretationen grundsétzlich
zu beachten, dal die zu vergleichenden Proximitymatrizen unabhéngiger Her-
kunft sind. (So ware z.B. die ,Prifung’ der kophenetischen Korrelation zwi-
schen empirischer Proximitymatrix und der nach Verfahrensanwendung re-
konstruierten Ultrametrik unzulassig.) - Erhebliche Weiterentwicklungen
des Paradigmas des quadratischen Assignierens durch die Einfihrung und
Untersuchung des Vergleichs genereller Proximityfunktionen werden von Hu-
bert/Baker (1977), Hubert (1978) und Hubert/Baker (1979) angeregt. Im hier
gegebenen Diskussionszusammenhang ist die Mdglichkeit des simultanen Ver-
gleichs K unabhéangiger Proximitymatrizen von besonderem Interesse (Hu-
bert, 1979c; siehe auch Hubert, 1979a, 1979b). An dieser Stelle mul3 aber
ebenso auf die Ansédtze zur Prifung von Strukturhypothesen zu Korrelations-
und Kovarianzmatrizen in den Arbeiten Joreskogs (z.B. 1978) hingewiesen
werden (siehe auch Steiger, 1980).
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Abschliefend sei hervorgehoben, daR die Ausfiihrungen in diesem Kapitel sich
vornehmlich auf die Anwendung von HCA-Verfahren zur Konstruktion von
Folgen von Partitionen mit Gruppen lagehomogener Objekte bezogen. Diese
Einschréankung aber ist weder notwendig noch sinnvoll. Nach Definition ge-
eigneter Proximitymalle und/oder Optimierungskriterien kdnnen Verfahren,
die hierarchische Reprasentationen generieren, fir verschiedenste Zielsetzun-
gen verwendet werden. Als Beispiele fur weitere Entwicklungen seien die
folgenden Ansétze genannt:

- Bei Vorliegen nominaler Datenmatrizen kann die hierarchische Entropie-
analyse der ,Canberra-Schule’ eingesetzt werden (z.B. Williams/Lance,
1977).

- Wendet man die Hierarchisierung auf allgemeinere Problemstellungen der
Mengenzerlegung an, wie sie zum AbschluR des Abschnitts 3.2 aufgewie-
sen werden (z.B. Aufteilung nach Distanz zu Hyperebenen, ,Klassifika-
tionsansatz'), so erhdlt man weitere Verfahrensklassen, fur die in erster
Linie subdivisives Vorgehen adaquat sein wird.

- Die Aufhebung der Einschrénkung, hierarchische Clusteranalysen auf
symmetrische Proximitymatrizen anzuwenden (ohne diese einfach durch
Mittelung korrespondierender Eintragungen zu symmetrisieren,) nimmt
Hubert (1973) vor (siehe auch Hubert, 1976 und Baker/Hubert, 1977).

- In Abhebung von der sonst Ublichen ,ungerichteten* Clusteranalyse ent-
wickelten Kleiter/Timmermann (1977) einen Algorithmus zur gerichteten
hierarchischen Voraussetzungs-Struktur-Analyse. Eine ausfiihrliche Dar-
stellung dieser inhaltlich-theoretisch interessanten Représentationsverfah-
ren am Beispiel der Analyse sachlogischer und empirischer Lernvorausset-
zungen (Lernwege) geben Kleiter/Petermann (1977, mit Computerpro-
grammen, siehe auch Kleiter, 1980).

In den folgenden Abschnitten werden einige Ansétze dargestellt, die den Rah-
men der Anwendung clusteranalytischer Verfahren auf die Untersuchung wei-
terer diskreter mathematischer Strukturen ausdehnen.

3.4 Baumreprasentationen und hybride Modelle

Zusammenhangende, kreislose Graphen werden als Bdume bezeichnet (siehe
z.B. Berge, 1976, S. 24f.; Harary, 1974, S. 42f.). Die Verbindung dieses
Konzepts mit der Clusteranalyse ergibt sich insbesondere aus der Mdglichkeit,
die durch Anwendung von Verfahren der hierarchischen Clusteranalyse gene-
rierten Dendrogramme als spezielle Baume anzusehen. Die daran anknipfba-
ren Weiterentwicklungen der Baumreprésentation von Proximitymatrizen
(Patrinos/Hakimi, 1972) sollen im folgenden kurz angesprochen werden.
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Fallt man Dendrogramme als ultrametrische Baume auf (im Unterschied zur
nicht-metrischen Interpretation als ,bare trees’, siehe Boorman/Olivier, 1973),
so sind folgende Einschrankungen charakteristisch:

(a) Alle Objekte erscheinen als Endpunkte bzw. terminale Knoten des Baums
und

(b) die Entfernungen zwischen allen Objekten aus elementfremden Gruppie-
rungen sind gleich grof3.

Lockert man die Restriktionen und verlangt lediglich, daR den Kanten des
Baumes positive Gewichtszahlen zugeordnet werden, deren Addition die Léan-
ge des Weges (Kantenfolge) zwischen den jeweiligen Objektpaaren angibt, so
entstehen die sogenannten freien oder additiven Bdume. Die durch sie abgebil-
deten Distanzen folgen der sogenannten Vierpunktmetrik (Bunemann, 1971):

Fur alle o,0,,0,,05 € 0 gilt:
(D. 6) d(oy01)+d(0,,0,) = max {d(oy,0,)+d(0),0,), d(0x,0,}+d(0},0,)}

(vgl. Abschnitt 2; es gilt ferner: (D. 5) = (D. 6) = (D. 4)). Algorithmen zur
Repréasentation von Proximitymatrizen durch additive B&dume sowie Anwen-
dungsbeispiele geben Cunningham (1974, 1978), Sattath/Tversky (1977), Car-
roll/Chang (1973) und Carroll (1967) sowie Carroll/Pruzansky (1980). In eng-
stem Zusammenhang mit diesem strukturellen Ansatz stehen die fundamenta-
len theoretischen Diskussionen des Feature-Modells der Ahnlichkeit durch
Tversky (1977) und des probabilistischen Choice-Modells der Praferenz durch
Tversky/Sattath (1979). Colonius/Schulze (1977, 1979) geben notwendige und
hinreichende Bedingungen fir die Baumrealisierbarkeit einer empirischen,
nicht-numerischen Struktur an und schlagen eine Konstruktionsmethode vor.
- Boyd/Wexler (1973) entwickeln eine Komponentenanalyse strukturierter
Baume (mit ungerichteten Kanten) und wenden sie auf die semantische Analy-
se von Verben an. - L&kt man fir additive Bdume die Einschrankung fallen,
dal die positiv gerichteten Kanten ungerichtet sind und ersetzt diese durch
zwei gerichtete Kanten mit verschiedenen Gewichten, so erhdlt man sogenann-
te gewichtete bidirektionale Baume. Cunningham (1978) benennt notwendige
und hinreichende Bedingungen fir deren Existenz und Eindeutigkeit und zeigt
die Mdoglichkeiten der Reprasentation unsymmetrischer Proximitymatrizen
durch bidirektionale Bdume an einem Beispiel aus dem Bereich des ,sentence
memory* auf.

Erste Vorschldge zur Reprasentation von Proximitydaten durch gemischte
bzw. hybride Modelle gehen auf Degerman (1970, 1972) zuriick. Diese kombi-
nieren klassifikatorische Darstellungen mit denen der mehrdimensionalen Ska-
lierung. (So unterscheiden sich beispielsweise Tiere einerseits hinsichtlich dis-
kreter Charakteristika (z.B. ,ist S&ugetier’ oder ,ist nicht S&ugetier'), anderer-
seits hinsichtlich kontinuierlicher Merkmale (z.B. GréRe).) In der erweiterten
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Fassung von Carroll (1976) werden gegebene Proximitymatrizen, z.B. von
Unéhnlichkeiten Dy, als additive Kombinationen verschiedener (theoreti-
scher) Proximitymatrizen dargestellt:

HM: DempzD1+D2+D3 +Dm

(,=* steht fur ,approximiert nach einem Optimalitatskriterium'). Dabei stehen
die D; bis D, fur Proximitymatrizen, die z.B. Abstande aus (mehr)dimensio-
naler Skalierung, ultrametrischen Baumen und/oder additiven Baumen darstel-
len. Den Uberzeugenden Erfolgen dieses generellen Ansatzes bei der Reprasen-
tation exemplarischer Daten (siehe auch Carroll/Pruzansky, 1980) und der
Verflgbarkeit algorithmischer Losungen, insbesondere durch alternierende
Kleinst-Quadrat-Approximationen (siehe dazu auch die Referenzen in Young/
de Leeuw/Takane, 1980), stehen z.Z. noch Probleme gegeniber, die auf die
immense Flexibilitdt der Repréasentation und die entsprechend grofe Zahl der
zu schatzenden Parameter zurickgehen; sie betreffen vor allem die Eindeutig-
keit und Identifizierung der Modelle sowie deren Prifbarkeit.

3.5 Uberlappende Gruppierung

Die bisher in diesem Kapitel behandelten Ansatze zur Erzeugung homogener
Gruppen verlangen, dal3 diese paarweise elementenfremd bzw. disjunkt sind:

Fiir alle p,q gilt: G, N G, = @.

Zwar sind in der Anwendung deutlich Uberwiegend Verfahren eingesetzt wor-
den, die diese Einschrankung vornehmen, es lassen sich aber leicht Falle ange-
ben, die eine Einteilung von Objekten in einander ausschlielende Klassen
unangemessen erscheinen lassen. (So stellt z.B. die Liste wissenschaftlicher
Publikationen unter sogenannten ,key-words' im Index der ,Psychological
Abstracts' eine nichtdisjunkte Gruppierung dar; es ware nicht praktisch, wir-
de man jede Arbeit nur unter genau einem Schlagwort finden kdnnen (Zerle-
gung).) In der methodologischen Literatur findet sich eine Fille von Verfah-
ren, die fir eine Objektmenge mit gegebener (symmetrischer) Proximityma-
trix zumindest eine Menge A = {G,,G,,. . . ,G,,Gg, . . .} generieren, deren
Elemente nichtdisjunkte Gruppierungen sind. Da diese Konstruktionsmetho-
den in der Regel ohne Optimalitatskriterium arbeiten, missen sie als heuri-
stisch bezeichnet werden. Neben dem notwendig hohen Aufwand liegt wohl
auch in dieser Eigenschaft ein Grund, warum sie in der Anwendung bisher so
wenig Beachtung fanden: Es liegt im allgemeinen kein MaR3stab vor, nach dem
alternative Klassifikationssysteme A; als mehr oder weniger angemessen zur
Repréasentation einer Objektmenge und deren Proximities beurteilt werden
kénnen. Von gegenwartigen Verfahrensentwicklungen aber wird dieser Ge-
sichtspunkt starker berlcksichtigt.



422 Hartmut-A. Oldenblrger

Die wohl ausfilhrlichste Ubersicht der theoretischen Grundlagen und der viel-
faltigen Verfahren zur Uberlappenden Gruppierung gibt Bock (1974, S.
316ff.). - In diesem Abschnitt wird dagegen die kurze Diskussion auf drei
zentrale Ansétze eingeschrankt: die Untersuchung maximaler Cliquen, die
Generierung Uberlappender Cluster nach Jardine/Sibson und das ADCLUS-
Modell von Shepard/Arabie.

Fur die Betrachtung der Aufgabenstellung unter dem Stichwert ,maximale
Cliquen® sei zu einer Objektmenge eine Matrix von Unahnlichkeiten [dy]
vorgegeben. Unter einer Clique der Stufe c (cut) versteht man eine Menge
G, < 0, deren samtliche Paare von Elementen einander nicht unahnlicher sind
als durch c angegeben wurde:

Fiir alle o,,0; € G, gilt diy = c.

,Maximal* heilt die Clique G, wenn es in der Restmenge 0 \ G, kein weite-
res Objekt o, gibt, dessen Unahnlichkeiten zu allen Objekten in der Clique
kleiner/gleich ¢ sind. Auf beinahe natirliche Weise fihren diese Begriffsbe-
stimmungen zu einem - auf den ersten Blick - einfachen heuristischen Kon-
struktionsverfahren Uberlappender Gruppierungen: (1) Man legt einen geeig-
neten Wert ¢ fest und (2) sucht alle maximalen Cliquen der Stufe c. FUr beide
Schritte gibt es algorithmische Ldsungsanséatze:

(1) Falt man beispielsweise die Unéhnlichkeiten als metrische GroRen auf, so
kann ein optimaler ,cut’ z.B. mittels des Fisher-Algorithmus (siehe Ab-
schnitt 3.2) erfolgen.

(2) Fur das nicht-triviale Problem der Feststellung aller maximalen Cliquen
der Stufe c steht dann z.B. der effektive ,branch-and-bound’-Algorithmus
von Bron/Kerbosch (1973, weitere Angaben bei Shepard/Arabie, 1979, S.
99) zur Verflgung.

Allerdings ist dieses praktikable Vorgehen wohl als recht vordergrindig anzu-
sehen, da zu den genannten Schritten allgemeinere Probleme korrespondieren,
die bei der Herstellung von Verfahren der nichtdisjunktiven Clusteranalyse
zentral sind:

(1) Wieviele Werte ¢, sollen verwendet werden, um mdoglicherweise quasi-
hierarchische Varianten des Verfahrens zu erzeugen?

(2) Warum soll man sich auf den Gruppierungsbegriff der ,maximalen Clique
festlegen? (Dieser garantiert zwar, da der Durchmesser einer Gruppie-
rung hochstens c, ist (wie bei HCA-Verfahren das ,Complete Linkage'),
man konnte aber ebenso begriindet Gruppen generieren, deren Elemente
zu allen anderen Objekten der Gruppe z.B. hochstens eine durchschnittli-
che Unahnlichkeit von c, aufweisen.)



Clusteranalyse 423

Bei Betrachtung der ersten Fragestellung ist folgende Argumentation relevant:
Zu einer gegebenen Matrix von Unéhnlichkeiten konnen sinnvoll hdchstens (3)
Cutwerte c¢; untersucht werden. Geht man diese der Reihe nach durch und
generiert die (z.B.) jeweils neu entstehenden maximalen Cliquen, so stellt
dieses Mengensystem eine Représentation der Proximitymatrix ohne Informa-
tionsverdichtung dar, also eine reine Datendeskription. (Die Begriindung der
Gultigkeit dieser Aussage kann parallel zum Beweis des wichtigen Dekompo-
sitionstheorems der ,Fuzzy Relations', siehe Kaufman (1975, S. 67ff. und
s. 387ff.), erfolgen.) Eine strukturierte quasi-hierarchische Représentation
von Proximities entsteht deshalb erst durch Einflhrung spezieller Restriktionen.
Da es dafur verschiedene Mdglichkeiten gibt, schlagen u.a. Jardine/Sibson
(1968, 1971, S. 59ff., sieht auch Bock, 1974, S. 423ff.) drei Verfahrensklassen
vor, deren bekannteste das sogenannte B,-Clustering ist (siehe auch Cole/
Wishart, 1970; Rohlf, 1974, 1975; Day, 1977). Fur diese Methoden ist als
Einschrankung die erlaubte Anzahl von Elementen in den Uberlappungen
(k-1) charakteristisch. Wegen ihrer engen Beziehung zu dem von Jardine und
Sibson (1971) favorisierten hierarchischen ,Single Linkage' Verfahren setzen
sich diese Methoden allerdings der Kritik aus, Verkettungseffekten zu unterlie-
gen. Listen von Fortran-Programmen geben Jardine/Sibson (1971, S. 227ff.,
u.a. auch zu Sibsons C-Verfahren, welche die erlaubte GroRe des Durchmes-
sers der Uberlappung einschranken); die Bk-Methoden sind auch in Wisharts
Programmpaket Clustan, 1978, S. 65ff., enthalten. Anwendungen dieser Ver-
fahren sind bisher kaum bekannt (siehe aber Friendly, 1977).

Ein der zweiten Fragestellung zugeordneter Ansatz zur Generierung Uberlap-
pender, nicht notwendig hierarchischer Gruppierungen stammt von Shepard/
Arabie (1979). Das ,additive clustering' geht von AhnlichkeitsmaRen in der
Proximitymatrix aus und représentiert diese durch ein einfaches Modell:

S = ). Wi Py Py
j
Darin sind die w; positive Gewichte, die die Sattigung einer Eigenschaft j
angeben, wahrend die p,, p; zeigen, ob z.B. ein Objekt k die Eigenschaft j
besitzt (p,j=1) oder nicht (p,;=0). Die Ahnlichkeiten zwischen den Objekt-
paaren werden also als Kombinationen der Gewichte diskreter Objektmerk-
male dargestellt. Einen Algorithmus zur Ldsung dieses Dekompositionspro-
blems unter Verwendung eines Mal3es der erklarten Varianz als Optimierungs-
kriterium entwickelten Shepard/Arabie (1979) unter dem Namen ADCLUS.
Eine effizientere Alternative beschreiben Arabie/Carroll (1980). Sie verwenden
Techniken der ,mathematischen Programmierung’ zur Ldsung des Optimie-
rungsproblems: MAPCLUS. Dabei scheinen sie im allgemeinen zu sparsame-
ren Loésungen zu gelangen, d.h. zur Reprasentation der Ahnlichkeiten werden
weniger Attribute benétigt. In den zitierten Arbeiten werden zahlreiche Bei-
spiele fur Ergebnisse der Verfahrensanwendung auf empirische Daten gege-
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ben. SchlieRllich erweitern Arabie/Carroll (1980) das ADCLUS-Modell auf die
Mdglichkeit der Analyse individueller Differenzen (INDCLUS). - Geeignete
statistische Prifverfahren fir diese Ansétze sind noch zu entwickeln. Die
Residueninspektion im Anwendungsfall ist selbstverstandlich.

3.6 Cluster in Datenmatrizen

Aufgabenstellung dieser Verfahren ist das ,Auffinden’ von Blocken, Feldern,
,Pattern’ oder Strukturen gleicher oder ,ahnlicher’ Daten in n X m - Matrizen
[x;] (Beobachtungswiederholungen x Merkmale) durch geeignete Umordnung
ihrer Zeilen und/oder Spalten. Wahrend die in den bisherigen Abschnitten
betrachteten Vorgehensweisen Gruppen ahnlicher Objekte aus einer Grund-
menge konstruieren, untersuchen clusteranalytische Verfahren zur Strukturie-
rung von Datenmatrizen Mengen von Objekten hinsichtlich zweier Modalita-
ten (simultan).

Kritisch fur die Wahl bzw. Einsatzméglichkeit solcher Verfahren ist die Beant-
wortung der Frage nach der Vergleichbarkeit kategorialer und/oder numeri-
scher Merkmalsausprégungen (Hartigan, 1972, S. 124). Der genuine Anwen-
dungsfall der Clusteranalyse von Datenmatrizen ist gegeben, wenn Vergleich-
barkeit der Auspragungen hinsichtlich der Merkmale und der Beobachtungs-
wiederholungen vorliegt, bzw. durch geeignete Transformation (z.B. Standar-
disierung) hergestellt werden kann (Beispiele: (a) Matrix Bundeslénder x Ge-
burtsjahrgédnge mit Eintragungen, die den prozentualen Anteil der Personen
mit Abitur angeben, (b) Personen x Items eines Tests mit den Auspragungen
,geldst’ (= 1) und ,nicht geldst’ (=0)).

Sind die Auspragungen hinsichtlich einer Modalitdt (z.B. zwischen den Klas-
sen verschiedener nominaler Merkmale) inkompatibel, so ist zumeist auf die in
Abschnitt 3.1 bis 3.4 beschriebenen clusteranalytischen Verfahren zuriickzu-
greifen (siehe erganzend z.B. Hartigan, 1975, S. 257, aber auch Generalisie-
rungsversuche ebd., S. 288ff. und deren Weiterentwicklung S. 299ff.).

Liegen bimodal vergleichbare Daten vor, so kann die Problemstellung der
Verfahren der sogenannten direkten Clusteranalyse (Hartigan) oder der Kon-
struktion von Blockmodellen (Arabie/Boorman/Levitt, 1978; White, 1977) wie
folgt formuliert werden: Gesucht ist sowohl eine Permutation der Zeilen- als
auch der Spaltenindizes, so daR die (umgestellte) Datenmatrix bezlglich (der
Einfachheit) ihrer inneren Strukturierung optimal ist. Beispiele fur Zielfunk-
tionen sind: (a) die Anzahl identischer Ausprdgungen benachbarter Eintragun-
gen bei kategorialen Merkmalen oder (b) die Summe der absoluten Differenzen
benachbarter Eintragungen bei numerischen Merkmalen. (Zu beachten ist hier
die (in der Literatur vernachlassigte) Mdéglichkeit der Einfihrung von ,Fen-



Clusteranalyse 425

stern' verschiedener GroRe.) - Essentieller Bestandteil solcher Optimierungs-
verfahren ist die Konstruktion von Reihenfolgen (Seriation), deren algorithmi-
sche Untersuchung als Standardproblem des ,Operations Research® wohlbe-
kannt ist (Miller/Merbach, 1970; Christofides, 1975, 1975b, S. 236ff.) und erst
durch Hubert (1976), Baker/Hubert (1977) und Hubert/Baker (1978) in die
methodologische Diskussion der Psychologie eingebracht wurde.

Beispiele fur die Verfahrensanwendungen der direkten Clusteranalyse bzw.
der Blockmodellierung fiur empirische Daten geben Hartigan (1975, S. 262 und
S. 283 f.) und Arabie/Boorman/Levitt (1978).

Programmsprachliche Formulierungen von Verfahren (ohne besondere Her-
vorhebung des generellen Seriationsansatzes) teilt Hartigan (1975, S. 271 ff.
und S. 294ff.) mit. Von diesem Autor stammt auch ein Programm, welches in
das BMDP-Paket (Dixon, 1975, S. 339ff.) unter dem Namen ,Block-Cluste-
ring’ implementiert wurde. (Dabei handelt es sich wohl um eine &ltere Version;
es ist aber auf die instruktive Erklarung des Verfahrens (S. 352f.) und den
,Sample-output (S. 354f.) hinzuweisen.)

Die Verfahren der direkten Clusteranalyse von Datenmatrizen bzw. des
,Block-Clustering® stellen insbesondere fir exploratorische Zwecke hochinter-
essante Instrumente dar: sie strukturieren die urspringlichen Daten und stit-
zen die Anschauung. Da darin auch Gefahren liegen, ist die Wichtigkeit pro-
babilistischer und statistischer Evaluationen besonders hervorzuheben (Ansét-
ze geben z.B. Hartigan, 1975, S. 285 und White, 1977). Abweichungen der
Daten von ,Modellpradiktionen durch die Blécke' sind in den Resultaten der
Verfahrensanwendung (,Print-outs') direkt ersichtlich.

4, Diskussion und Ausblick

Obwohl sich die vorliegende Arbeit in der Darstellung auf die Hauptgesichts-
punkte clusteranalytischer Verfahren einzuschranken hatte, ist wohl auch hier
deutlich geworden: Es gibt eine immense Vielfalt von Zielsetzungen, Problem-
stellungen, Ansdtzen, Methoden und Verfahrensvarianten zur Clusteranalyse.
- Dem steht in der Forschungspraxis z.Z. ein erheblich eingeschrankter Ge-
brauch von hauptséachlich ca. drei Verfahren der agglomerativen hierarchi-
schen Clusteranalyse gegeniber. - Will man diese Diskrepanz erkléren, so
ware der Verweis auf die generelle Angemessenheit der HCA-Verfahren fir
die Klarung Verschiedenster inhaltlich-theoretischer Fragestellungen sicher
nicht akzeptabel. Daneben scheinen auch Argumente, die die 6konomische
Durchfihrbarkeit dieser Methoden und die mangelnde Verfligbarkeit von
Computerprogrammen zu alternativen Verfahren benennen, allein nicht (ber-
zeugen zu koénnen.
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Vermutlich kommen zumindest zwei Merkmale der Diskussionsentwicklung
in der Literatur hinzu: (a) Nach dem Aufweis des methodischen Paradigmas
durch den Artikel von Johnson (1967) sind die agglomerativen HCA-Verfah-
ren als ,Allroundinstrumente’ (&hnlich dem ,Little Jiffy* in der Faktorenanaly-
se, d.i. Hauptkomponentenextraktion und Varimaxrotation) Ublich gewor-
den. (b) Die ,Landschaft’ alternativer Ansétze und Verfahren in der methodo-
logischen Literatur ist wegen ihres Umfangs und Aspektreichtums zu komplex
und damit unlberschaubar geworden. Sie bietet kein geordnetes Bild, sondern
macht eher einen diffusen Eindruck, der dem interessierten Anwender einen
zielgerichteten Zugriff nicht erlaubt.

Ein Beleg fur die Unlbersichtlichkeit der mathematischen Darstellungen ist
das ,Sprachengewirr’ der Formalisierungen. So findet man z.B. verbandstheo-
retisch (Leuschner, 1973), mengentheoretisch (Hubert, 1977a), matrixtheore-
tisch (Kim/Roush, 1978), graphentheoretisch (Hubert, 1974, 1977b; Matula,
1977) und schliellich ,Fuzzy Set'-theoretisch (Negoita/Ralescu, 1975, S.
169ff.; Yeh/Bang, 1975; Zadeh, 1977) gepragte Prasentationen der Clusterana-
lyse. - Ein weiteres Merkmal der methodologischen Literatur, welches die
Orientierung erschwert, ist die vorwiegende Betonung der rein verfahrens-
technischen Aspekte des Prozesses und der Ergebnisse von Clusteranalysen.
(Es wird gezeigt, was man mit Daten (so alles) tun kann, und was dabei
herauskommt.) Dabei wird der fir den Einsatz in einer empirischen Wissen-
schaft zentrale Modellaspekt vernachléssigt. Dieser betont, da Ergebnisse von
Repréasentationsverfahren Daten abzubilden haben, und nicht umgekehrt die
Daten lediglich Ausgangspunkt von Verfahrensanwendungen sind.

Aus dem Interesse, den Modellaspekt der Resultate von Verfahrensanwendun-
gen hervorzuheben, verstehe ich unter ,Clusteranalyse’ Methoden, die die
Approximation einer Teilklasse (numerisch evaluierter) diskreter mathemati-
scher Modelle an empirische Daten leisten.

Diese Sichtweite fihrt fir die Entwicklung der methodologischen Literatur zu
folgenden Forderungen:

- Da bei der Approximation von Modellen grundsétzlich deren Angemessen-
heit in Frage steht, sollten verstérkt vor allem Uberprifungsverfuhren entwik-
kelt und dem potentiellen Benutzer auch in praktikabler Form zur Verfliigung
gestellt werden (Veroffentlichung/Austausch von Programmen; Implementa-
tion zumindest in die weit verbreiteten Pakete). Es ist nicht weiter akzeptabel,
daR Programme zur Durchfihrung clusteranalytischer Verfahren gewoéhnlich
keinerlei Indizes zur Beurteilung der statistischen und/oder praktischen Signi-
fikanz bzw. Bedeutsamkeit des Resultats mitteilen und eine Untersuchung von
Residuen nicht vorgesehen ist (z.B. auch bei Programmen zur Faktoranalyse).

- Die Approximation der diskreten Modelle sollte grundsatzlich als Problem
der Optimierung einer Zielfunktion (unter Nebenbedingungen) angesehen
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werden. (Dies kdnnte das ,Gewirr’ mathematischer Sprachen und die ,Anhé&u-
fung® heuristischer Methoden abbauen helfen.) Solche Optimierungsprobleme
werden bereits seit einiger Zeit in der mathematischen Verfahrensforschung
(Operations Research) unter den Uberschriften ,Integer-Programmierung’
und ,diskrete’, ,kombinatorische', sowie ,mathematische Programmierung‘
diskutiert. (Deshalb sei ausdriicklich auf die Bibliographien von Kasting (1976)
und Hausmann (1978) und stellvertretend auf die Periodica ,Computing’ und
,Mathematical Programming' hingewiesen.) Zwar gibt es einige Autoren, die
diesen Ansatz auch im Bereich der Clusteranalyse verfolgt haben (z.B. Ward,
1963; Hartigan, 1967; Rao, 1971; Brucker, 1978; sowie Carroll und Hubert in
verschiedenen Arbeiten), in der psychologischen mathematisch-statistischen
Literatur hat sich aber die selbstverstandliche Beachtung von Ansatzen zur
Modellapproximation durch Optimierungsverfahren (siehe z.B. Horst, 1979;
Dixon/Spedicato/Szegd, 1980) noch nicht allgemein durchgesetzt (zu ihrer Be-
deutung in der Statistik siehe Kennedy/Gentle, 1980).

Das ubliche forschungspraktische Vorgehen nach dem Schema: Datenerhebung/
Datenerfassung/Programmanwendung (mit Standardoptionen)/Interpretation
der Resultate sollte bei verstarkter Beachtung des Modellaspekts von Ergebnis-
sen clusteranalytischer Représentationsverfahren durch einige Kontrolliberle-
gungen bereichert werden:

Es ist die Frage zu beantworten, ob die Approximation eines diskreten
Modells Gegenstand und Zielvorstellung der Untersuchung angemessen ist.
(Fur die HCA wird dieses Problem von Kleiter/Fillbrandt, 1973, behandelt.)
Durch theoretisch inhaltliche Uberlegungen ist also zu begriinden, warum die
Reprasentation von untersuchten Objekten, z.B. durch eine Mengenzerle-
gung, adéquat sein soll. (Durch den Einsatz eines Verfahrens wird die Grup-
pierungsdarstellung erzwungen.)

- Die Geltung der Voraussetzungen von Verfahrensbestandteilen ist fir vor-
liegende Daten zu prifen (z.B. die Linearitdt der Zusammenhange bei Ver-
wendung von Korrelationen oder euklidischen Distanzen als Proximities).

- Die Glltigkeit der diskreten Modelle ist (soweit mdglich) zumindest einer
konfirmatorischen statistischen Prifung zu unterziehen (s.o., z.B. Abschnitte
3.2 und 3.3).

- Liegen zur Approximation von diskreten Modellen lediglich heuristische
Verfahren (z.B. HCA) vor, so sind stets mehrere Lésungen zur Représenta-
tion der Daten zu generieren und mittels eines quantitativen Malles der Anpas-
sungsgite zu bewerten.

- Schliellich sind die Abweichungen zwischen den Daten und der Modelldar-
stellung im einzelnen zu untersuchen, denn - wie John W. Tukey sagt -:
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,,Residuals are our main tool in going further. They are to the data analyst
what powerful magnifying glasses, sensitive chemical tests for bloodstains, and
delicate listening devices are to a story-book detective. They permeate all sorts
of data analysis and appear in many guises.“ (1977, S. 125)
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